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Е.Н. Симонов  

 
В статье представлен метод уменьшения ошибки 

реконструкции изображения для рентгеновской компьютерной 
томографии путем применения вейвлет-фильтрации 
зашумленных проекционных данных. Разработанное достаточно 
недавно (конец 20-го века) вейвлет преобразование и основанное 
на нем вейвлет-фильтрация одномерных и двумерных сигналов 
дает возможность определять конкретное место соответствия 
частотной и временной (в данном случае пространственной по 
координате детекторов) области. Это позволяет однозначно 
определять переход  из частотной области в пространственную и 
обратно. Такое свойство вейвлет преобразования принципиально 
отличает его от Фурье преобразования. Для фильтрации 
проекционных данных используется кратномасштабный анализ 
вейвлет преобразования, который дает возможность через 
коэффициенты, определяющие так называемые масштабирующие 
функции и вейвлеты, определять в частотной и пространственной 
области место шума в зашумленном сигнале и осуществлять 
выделение незашумленного сигнала путем назначения порогов 
фильтрации на вышеуказанные коэффициенты. Проведен анализ 
методов назначения порогов фильтрации (мягкий, жесткий, 
аффинный) и методов определения их значений. Определение 
значений порогов осуществляется для штрафного порога 
(правило Birge – Massart) и для адаптированного (правило 
Donoho – Johnstone). Вейвлет-фильтрация проводится для 
одномерного, двумерного, быстрого и стационарного 
дискретного вейвлет-преобразования, с использованием  
вейвлетов Добеши. Результаты исследований были 
подтверждены  математическим моделированием  зашумленных 
проекционных данных, их вейвлет-фильтрации и реконструкции 
по ним тестового изображения.  Математическая модель 
тестового изображения  и разработанный автором программный 
реконструктор томографического изображения позволили 
осуществлять решение прямой (получение проекционных данных  
по тестовому изображению), обратной (получение тестового 
изображения по проекционным данным) задач томографии  и  
осуществлять сравнительный анализ качества реконструкции 
изображения с «идеальными» и зашумленными проекционными 
данными. 

Ключевые слова: рентгеновская компьютерная томография, 
проекционные данные, вейвлеты. 
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Введение 

В рентгеновской компьютерной томографии реконструкция 
изображений производится по проекционным данным, получаемым 
следующим образом. С помощью рентгеновской трубки (источник) 
излучают пучки рентгеновских лучей интенсивности I0, которые проходят 
через объект исследования и регистрируются детекторами.  На рис. 1 
показана параллельная схема сканирования и рентгеновского пучка. 

 

 
Рис. 1. Параллельная схема сканирования 

 
Закон Бугера-Ламберта-Бера определяет ослабление 

монохроматического пучка излучения при распространении его в объекте 
исследования [1]: 

 

0( ) exp( )ldlI l I 




   ,     (1) 

 
где 0I  – интенсивность входящего пучка в объект исследования, 
dl – элементарное расстояние, которое проходит рентгеновский луч 

через вещество по прямой l, 
l – линейный коэффициент ослабления рентгеновского излучения на 

элементарном расстоянии dl. 
Обозначив через ( , )q l   проекционные данные для положения l 

детектора и угла поворота , относительно начального положения, 
получим из (1) 
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Запись (2) означает, что интеграл определяется для каждого значения l 
и . 

В полученных проекционных данных присутствует шум, потому что 
определенный уровень шума всегда имеет место в любом детекторной 
электронной системе, которая измеряет интенсивность рентгеновского 
пучка на входе I0 и выходе  I(l)=I(l,) объекта исследования.  

Согласно [4], зашумленные проекционные данные можно представить в 
виде суммы чистых проекционных данных и аддитивного шума  

 
 qq~ , 

 
где q~  – зашумленные проекционные данные;  q  – проекционные 

данные без шума;   – шум. 
Учитывая, что качество томографического изображения определяется, 

в основном, как показано в работе [3], шумовыми характеристиками 
проекционных данных, поэтому фильтрация от шумовой составляющей 
проекционных данных является актуальной задачей. 

Реконструкция томографического изображения в параллельных лучах 
для алгоритма обратного проецирования с фильтрацией сверткой (Filtered 
Back Projection FBP) [2] представляет собой определение  в (2) l в 
координатах (x,y). Такое решение представляется, как обратное 
преобразование Радона уравнения (2) 

 

0

( , ) ( , )x y g(s - s)q l dld


  




   ,                               (3) 

 
где ( )g    – ядро свертки (сворачивающая функция) для параллельной 

геометрии,  

где 2

1 ( )
4

( ) iwsW wg l w e dw






  , w- пространственная частота, W(w) – окно 

фильтрации; ( , )q  – исходные зашумленные проекционные данные; 
  – расстояние между точкой Q (x,y) и прямой ОЕ (рис. 2). 

Алгоритм обратного проецирования с фильтрацией сверткой (3) 
относится к классу интегральных аналитических алгоритмов 
компьютерной томографии [2]. 
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Рис. 2. Геометрические пояснения к уравнению (3) 
 

В работе [3] для множества различных окон фильтрации W(w) 
(прямоугольного окна, синусного, параболического и др.) определены 
сворачивающие функции g(l) (ядра свертки). Так, например, для 
прямоугольного окна сворачивающая функция будет иметь вид 
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где пространственная частота
1

2прw
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Этот вид сворачивающей функции будем использовать ниже при 
моделировании томографических изображений. 

Для фильтрации зашумленных проекционных данных будем 
использовать кратномасштабный анализ вейвлетов.  

Вейвлеты – это обобщенное название семейств математических 
функций определенной формы, которые локальны во времени и по 
частоте, и в которых все функции получаются из одной базовой 
(порождающей) посредством ее сдвигов и растяжений по оси времени 
[4,5,6]. 

Кратномасштабный анализ вейвлетов заключается в следующем [5]. 
Рассмотрим цепочку пространств  
 

})),1(2,2[ на постоянные-кусочно  ),({ 2 ZkkkfLfV jj
j  , 

 
они имеют свойства 
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VVVV , где   )(2 


LV jZj
,  }0{ jV ; 
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 jj VxfVxf ; 
 

00 )()( VnxfVxf   для Zn ; 
 

и пусть существует 0V , что }  ),({ ,0 Znxn  – ортонормированный базис 
в 0V , где },   ),2(2)({ 2/

, Znjnxx jj
nj    , тогда идея заключается в 

том, что для любого набора подпространств, удовлетворяющих этим 
условиям, существует ортонормированный базис вейвлетов 

},);2(2{ 2/
, Zkjkxjj
kj     для )(2 L , что для )(2  Lf  

 





Zk
kjkjjj ffPfP ,,1 ,  ,  jP  – ортогональное проектирование на jV .  

Другими словами, кратномасштабный анализ может описать 
подпространства, определяемые свойствами, описанными выше, причем 

ffPjj



lim . Кроме того, существует }  ;{ Znhn  , тогда для 10 

 VV  

выполняется  
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n,1  – ортонормированный базис в 0V , 

 nnh ,1, ,  
n

nh 12 . Функцию 

  называют “масштабирующей функцией” [5]. Кроме того, существует 
функция  , называемая “вейвлетом, ассоциированным с данным 
кратномасштабным анализом” [5], для которого 







Zk
kjkjjj ffPfP ,,1 ,  . Функция   может быть выражена 

следующим образом:   
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и такое преобразование можно продолжить далее (рис. 3). 
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Рис. 3. Схема вейвлет-преобразования 

 
Zjda jj   },{  },{  – коэффициенты дискретного вейвлет преобразования. 

Соответственно,  
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Таким образом, в данном случае дискретное вейвлет преобразование 

производит перевод последовательности }{ ,nja  в последовательности 
},{ ,1,1 njnj da


. Множества }{ nh , }{ ng  позволяют по формулам (5)–(7) 

численно находить коэффициенты дискретного вейвлет преобразования.  
Применяя преобразование (5) для нашей задачи, получим, что 

проекционные данные ( , )q l  , можно представить, как 
 

, , , ,( , ) ( , ) ( , )
n

n n

j

j k j k j k j k
k j k

q l a l d l    
 

  

    , 

 
где kjn

a , , kjd ,  – коэффициенты вейвлет преобразования; kjn ,  – 
масштабирующая функция; kj ,  – вейвлет, ассоциированный с данным 
кратномасштабным анализом. 

Считается, что шум содержится в высокочастотных компонентах, т.е. 
находится в коэффициентах вейвлет преобразования, отвечающих за 
малые масштабы (d). Фильтрация сводится к обрезанию «высоких частот», 
т.е. приравниванию к нулю коэффициентов d ниже заданного значения 
(порога). В результате ожидается, что структура обрабатываемых данных, 
которая лежит в основе проекционного сигнала, сохранится и проявится 
после очищения от шума [7, 8].  
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Таким образом, алгоритм очистки проекционных данных сводится к 
следующим шагам: 

1) проведение вейвлет преобразования проекционных данных. 
Например, с использованием стационарного дискретного вейвлет 
преобразования; 

2) задание порога для коэффициентов вейвлет преобразования d в 
соответствии с их уровнем; 

3) проведение фильтрации для заданного порога; 
4) восстановление проекционных данных по измененным 

коэффициентам. Например, с использованием обратного стационарного 
дискретного вейвлет преобразования. 

Существуют различные виды задания порога для коэффициентов 
вейвлет преобразования d [9]. Пусть jj dd ~, , nj :1  – вейвлет-
коэффициенты некоторого уровня до фильтрации и после соответственно, 
t – значение порога, тогда: 

мягкая вейвлет-фильтрация определяется следующим образом 
 

),0max()(~ tddsignd jjj  ; 
 

жесткая вейвлет-фильтрация 
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Значение порога  t играет важную роль. Слишком малое значение 

порога не может удалить шумовые составляющие, слишком большое 
значение может удалить полезные составляющие проекционных данных. 

Существуют следующие способы  поиска порога [10–13]: 
1. Универсальный порог:  )log(2 nt  , n – число отсчетов сигнала,  

  – уровень шума. Этот порог является оптимальным для мягкой вейвлет-
фильтрации и  гауссовского шума. 
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2. Минимаксный порог: ntt  , nt  – выбирается исходя из 
минимаксного правила, т.е. )))~,(inf(sup( ffE , где )~,( ffE  – оценка 
среднеквадратичной ошибки между искомой и найденными функциями. 

3. Штейновская объективная оценка риска: в основе стоит тот же 
принцип, что и при поиске минимаксного порога, но с различными 
оценками ошибки. 

4. Штрафной порог: порог устанавливается на основании правила 
Birge-Massart, kct   , где )))~/log((~2)~,((min 22

~ nnnnjcsumk jn
  , 

jc – вейвлет-коэффициенты jd , отсортированные в порядке убывания 
своих абсолютных значений, n – число отсчетов сигнала, nn  ~1 . 

5. Адаптированный порог: xt  / , x  – локальная ошибка 
исследуемой функции. Устанавливается на основании правила Donoho – 
Johnstone. 

Таким образом, изменяя значения детализирующих коэффициентов  
kjd , , ответственных за частоты, т.е. определяя их «вклад» в составляющие 

шумов, возможно проводить фильтрацию проекционных данных ( , )q l  .  
Реконструируя по формуле (3) функцию ),( yx  по зашумленным 

проекциям ( , )q l   и фильтрованным ( , )q l  , можно оценить качество 
томографического изображения и сделать сравнительный анализ. 

Проведение исследований, результаты 

Для получения томографических изображений использовался 
разработанный нами программный пакет-реконструктор [14–16], 
позволяющий решать прямую (получение проекционных данных) и 
обратную  (реконструкцию изображения) задачи томографии. 
Реконструктор позволяет получать матрицы изображений  размером 
512512 или 10241024 пикселей.  Реконструктор также позволяет 
преобразовывать проекционные данные из веерной геометрии 
рентгеновского пучка в параллельную и обратно. Объем проекционных 
данных может моделироваться для 600–1200 ракурсов облучения (угол ), 
количества единичных отсчетов в линейке детекторов 500-1000, апертуры 
единичного детектора (значение l) 0,2–1,56 мм. 

При реконструкции томографического изображения использовалась 
сворачивающая функция (ядро свертки) с прямоугольным окном (4). 

  Для количественной оценки шума на изображении использовалась 
среднеквадратическая ошибка: 
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где  A, B – значение матрицы исходного и реконструируемого 
изображений; ji,  – номер соответствующего элемента  (пикселя) в 
матрице;              – количество элементов  (пикселей) в матрице. 

Для анализа была проведена мягкая (мвф) и жесткая (жвф) вейвлет-
фильтрация для одномерного (1D) и двумерного (2D) быстрого 
дискретного вейвлет преобразования (БДВП), стационарного дискретного 
вейвлет преобразования (СДВП), с заданием порога по Donoho – Johnstone 
(DJ) и Birge – Massart (BM). Под 1D фильтрацией подразумевается 
фильтрация проекционных данных по каждому ракурсу независимо, под 
2D – фильтрация всех проекционных данных, как единого целого. Для 
фильтрации использовался вейвлет Добеши типа 8.  

Анализ проводился для изображений, приведенных на рис. 4. 
 

  
а) б) 
Рис. 4. Исходное тестовое изображение (а)  

и реконструированное изображение (б) 
 

Последовательность операций по оценке влияния вейвлет-фильтрации 
зашумленных проекционных данных на качество томографического 
изображения была следующей. 

1. По исходному тестовому изображению  (см. рис. 4 а) моделировались 
идеальные проекционные данные.  

2. По этим  идеальным проекционным данным моделировалось 
томографическое изображение (см. рис. 4 б). 

3. На идеальные проекции аддитивно накладывался гауссовский шум с
10%ø  . 

4. Проводилась реконструкция изображения по проекциям с 
гауссовским шумом. 

5. Проекции с гауссовским шумом на основе кратномасштабного 
анализа подвергались фильтрации: определялись коэффициенты kjd ,  и 
проводилась фильтрация для БДВП и СДВП: мвф, 1D, DJ; мвф, 1D, BM; 
жвф, 1D, DJ; жвф, 1D, BM; мвф, 2D, DJ; мвф, 2D, BM; жвф, 2D, DJ; жвф, 
2D, BM. 

6. Проводилась реконструкция изображения для отфильтрованных 
проекционных данных. 
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7. Проводился сравнительный анализ с оценкой (8) изображений, 
реконструируемых без применения вейвлет-фильтрации (п. 4) и с вейвлет-
фильтрацией (п. 6). 

Результаты реконструкции и оценка качества томографического 
изображения – среднеквадратическая ошибка, определенная по (8), 
приведены на рис. 5 и 6. 

 

   
Е = 20,86 % Е = 10,25 % Е = 7,42 % 

а) б) в) 
Рис. 5. Реконструированные изображения с прямоугольной функцией окна  

без вейвлет-фильтрации (а) и с использованием вейвлета Добеши типа 8  
для (БДВП, мвф, 1D, DJ) (б) и (БДВП, мвф, 2D, DJ) (в) 

 
 

    
10,01 % 7,86 % 6,43 % 9,99 % 

а) б) в) г) 
Рис. 6. Реконструированные изображения с прямоугольной функцией окна  
с использованием вейвлета Добеши типа 8 для  (БДВП, мвф, 1D, BM) (а), 

(БДВП, мвф, 2D, BM) (б), (СДВП, мвф, 2D, DJ) (в), (СДВП, жвф, 2D, BM) (г) 
 
Результаты оценки качества изображений без применения вейвлет-

фильтрации и с вейвлет-фильтрацией приведены в табл. 1 и 2. 
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Таблица 1 
 

БДВП 
1D 2D 

мвФ жвф мвф жвф 
DJ BM DJ BM DJ BM DJ BM 

Е=10,25% 10,01 19,65 13,44 7,42 7,86 15,66 11,61 
 

Таблица 2 
 

СДВП 
1D 2D 

мвф жвф мвф жвф 
DJ BM DJ BM DJ BM DJ BM 

Е=9,35% 8,64 16,98 11,79 6,43 6,72 12,77 9,99 
 

При анализе исходного изображения и изображений, полученных при 
реконструкции, видно, что применение вейвлет-фильтрации проекционных 
данных  может снизить ошибку реконструкции (с 20,86 % до 6,43 %). 

Наилучшие результаты получены при стационарном дискретном 
(СДВП), двумерном (2D) вейвлет преобразовании, с мягким порогом (мвф) 
по правилу Donoho-Johnstone (DJ). 

Заключение 

Приведенный в статье метод фильтрации проекционных данных с 
применением кратномасштабного анализа показал, что ошибка 
реконструкции в рентгеновской компьютерной томографии  может быть 
снижена благодаря вейвлет-фильтрации проекционных данных с 
детекторов практически в 2–3 раза.  
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