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Введение

В условиях постоянно повышающейся нагрузки на ограниченные инфра-
структурные мощности улично-дорожных сетей (УДС) крупных городов очень
актуальной является задача оценки распределения транспортных потоков в се-
ти и маршрутизации транспорта. В современных условиях наибольшее влияние
на распределение транспортных потоков могут оказывать администрация го-
рода, а также поставщики навигационных сервисов, количество пользователей
которых становится все больше и больше. При этом, если административное
влияние может быть реализовано через инфраструктурные или организаци-
онные действия, то поставщики сервисов навигации, предоставляя маршруты
движения своим клиентам, оказывают прямое влияние на процесс распределе-
ния транспортных потоков в режиме реального времени. В данной работе нас
будут интересовать задача оптимального управления транспортным потоком
администрацией города.

Для определения объемов загрузки УДС в первую очередь необходимо вы-
явить правила, по которым водители выбирают тот или инои маршрут следо-
вания. Принципы поведения пользователей транспортнои сети окончательно
были сформулированы в работах Вардропа в 1952 году, где постулировались
следующие две возможные ситуации.

1. Пользователи сети независимо друг от друга выбирают маршруты следо-
вания, соответствующие их минимальным транспортным расходам.

2. Пользователи сети выбирают маршруты следования исходя из соображе-
ний минимизации общих транспортных расходов в сети.

С тех пор в транспортнои науке приведенные поведенческие принципы участ-
ников получили названия первого и второго принципов Вардропа. Распределе-
ние транспортных потоков согласно первому принципу Вардропа соответству-
ет конкурентному бескоалиционному равновесию, предполагающему совершен-
ныи эгоизм участников дорожного движения – все стремятся достигнуть ко-
нечного пункта назначения как можно быстрее и из имеющихся возможных
вариантов пути выбирает тот маршрут, по которому будет нести минимальные
затраты (временные, финансовые, моральные и т.д.) на поездку. Поэтому этот
принцип также называют оптимизациеи пользователеи (user optimization). Сто-
ит также отметить, что первыи поведенческии принцип предполагает опреде-
ленные допущения. Во-первых, это идельная информированность участников

3



движения о ситуации на дорогах – каждыи знает свои затраты на передвиже-
ния по тому или иному маршруту. Конечно, на данныи момент такое предполо-
жение выглядит изряднои идеализациеи, но постоянное развитие автоматизи-
рованных навигационных и интеллектуальных транспортных систем прибли-
жает нас к такои ситуации. Во-вторых, предполагается, что влияние отдельного
участника движения на затраты по всем маршрутам пренебрежимо малы. Хо-
тя такое предположение и не совсем верно для больших транспортных средств,
для легковых автомобилеи оно представляется достаточно естественным, за
исключением аварииных ситуации или недостаточно опытных водителеи за
рулем. Второи принцип Вардропа предполагает централизованное управление
движением в сети. Соответствующее ему распределение транспортных пото-
ков называют системным оптимумом (system optimization). Например, води-
тели маршрутного транспорта могут служить примером пользователей, кот-
рые передвигаются согласно второму принципу Вардропа. Несмотря на то, что
принципы потокового равновесия широко известны как принципы Вардропа, на
самом деле несколько раньше их сформулировали Ф. Наит и А. Пигу, утвер-
ждая, что все участники движения, направляющиеся из некоторого участка
сети в другои, распределяются по разным маршрутам таким образом, чтобы
удельная (в расчете на одно траспортное средство) стоимость поездки была
одна и та же для всех. В ситуации массового обеспечения населения автомоби-
лями, которое наблюдается почти во всех странах мира, значительную часть
участников дорожного движения любого города составляют легковые автомо-
били и миниавтобусы, совершающие в большинстве случаев типичные поездки:
место проживания – место работы и обратно. Именно такие поездки создают
максимальные нагрузки на УДС, вызывают основные потери времени и дру-
гих ресурсов, повышают аварииность и усложняют социально-экономическую
ситуацию. Поэтому при исследовании загрузки сети рассмотрим транспортные
потоки, порождаемые именно частным легковым автомобилем. Как правило,
водители таких транспортных средств преследуют исключительно личные це-
ли и стремятся выбрать путь следования с наименьшими затратами. Такое
поведение, очевидно, соответствует первому принципу Вардропа.
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Глава 1

Теоретические сведения

В дальнейшем мы будем рассматривать бескоалиционные игры n лиц в стра-
тегической форме. Некоторая теория, которая пригодится нам в дальнейшем.

Определение 1.1. Игрой n лиц в нормальной форме будем называть упоря-
доченную тройку

Γ =< H, {Xi}i∈N , {Hi}i∈N >,

где N = {1, 2, ..., n}–множество игроков, Xi–множество стратегий i-го иг-
рока и Hi:

∏n
i=1Xi → R– функция выигрыша i-го игрока, i = 1, ..., n.

Определение 1.2. Равновесием по Нэшу в игре Γ называется ситуация x∗ =
(x∗1, ..., x

∗
n) в которой для любого игрока i∈ H выполняются следующие усло-

вия:
Hi(x

∗
−i, xi) ≤ Hi(x

∗),∀xi
а стратегии, которые входят в равновесие, будем называть оптимальными.

Достаточное условие существования равновесия по Нэшу могут быть пред-
ставлены следующий теоремой [1]

Теорема 1.1. Предположим, что в игре n лиц Γ =< H, {Xi}i∈N , {Hi}i∈N >
множество стратегий Xi являются компактными выпуклыми множетсва-
ми в пространстве Rn, а выигрыши Hi(x1, ..., xn)–непрерывные и вогнутые по
xi функции. Тогда в такой игре всегда существует равновесие по Нэшу.

Также рассмотренная нами модель маршрутизации основана на модели Вар-
дропа (Wardrop, 1952) с разделяемым трафиком. Критерием оптимальности
является минимизация задержки отправляемого трафика. Задача оптималь-
ной маршрутизации рассматривается как игра Γ = 〈n,G,w, Z, f〉, в которой
n пользователей отправляют трафик по каналам сети с топологией, представ-
ленной графом G = (V,E). Для всех пользователей i существует Zi–набор
маршрутов из si в ti по каналам G, и определен размер отправляемого тра-
фика wi. Для каждого из каналов e ∈ E определена пропускная способность
ce > 0. Пользователи действуют в собственных интересах, выбирая маршруты
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для отправки трафика так, чтобы минимизировалась максимальная задерж-
ка при отправке их трафика из s в t. Каждый пользователь выбирает для
себя стратегию xi = {xiRi

≥ 0}Ri∈Zi
. При этом xiRi

–количество трафика, ко-
торое пользователь i отправляет по маршруту Ri и

∑
Ri∈Zi

xiRi
= wi. Тогда

x = (x1, ..., xn)–ситуация участников. Для профиля стратегий x в дальнейшем
будем использовать обозначение (x−i, x

′

i) = (x1, ..., xi−1, x
′

i, xi+1, ..., xn), которое
означает, что пользователь i сменил стратегию с xi на x

′

i, а другие пользовате-
ли оставили свои стратегии неизменными. Для всех каналов определяется его
загруженность (т.е. весь идущий по нему трафик)

δe(x) =
n∑

i=1

∑
Ri∈Zi:e∈Ri

xiRi

. Задержка при отправке трафика по определенному маршруту зависит от
загрузки каналов, состовляющий маршрут. Непрерывная функция задержки
трафика fiRi

(x) = fiRi
({δe(x)}e∈Ri

) определяется для каждого пользователя i и
используемого им маршрута Ri и является неубывающей по величинам загруз-
ки каналов, из которых состоит маршрут, значит, и по xiRi

. Значение, которую
каждый пользователь стремится максимально уменьшить–максимум по всем
пробегаемым маршрутам задержка его трафика, которая состовляет затраты
данного пользователя

PCi(x) = max
Ri∈Zi:xiRi

>0
fiRi

(x)

Равновесие по Нэшу в данном случае определяется как ситуация, в которой
ни для одного из игроков нет разумных причин для того чтобы менять свою
стратегию при условии, что все остальные участники будут придерживаться
своих стратегий. Придерживаясь терминов данной модели это ситуация, в ко-
торой ни для кого из игроков нет возможности уменьшить свои затраты путем
изменения собственной стратегии.

Определение 1.3. Ситуация x называется равновесием по Нэшу, если для
любого пользователя i и для любой ситуации x′ = (x−i, x

′
i) верно PCi(x) ≤

PCi(x
′).

Определение 1.4. Ситуация x называется равновесием по Вардропу, если
для каждого i справедливо: из xiRi

> 0 следует fiRi
(x) = minpi∈Zi

fipi(x) = λi
и из xiRi

= 0 следует fiRi
(x) = λi

Связь между равновесием по Нэшу и Вардропу устанавливается следующей
теоремой [1]

Теорема 1.2. Если ситуация x является равновесием по Вардропу, то x–
равновесие по Нэшу.
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Рассмотрим следующий пример, демонстрирующий этот факт.

Пример 1.1. Обратное, вообще говоря, не верно. Допустим, в системе один
пользователь, который оправляет трафик объемом 1 из точки s в t по двум
маршрутам сети на рис. 1.1. Пусть функции задержки на маршруте 1,
включающем каналы (1, 2, 4), и на маршруте 2, который включает в себя
каналы (1, 3, 4), соответственно равны f1(x) = max{1, x, 1} = 1 и f2(y) =
min 1, y, 1 = y, причем x = 1− y. Обе функции непрерывные, неубывающие, по
x и y соответственно. f1(x) > f2(y) для всех допустимых ситуаций (x, y),
таких что x + y = 1, но при любом уменьшении x–объема трафика, посы-
лаемого по первому маршруту, f1(x) не меняется. Для такой модели рав-
новесием по Нэшу будет любая ситуация (x, 1 − x), где 0 ≤ x ≤ 1, но при
этом равенство задержек для используемых каналов имеет место только
для ситуации (0, 1).

Рис. 1.1.

В случаях, когда в игре есть иерархия игроков, также говорят о равновесии
по Штакельбергу.

Определение 1.5. Равновесием по Штакельбергу в игре Γ называется набор
стратегий (x∗, y∗), где y∗ = R(x∗) наилучший ответ игрока II на стратегию
x∗, которую, в свою очередь находят из решения задачи

H1(x
∗, y∗) = max

x
H1(x,R(x))

.
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Глава 2

Моделирование маршрутной сети

2.1. Анализ модели одностороннего движения

Рис. 2.1.

В качестве модели транспортнои сети будем рассматривать ориентирован-
ныи граф Γ, состоящии из множества последовательно последовательно прону-
мерованных дуг D и множества пронумерованных полос на дуге. Каждая дуга
соответствует реальному участку автодороги без перекрестков. Направление
дуги ориентированного графа показывает ход движения автотранспорта. Ма-
гистрали с двухсторонным движением имеют парные дуги, которые ориентиро-
ваны противоположно друг другу. Пусть между точкамиA иB существуют три
варианта пути на рис. 2.1. По первой дуге можно проехать только на личном
автомобиле, на второй дуге можно воспользоваться личным транспортом, либо
маршрутным транспортом. Точку A так же называют источником, а точку B
истоком. Примером такой модели может служить утренние часы пик, пораж-
дающиеся трудовой миграцией жителей мегаполиса. Здесь источниками явля-
ются пригороды и районы, а стоками—центральные и деловые районы города.
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Каждый участник движения может выбрать один из вариантов пути и поехать
на личном автомобиле, либо на общественном траспорте. Все участники руко-
водствуются исключительно личной выгодой и пытаются минимизировать свои
траспортные расходы, которые складываются из стоимости проезда по участку,
времени и загруженности маршрутного автотраспорта, при поездке на нем. В
качестве целевой функции, которую нужно минимизировать, будем рассматри-
вать линейную BPR функцию задержек (U.S.Bureau of Public Roads, 1964).
Линейная функция задержек на ребре i задается как

fi(λi) = ti

(
1 + h

λi
di

)
,

где λi– общий поток по пути i, ti– время прохождения пути i по пустой дороге,
di– пропускная способность дороги i, а h– некоторый положительный коэффи-
циент. Без ограничения общности, будем полагать что h = 1. Значение i = 3
соответствует выбору общественного транспорта. Также обозначим стоимость
экспулатации автомобиля за единицу времени p и стоимость проезда на обще-
ственном транспорте p3. Рассмотрим две модели– с выделенной полосой для
маршрутного траспорта и без нее.

Модель без выделенной полосы для маршрутного траспорта

В случае, когда общественный транспорт на дуге 2 движется по общей полосе,
то у него нет никаких преимуществ на дороге перед личными автомобилями,
поэтому функции затрат участников движения будут иметь вид

f1 = (p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1

)
f2 = (p+ 1)t2

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3

)
f3 = (p3 + 1)t3

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3

)
+ cλ3

При этом потоки λi в сумме должны быть равными корреспонденции λ

λ =
n∑

i=1

λi,

в нашем случае n = 3.
Участники движения выбирают дорогу, по которой они поедут, исходя из

соображений экономии. То есть так, чтобы минимизировать свои затраты fi.
Согласно первому принципу Вардропа, сумма затрат всех участников образует
равновесие по Вардропу. Найдем равновесную точку на нижнем уровне. Так-
же, так как равновесие по Вардропу всегда есть равновесие по Нэшу, то по
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теореме 1.1 такое равновесие существует и для нашей модели. Решим систему
относительно переменных λi, i = 1, ..., 3

f1 =f2

f1 =f3

λ =λ1 + λ2 + λ3,

или тоже самое
(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1

)
= (p+ 1)t2

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3

)
(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1

)
= (p3 + 1)t3

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3

)
+ cλ3

λ = λ1 + λ2 + λ3,

Решение системы в пакете Wolfram Mathematica дает нам следующий ре-
зультат

λ1 =
d1(λt2 + d2(t2 − t1) + d3(t2 − t1))

d2t1 + d3t1 + d1t2

λ2 =
(d3p3t1 + c(d2 + d3)(λt1 + d1(t1 − t2)) + d1p3t2 − d1t1t2 − d3t1t2 + λt1t2

c(d2t1 + d3t1 + d1t2)
+

+
−d1pt1t2 − d3pt1t2 − λpt1t2 + d1t1t3 + d3t1t3 + λt1t3 + d2t1(p3 − (1 + p)t2 + t3)

c(d2t1 + d3t1 + d1t2)

λ3 =
(−d1p3t2 + d1t1t2 + λt1t2 + d1pt1t2 + λpt1t2 + d2t1(−p3 + t2 + pt2 − t3)

c(d2t1 + d3t1 + d1t2)

+
+d3t1(−p3 + t2 + pt2 − t3)− d1t1t3 − λt1t3)

c(d2t1 + d3t1 + d1t2)

Подставив найденные значения λ1, λ2 и λ3 в целевую функцию f получим

f =
λ(d1 + d2 + d3 + λ)(1 + p)t1t2

d2t1 + d3t1 + d1t2

Модель с выделенной полосой для маршрутного транспорта

В случае, когда на дуге 2 выделена полоса под общественный траспорт, то
общий поток никак не влияет на движение маршрутного траспорта. Поэтому
функции затрат примут следующий вид:
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f1 = (p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1

)
f2 = (p+ 1)t2

(
1 +

λ2
d2

)
f3 = p3 + t3 + cλ3

Здесь так же потоки λi в сумме должны быть равными корреспонденции λ

λ =
n∑

i=1

λi,

здесь также n = 3.
Для данной модели, аналогично предыдущему, существует равновесие по

Вардропу. Чтобы найти его решим систему
f1 =f2

f1 =f3

λ =λ1 + λ2 + λ3,

или 
(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1

)
=(p+ 1)t2

(
1 +

λ2
d2

)
(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1

)
=p3 + t3 + cλ3

λ =λ1 + λ2 + λ3,

Решение системы в пакете Wolfram Mathematica дает нам следующий ре-
зультат

λ1 =
d1(c(λt2 + d2(−t1 + t2)) + t2(p3 − (1 + p)t1 + t3))

(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2)

λ2 =
d2(c(λt1 + d1(t1 − t2)) + t1(p3 − (1 + p)t2 + t3))

(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2)

λ3 =
t2(λ(1 + p)t1 + d1(−p3 + t1 + pt1 − t3)) + d2t1(−p3 + t2 + pt2− t3)

(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2)

Подставив найденные значения λ1, λ2 и λ3 в целевую функцию f получим

f =
λ(1 + p)t1t2(c(d1 + d2+) + p3 + t3)

(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2)
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Управление движением

Будем считать, что задачей администрации города является минимизация
суммы затрат всех участников движения

f =
n∑

i=1

λifi = λf → min,

где n = 3

Иерархическая модель управления

Рассмотрим управление на верхнем уровне как иерархическую игру. В данном
случае игроком верхнего уровня является администрация города, у которой,
в данном случае, есть две стратегии– включать или выключать полосу для
маршрутных транспортных средств. На нижем уровне действуют участники
дорожного движения. Выбирая тот или иной маршрут они меняют равновесие
на нижнем уровне, исходя из которой, администрация делает оптимальный ход.
Математически механизм выбора маршрута можно описать как
f = min(f1, f2)

Замечание 2.1. Пусть ξ = b2−b1
a1−a2 , где b1 и b2 коэффициенты при первой сте-

пени λ в функции затрат, а a1 и a2 коэффициенты при второй степени λ в
первой и второй модели соответственно. Если ξ > 0, то существует такое
λ > 0, при котором в задаче 1 происходит переключение управления.

2.2. Анализ модели двухстороннего движения

Аналогично модели в предыдущей части, в качестве модели транспортной
сети будем рассматривать ориентированныи граф Γ, состоящии из множества
последовательно последовательно пронумерованных дуг D и множества про-
нумерованных полос на дуге. Каждая дуга соответствует реальному участку
автодороги без перекрестков. Направление дуги ориентированного графа пока-
зывает ход движения автотранспорта. Магистрали с двухсторонным движени-
ем имеют парные дуги, которые ориентированы противоположно друг другу.
Пусть между точками A и B существуют три варианта пути в одну сторону,
столько же в другую. Схема изображена на рис. 3.1. Здесь так же, по пер-
вой дуге можно проехать только на личном автомобиле, на второй дуге можно
воспользоваться личным транспортом, либо маршрутным транспортом. Для
простоты будем называть поток из A в B попутным, а из B в A встречным.
В данном случае точки A и B будут одновременно являются истоками для по-
путного движения и стоками для встречного. Примером такой модели могут
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Рис. 2.2.

послужить дорога между двумя деловыми районами города. Каждый участ-
ник движения может выбрать один из вариантов пути и поехать на личном
автомобиле, либо на общественном траспорте. Все участники руководствуются
исключительно личной выгодой и пытаются минимизировать свои траспортные
расходы, которые складываются из стоимости проезда по участку, времени и
загруженности маршрутного автотраспорта, при поездке на нем. В качестве
целевой функции, которую нужно минимизировать, будем рассматривать до-
полненную линейную BPR функцию задержек. Линейная функция задержек
на ребре i задается как

fi(λi) = ti

(
1 + h

λi
di ±∆d

)
,

где λi– общий поток по пути i, ti– время прохождения пути i по пустой дороге,
di и bi– пропускная способность дороги i,∆d–пропускная способность реверсив-
ной полосы, а h– некоторый положительный коэффициент. Знак перед ∆d в
формуле зависит от того, какой потом мы рассматриваем–встречный или по-
путный. Без ограничения общности, будем полагать что h = 1. Значения i = 3
и i = 6 соответствуют выбору общественного транспорта в попутном и встреч-
ном направлении соответственно. Также обозначим стоимость экспулатации
автомобиля за единицу времени p и стоимость проезда на общественном транс-
порте p3 и p6. Рассмотрим две модели– с выделенной полосой для маршрутного
траспорта и без нее.
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Модель без выделенных полос

В случае, когда общественный транспорт на дугах движется по общей полосе,
то у него нет никаких преимуществ на дороге перед личными автомобилями,
поэтому функции затрат участников движения будут иметь вид

для попутного потока

f1 = (p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1 + ∆d

)
f2 = (p+ 1)t2

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3 + ∆d

)
f3 = (p3 + 1)t3

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3 + ∆d

)
+ cλ3

для всречного потока

f4 = (p+ 1)t1

(
1 +

λ1
b1 −∆d

)
f5 = (p+ 1)t2

(
1 +

λ2 + λ3
b2 + b3 −∆d

)
f6 = (p3 + 1)t3

(
1 +

λ2 + λ3
b2 + b3 −∆d

)
+ cµ3

При этом потоки λi и µi в сумме должны быть равными корреспонденции
λ и µ соответственно

λ =
n∑

i=1

λi

µ =
n∑

i=1

µi,

в нашем случае n = 3.
Участники движения выбирают дорогу, по которой они поедут, исходя из

соображений экономии. То есть так, чтобы минимизировать свои затраты fi.
Согласно первому принципу Вардропа, сумма затрат всех участников образует
равновесие по Вардропу. Найдем равновесную точку на нижнем уровне. Также,
так как равновесие по Вардропу всегда есть равновесие по Нэшу, то по теореме
1.1 такое равновесие существует и для нашей модели. Решим систему относи-
тельно переменных λi для попутного потока и относительно µi, i = 1, ..., 3 для
встречного потока 

f1 =f2

f1 =f3

λ =λ1 + λ2 + λ3,
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
f4 =f5

f4 =f6

µ =µ1 + µ2 + µ3,

Или то же самое


(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1 + ∆d

)
=(p+ 1)t2

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3 + ∆d

)
(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
d1 + ∆d

)
=(p3 + 1)t3

(
1 +

λ2 + λ3
d2 + d3 + ∆d

)
+ cλ3

λ =λ1 + λ2 + λ3,


(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
b1 −∆d

)
=(p+ 1)t2

(
1 +

λ2 + λ3
b2 + b3 −∆d

)
(p+ 1)t1

(
1 +

λ1
b1 −∆d

)
=(p3 + 1)t3

(
1 +

λ2 + λ3
b2 + b3 −∆d

)
+ cµ3

µ =µ1 + µ2 + µ3,

Решение первой системы в пакетеWolfram Mathematica дает нам следующие
результаты

λ1 = −(d1 + ∆d)(∆ddt1 + d1(t1 − t2) + d2(t1 − t2)−∆dt2 − λt2)
d2t1 + d1(t1 + t2) + ∆d(t1 + t2)

λ2 =
d2p3t1 + ∆dp3t1 + ∆dp3t2 − d2t1t2 − 2∆dt1t2 − λt1t2 − d2pt1t2 − 2∆dpt1t2

c(d2t1 + d1(t1 + t2) + ∆d(t1 + t2))
+

+
−λpt1t2 + c(d2 + d3 + ∆d)(∆dt1 + λt1 + d1(t1 − t2)−∆dt2) + d1(p3(t1 + t2)

c(d2t1 + d1(t1 + t2) + δd(t1 + t2))
+

+
−2t1(t2 + pt2 − t3)) + d2t1t3 + 2∆dt1t3 + λt1t3)

c(d2t1 + d1(t1 + t2) + ∆d(t1 + t2))

λ3 =
−p3t2
ct2

+
(2d1 + d2 + 2∆d+ λ)t1t2(t2 + pt2 − t3)

(d2t1 + d1(t1 + t2) + ∆d(t1 + t2))ct2

При подстановке найденных значений λi в функцию затрат f получим

f = λ
(2d1 + d2 + 2∆d+ λ)(1 + p)t1t2
d2t1 + d1(t1 + t2) + ∆d(t1 + t2)

Решение второй системы
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µ1 =
(b1 −∆d)(∆dt1 −∆dt2 + µt2 + b2(−t1 + t2) + b3(−t1 + t2))

b2t1 + b3t1 −∆dt1 + b1t2 −∆dt2

µ2 =
2ct1 + b3ct1 − c∆dt1 − b2ct2 − b3ct2 + c∆dt2 + p3t2 − t1t2 − pt1t2 + t1t3

ct2
+

+
t1(∆dt1 −∆dt2 +mt2)

b2t1 + b3t1 −∆dt1 + b1t2 −∆dt2
+

+
t1(b2(−t1 + t2) + b3(−t1 + t2))(b2c+ +b3c− c∆d− t2 − pt2 + t3))

b2t1 + b3t1 −∆dt1 + b1t2 −∆dt2

Подставив найденные значения µi в функцию затрат встречного потока f ′

получим

f ′ = µ
(b1 + b2 + b3 − 2∆d+ µ)(1 + p)t1t2
b2t1 + b3t1 −∆dt1 + b1t2 −∆dt2

Модель с выделенными полосами

Рассмотрим теперь модель с выделенными полосами для маршрутного транс-
порта. В данном случае поток по другим полосам никак не влияет на их дви-
жение, ровно как и они не оказывают влияние на других участников. Поэтому
функции затрат будут иметь вид

для попутного направления

f1 = (p+ 1)t1(1 + λ1/(d1 + ∆d))

f2 = (p+ 1)t2(1 + λ2/(d2 + ∆d))

f3 = p3 + t3 + cλ3

для встречного направления

f4 = (p+ 1)t1(1 + µ1/(b1 −∆d))

f5 = (p+ 1)t2(1 + µ2/(b2 −∆d))

f6 = p3 + t3 + cµ3

Также важно помнить, что потоки λi и µi в сумме должны быть равными
корреспонденции λ и µ соответственно

λ =
n∑

i=1

λi
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µ =
n∑

i=1

µi,

в нашем случае n = 3.
Найдем равновесные по Вардропу точки в этой модели. Для этого решим

системы уравнений 
f1 =f2

f1 =f3

λ =λ1 + λ2 + λ3,
f4 =f5

f4 =f6

µ =µ1 + µ2 + µ3,

В данном случае системы примут вид
(p+ 1)t1(1 + λ1/(d1 + ∆d) =(p+ 1)t2(1 + λ2/(d2 + ∆d))

(p+ 1)t1(1 + λ1/(d1 + ∆d) =p3 + t3 + cλ3

λ =λ1 + λ2 + λ3,
(p+ 1)t1(1 + µ1/(b1 −∆d)) =(p+ 1)t2(1 + µ2/(b2 −∆d))

(p+ 1)t1(1 + µ1/(b1 −∆d)) =p3 + t3 + cµ3

µ =µ1 + µ2 + µ3,

Решая их получим

λ1 = −(d1 + ∆d)(c(∆dt1 + d2(t1 − t2)−∆dt2 − λt2) + t2(−p3 + t1 + pt1 − t3))
(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2 + ∆d(t1 + t2))

λ2 =
(d2 + ∆d)(c(λt1 + d1(t1 − t2) + ∆d(t1 − t2)) + t1(p3 − (1 + p)t2 + t3))

1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2 + ∆d(t1 + t2))

λ3 =
t2(λ(1 + p)t1 + d1(−p3 + t1 + pt1 − t3))

(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2 + ∆d(t1 + t2))
+

+
d2t1(−p3 + t2 + pt2 − t3)−∆d(p3(t1 + t2) + t2t3 + t1(−2(1 + p)t2 + t3))

(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2 + ∆d(t1 + t2))

для перовой системы,

µ1 =
(b1 −∆d)(b2c(−t1 + t2) + c(∆d(t1 − t2) + µt2) + t2(p3 − (1 + p)t1 + t3))

b2ct1 + (1 + p)t1t2 − c(−b1t2 + ∆d(t1 + t2))
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µ2 = −(b2 −∆d)(b1c(−t1 + t2) + c(∆dt1 − µt1 −∆dt2) + t1(−p3 + t2 + pt2 − t3))
b2ct1 + (1 + p)t1t2 − c(−b1t2 + ∆d(t1 + t2))

µ3 =
−p3 + t1 + pt1 − t3

c
+

(1 + p)t1b2c(−t1 + t2)

b2c2t1 + c(1 + p)t1t2 − c2(−b1t2 + c∆d(t1 + t2))
+

+
c(∆d(t1 −t 2) + µt2) + t2(p3 − (1 + p)t1 + t3)

b2c2t1 + c(1 + p)t1t2 − c2(−b1t2 + c∆d(t1 + t2))

для второй системы.
Подставив найденные значения в функцию затрат f и f ′ получим

f = λ
(1 + p)t1t2(c(d1 + d2 + 2∆d+ λ) + p3 + t3)

(1 + p)t1t2 + c(d2t1 + d1t2 + ∆d(t1 + t2))

f ′ = µ
(1 + p)t1t2(b1c+ b2c− 2c∆d+ cµ+p3 + t3)

b2ct1 + (1 + p)t1t2 − c(−b1t2 + ∆d(t1 + t2))

Управление движением

Так же, как и в предыдущей главе, будем считать, что задачей администрации
города является минимизация суммы затрат всех участников движения

f =
n∑

i=1

λifi = λf → min,

где n = 6.

Иерархическая модель управления

Рассмотрим управление на верхнем уровне как иерархическую игру. В данном
случае игроком верхнего уровня является администрация города, у которой,
в данном случае, есть две стратегии– включать или выключать полосу для
маршрутных транспортных средств. На нижем уровне действуют участники
дорожного движения. Выбирая тот или иной маршрут они меняют равновесие
на нижнем уровне, исходя из которой, администрация делает оптимальный ход.
Математически механизм выбора маршрута можно описать как

f = min(f1, f2, f3, f4, f5, f6)
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Заключение

В работе построена модель маршрутной сети в виде ориентированного гра-
фа. Рассмотрена задача оптимального управления моделью, представляющая
собой иерархическую игру, на нижнем уровне которой решается задача выбора
маршрута, участниками движения (пользователями УДС). Для этого уровня
иерархии построено равновесие по Вардропу. На верхнем уровне рассмотре-
на задача администрирования маршрутной сети с целью оптимизации BPR-
функций затрат.

Проведено численное моделирование в среде Wolfram Mathematica.
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