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В работе рассмотрены существующие методы решения задачи маршрутизации
транспорта. Разработан алгоритм для построения оптимальной маршрутной сети,
который  включает  в  себя  расчет  матрицы  корреспонденций,  распределение
пассажиропотоков  между  районами  по  кратчайшим  путям,  построение
транспортных  маршрутов  с  помощью  муравьиных  алгоритмов.  Реализована
программа  для  оптимизации  маршрутной  сети.  Проанализированы  результаты
работы алгоритма и программы при работе с различными исходными данными.
Проведены экспериментальные исследования с целью выявления ошибок в работе
алгоритма. 
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ВВЕДЕНИЕ

Городская  маршрутно-транспортная  система  обладает  сложной  сетевой
структурой.  Оптимизация  сети  подразумевает  пошаговую  ее  модернизацию  с
учетом экономических возможностей и прочих перспектив. При данных условиях
необходимо строить сложные математические модели, которые помогут находить
оптимальные решения. 

С  повышением  сложности  транспортных  сетей,  а  также  трудоемкостью  их
обслуживания, в обществе растет интерес к транспорту как объекту исследования.
Например,  люди,  занимающиеся  проблемой  перевозки  пассажиров,  понимают
необходимость  создания  оптимальных  маршрутов  как  в  городе,  так  и  за  его
пределами,  но  и  осознают  невозможность  их  реализации  без  специальных
исследований.

При  изучении  проблем  связанных  с  транспортными  сетями,  необходимо
помнить,  что  они  тесно  связаны  с  другими  системами.  В  целом,  транспорт
является средством достижения какой-либо цели, которая формируются в рамках
другой  системы.  Например,  перевозка  пассажиров внутри города обеспечивает
социальную,  культурную,  экономическую  систему  города,  помогает
минимизировать  загруженность  дорог,  остановок,  обеспечивает  потребности
жителей  города  в  перевозках,  но  и  сама  зависит  от  пассажиропотока,
доступности, от дорог и их качества, а также других факторов.  Очень важно не
выпускать  из  виду,  что  планирование  работы  транспорта  обязано  включать
подробный анализ взаимодействия транспортной системы города с другими его
подсистемами.

Цель  выпускной  квалификационной  работы  заключается  в  разработке  и
исследовании  алгоритма  для  оптимизации  сети  маршрутного  общественного
транспорта  с  учетом  интересов  перевозчиков,  пассажиров  и  нагрузки  на
городскую  транспортную  сеть.  Оптимизированная  маршрутная  сеть  должна
отвечать следующим критериям:

 максимальная доступность сети для жителей города;
 возможность  доступа  в  любую  точку  города  с  минимальным  числом

пересадок;
 минимизированная загруженность остановок;
 «улучшенные» условия для водителей маршрутов: оптимальная длина пути,

пассажиропоток.
Необходимо разработать математическую модель маршрутной сети с учетом

критериев  оптимизации.  Сравнить  эффективность  разработанного  алгоритма  с
«жадным алгоритмом».



1 МЕТОДИКИ ПОСТРОЕНИЯ МАРШРУТНЫХ СЕТЕЙ

Развитие  города  связано  с   увеличением  площади  его  территорий,
численностью  населения,  планировкой  и  размещением  различных
функциональных  зон.  Степень  развитости  города  характеризуют  различные
факторы,  в  том числе,   его  транспортная система.  Чтобы она была  правильно
спланирована  и  оптимизирована,  проводится  большая  комплексная  работа,
которая  включает  в  себя  различные  по  сложности,  трудоемкости   и  объему
задачи. Нужно задать маршрутную сеть города,  которая подразумевает создание
маршрутов пассажирского транспорта, определение количества и типа транспорта
для каждого маршрута, разработку расписания движения этого транспорта и так
далее.

Маршрутная  сеть  города  играет  большую  роль,  при  разработке
оптимизированной  городской  транспортной  системы.  При  оптимально
спланированной маршрутной сети, а также при максимальной ее слаженностью с
транспортной системой города, будут удовлетворены потребности пассажиров в
перевозках.  Маршрутная  сеть  –  это  совокупность  маршрутов  движения
общественного  транспорта  в  пределах  городской  территории.  Маршрутом
движения называется путь транспортного средства, которое оно проходит между
конкретными остановочными пунктами, по заданному расписанию.

В России первые работы, касающиеся развития транспортной системы, начали
появляться  в  конце  XIX  века.  Основными  исследователями  в  данной  области
были  Гиршсон  Г.А.,  Зильбертал  А.Х.,  Александров  А.П.,  Бронштейн  Л.А.,
Поляков А.А., Ларионов В.С. Основной целью, которую они ставили перед собой,
было  сформировать  комплекс  требований,  которые  будут  предъявляться
маршрутным схемам.  Способы построения маршрутов движения транспортных
средств,  были рассмотрены частично,  внимание  на  этом не  заострялось.  Были
сформулированы  лишь  общие  положения  по  их  планировке.  Однако,
исследователи понимали, что потребность населения в перевозках,  может быть
удовлетворена только при использовании данных о фактических перемещениях
людей в городе. Также, в то время, были предложены критерии для оптимизации
городской  маршрутной  сети.  Основными  среди  них  были  наименьший  путь
между остановочными пунктами, минимальное время, которое пассажиры тратят
на перемещения, и прочее. 

После середины ХХ века выделявшимися авторами на данную тематику стали
такие люди, как Геронимус Б.Л., Джумаев Д., Антошвили М.Е., Варелопуло Г.А.,
Хрущев М.В., Болоненков В.Г., Либерман С.Ю., Спирин И.В., Глик Ф.Г., Блатнов
М.Д.,  Ольховский  С.Ю.,  Яворский  В.В.  и  др.  Были  сформированы различные
положения о функционировании городской маршрутно-транспортной системы.

После  анализа  работ  различных  исследователей,   была  предложена
обобщенная методика для создания оптимальной транспортной системы города
«Рисунок  1».  Она  позволяет  максимально  удовлетворять  потребность  людей  в

7



перемещении  по  городу,  а  также,  позволит  спланировать  эффективную
маршрутную  сеть,  которая  будет  минимизировать  транспортные  проблемы
города.

Сейчас  существует  ряд  подходов  для  проектирования  эффективных
маршрутных сетей:

 автоматизированное  проектирование  маршрутов  движения  пассажирского
транспорта с помощью формализованных математических моделей; 

 частичная  автоматизация  процесса  проектирования  маршрутов
пассажирского транспорта, и экспертная оценка результатов специалистом; 

 принятие  решений  на  основе  опыта  и  неформализованного  анализа
экспертов. 

Использование формализованных математических моделей помогает находить
оптимальное решение с точки зрения алгоритма, лежащего в основе программы.
Однако, предпочтения пассажиров, традиции, экологическую ситуацию в городе
и  другие  требования  учитывать,  при  данном  подходе,  невозможно.
Следовательно,  более  эффективным будет  подход,  при  котором анализировать
результаты и принимать конечные решения будет эксперт.

Основными  задачами  при  построении  маршрутных  сетей,  являются  расчет
пассажиропотоков по направлениям транспортных корреспонденций, которые, в
свою очередь, определяются на основе транспортных расчетных районной. При
более  оптимальном  разбитии  городской  территории  на  районы,  величины
пассажиропотоков  будут  точнее,  и  маршрутная  сеть  будет  в  большей  степени
удовлетворять потребности людей в перевозках по городу.
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Рисунок 1 - Обобщенная методика проектирования маршрутной сети городского
общественного транспорта

1.1 Обзор методов решения задачи транспортной сети

Транспортной  сетью  называется  совокупность  транспортных  связей,  с
помощью  которых  осуществляются  перевозки  грузов  и  людей.  Городскую
транспортную  сеть  (ГТС)  образуют  улицы,  транспортные  проезды,
обслуживаемые различными видами транспорта. Транспортная сеть привязана к
конкретному городу,  к  его  населению,  ландшафту,  его  погодным условиям.  В
общем  виде,  транспортная  сеть  —  это   неявная  функция  планировочных,
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социально-экономических,  демографических,  климатических  и  других
характеристик города. В общем виде данная функция может быть предоставлена
имитационной  моделью  ТС,  разрабатываемой  для  прогнозирования  процессов
перевозок пассажиров.

Маршрутные сети  проектируются с учетом специализации городских улиц по
назначению и виду движения.  Имеет смысл использовать  системный подход к
развитию городских маршрутных сетей при вопросах увязки и резервирования
технических  средств  различных  видов  транспорта.  Структура  данных  сетей
зависит  от  планировочных  решений  и  принятого  технико-экономического
обоснования. Для оценки решений используются различные критерии, например,
доступность  транспортных  линий  и  остановок  для  жителей  города;  плотность
населения  вблизи  остановок,  либо  наличие  основных  «центров  транспортного
тяготения»  города,  плотность  транспортной  сети,  коэффициент  охвата  города,
удельный вес передвижений населения с затратами времени, не превышающими
норм СНиП, затраты, расходы на содержание транспортной сети и др. 

«Сейчас  существует  множество  методов  решения  задачи  маршрутизации
транспорта.  Задача  маршрутизации  транспорта  является  обобщением  задачи
коммивояжера,  при котором необходимо построить сразу несколько замкнутых
маршрутов, проходящих через некоторую общую вершину. Эти задачи относятся
к классу задач комбинаторной оптимизации и являются NP-трудными. Методов
нахождения их точных решений и проверки приближенных на оптимальность за
конечное время не существует. Существует точный алгоритм для решения задачи
маршрутизации транспорта на основе метода ветвей и границ, но в силу быстрого
роста времени вычислений его невозможно применять для задач с более чем 25-30
вершинами» [21].

В  последнее  время  наибольший  интерес  проявляется  к  приближенным
алгоритмам.  В  начале  60-х  годов  XX  века  активное  развитие  получили
эвристические методы, в наши дни, называемые классическими. Классификация
эвристических  алгоритмов  приведена  в  таблице  1.  «В последние  двадцать  лет
основные  усилия  были  направлены  на  развитие  так  называемых
метаэвристических методов. Эти методы не являются законченными эвристиками,
готовыми  для  практического  применения,  они  представляют  собой  некоторый
метод  для  построения  законченной  эвристики  для  конкретной  задачи.
Большинство  этих  методов  основаны  на  наблюдениях  за  живой  и  неживой
природой.  Их  отличительная  особенность  заключается  в  способности
преодоления  точки  локального  оптимума  для  продолжения  поиска,  поэтому
потенциально  в  сравнении  с  классическими  эвристиками  метаэвристические
методы способны находить более качественные решения» [21]. Наиболее часто
используемые метаэвристические методы показаны в таблице 2.
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Таблица 1
Эвристические методы

Методы Применяемые алгоритмы
Конструктивные методы  Алгоритм Кларка-Райта

 Последовательный алгоритм вставки Моля-
Джеймсона

 Последовательный алгоритм вставки 
Кристофидеса-Мингоззи-Тосса

Двухфазные методы  Алгоритм заметания
 Алгоритм Фишера-Джекумера
 Алгоритм Брамела-Симчи-Леви
 Алгоритм лепестков

Улучшающие методы  Оптимизация отдельных маршрутов
 Улучшение нескольких маршрутов

Таблица 2
Метаэвристические методы

Методы Применяемые алгоритмы
Поиск с исключениями  Алгоритм Османа

 Алгоритм Генро-Герца-
Лапорте

 Алгоритм Тейлорда
 Алгоритм Ксю-Келли
 Алгоритм Риго-Рокарола

Моделируемый отжиг
Детерминированный отжиг  Пороговое принятие 

 Ход от рекорда к рекорду
Генетический алгоритм
Алгоритм на основе муравьиных 
колоний
Нейронные сети

1.2 Муравьиный алгоритм

«Одним из методов решения задач поиска оптимальных маршрутов на графах
является  алгоритм  оптимизации  подражанием  муравьиной  колонии,  иначе
Муравьиный  алгоритм  (англ.  Ant  Colony  Optimization,  ACO).  Суть  подхода
заключается  в  использовании  модели  поведения  муравьёв,  ищущих  путь  от
колонии  к  источнику  пищи,  и  представляет  собой  метаэвристическую
оптимизацию» [21].

«Преимуществами данного алгоритма можно назвать высокую эффективность
по  сравнению  с  другими  методами  глобальной  оптимизации  (например,
нейронные сети, генетические алгоритмы), адаптируемость и масштабируемость,
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а  также  гарантированную  сходимость,  что  позволяет  получить  оптимальное
решение независимо от размерности графа» [21]. 

«Муравьиный алгоритм относится к категории алгоритмов роевого интеллекта
и  моделирует  поведение  муравьиной  колонии.  Муравьи  –  это  социальные
насекомые,  способные  образовывать  коллективы  (колонии).  Именно
коллективная  система  позволяет  эффективно  решать  задачи  динамического
характера,  которые  не  могли  бы  быть  выполнены  отдельными  элементами
системы  без  наличия  соответствующего  внешнего  управления  и  координации.
Основу поведения муравьиной колонии составляет способность самоорганизации,
позволяющая  быстро  адаптироваться  к  изменяющимся  условиям  окружающей
среды  и  обеспечивающая  достижение  общих  целей  колонии  на  основе
низкоуровневого взаимодействия» [21]. 

Взаимодействие  происходит  посредством  феромонов,  которыми  отдельные
особи  помечают  пройденный  ими  путь.  Чем  больше  феромонов,  тем  чаще
используется тропа, что указывает на оптимальность маршрута с точки зрения его
длины.

Рассмотрим поведение муравьев на конкретном примере «Рисунок 2». Задача
состоит в том, чтобы найти оптимальный путь от гнезда (N) до цели (источника
пищи, F).

Рисунок 2 – Поиск оптимального пути муравьиной колонией

«Логично предположить, что изначально муравьи будут обходить препятствие
как слева, так  и  справа  с  равной  вероятностью.  Однако  те  представители
колонии,  которые  случайно выберут кратчайший путь, преодолеют расстояние
от начальной точки до цели и обратно за более короткий промежуток времени, а
значит, за несколько передвижений этот путь больше обогатиться феромонами. А
поскольку ориентиром при движении для муравьев служит именно феромон, то
путь с большей концентрацией будет выбран остальными членами колонии» [21].

Муравьиный алгоритм можно описать следующими действиями.
1.3.1 Инициализация муравьев. Способ изначального размещения муравьев

зависит от поставленной задачи. Муравьи могут начинать путь из одной, либо из
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разных точек. Также необходимо задать начальный уровень феромона, который
характеризуется  небольшим  положительным  числом.  Этим  самым  мы
гарантируем  ненулевую  вероятность  передвижения  в  следующую  точку  на
начальном шаге.

1.3.2 Поиск  решения.  Маршрутом  является  совокупность  вершин  графа.
Вероятность переходов из вершины i  в вершину j  определяется по формуле:

pij={
τ ij

α nij
β

∑
h∉ tabuk

τ ih
α nih

β , е сли j∉ tabuk

0,иначе

,

где τ ij  - количество феромона на ребре (i,j), «обаяние» муравья;
nij  – привлекательность ребра (i,j), вычисляется следующим образом:

 nij=
1
d ij

 , d ij  – расстояние между вершинами i и j;

α , β  –  параметры,  отвечающие  за  значимость  составляющих при  выборе
пути – вес ребра и уровень феромонов;

tabuk  - список вершин посещенных ранее, «память» муравья.
При задании α=0  алгоритм становится жадным, так как значение феромона

на выбор вершины не влияет. При  β=0  выбор вершины не зависит от длины
пути.

1.3.3 Обновление  феромонов.  После  завершения  муравьями  пути,
количество феромона обновляется. Процесс состоит из двух этапов: уменьшаем
значение  феромона  на  всех  дугах  на  константу,  затем  увеличиваем  значение
феромона на ребрах, которые были посещены муравьями.

Уменьшение значения феромона вычисляется по формуле:
τ ij=(1−ρ ) τ ij

где ρ  - параметр, отвечающий за интенсивность уменьшения феромона.
Данный параметр помогает избежать бесконечного накапливания феромона на

ребрах,  это  позволяет  алгоритме  не  забывать  плохие  решения,  которые  были
получены  ранее.  Если  же  ребро  не  было  выбрано  муравьями,  то  значение
феромона на этом ребре с каждой итерацией будет уменьшаться.
После  уменьшения  значения  феромона,  муравьи  изменяют  уровень  феромона
ребер, посещенных ими, по формуле:

τ ij=τ ij+∑
k=1

m

∆τ ij
k ,

где  ∆ τ ij
k  –  количество  феромона,  откладываемого  k-м  муравьем  на  ребре,

посещенном им.

∆ τ ij
k
={Q /L ,если ребро (i , j )∈ L

0
,

где Q  – константа,  искусственно добавляющая феромон;
L  – вся длина пройденного пути.

«Согласно этой формуле, чем «лучше» путь, тем большее значение феромона
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будет у ребер этого пути. В общем случае, ребра, по которым проходит большее
количество  муравьев,  а  также  ребра,  которые  являются  частями  наиболее
короткого  пути,  получат  больше  феромона,  и,  как  следствие,  будут  чаще
выбираться муравьями в последующем» [21].
Данный процесс выполняется до определенного условия завершения:

 выполнено заданное число итераций;
 все муравьи завершили цикл;
 достигнуто заданное качество решения;
 истек квант процессорного времени. 

1.3 Понятие транспортной сети в теории графов

В теории графов транспортную сеть представляют в виде ориентированного
графа  «Рисунок  3».  В  нем  ребра  обладают  неотрицательной  пропускной
способностью и потоком. Также обязательно есть две вершины: источник и сток.

Транспортная сеть должна обладать следующими свойствами:
 поток через любой разрез равен сумме потоков из источника;
 сумма потоков из источника равна сумме потоков в сток;
 максимальный поток положителен тогда и только тогда, когда существует

путь из источника в сток, проходящий по рёбрам с положительной пропускной
способностью;

 поток максимален тогда и только тогда, когда нет увеличивающего пути в
остаточной сети;

 величина  максимального  потока  равна  пропускной  способности
минимального разреза.

Рисунок 3 – Граф транспортной сети
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1.4 Алгоритмы для нахождения кратчайших путей в графе

Формулировка задачи нахождения кратчайших путей в графе сформулирована
следующим  образом:  имеется  граф  из  нескольких  точек  (вершин),  некоторые
пары из  них соединены отрезками (ребрами).  Граф является  связным,  если  из
любой вершины можно дойти к  любой другой  по ребрам.  Циклом называется
путь  по ребрам графа,  который начинается  и  заканчивается  в  одной вершине.
Граф является взвешенным, если для всех ребер задан вес (какое-то число).

Алгоритмы  решают  задачу  о  нахождении  кратчайших  путей  на  связном
взвешенном графе. Кратчайшим путем из одной вершины в другую называется
путь по ребрам, при котором сумма весов ребер, включенных в путь, минимальна.

Будем  считать,  что  n  и  m  –  число  вершин  и  ребер  в  графе,
соответственно.

1.4.1 Алгоритм Флойда-Уоршелла

Данный  алгоритм  находит  расстояние  от  каждой  вершины  до  других  за
количество  операций  n3 .  Веса  могут  быть  отрицательными,  но  циклов  с
отрицательной  суммой  весов  ребер  быть  не  может.  В  массиве

d [0…n−1 ;0…n−1]  на i-ой итерации будем запоминать ответ на данную задачу.
В качестве ограничения, «пересадочные» вершины в пути будем брать с номером
строго меньше  i−1 . На  i-ой итерации, при обновлении массива до  i+1 , для
каждой  пары вершин  берем,  в  качестве  «пересадочной»  ( i−1 )-ую.  Если  это
улучшит  ответ,  оставляем.  Проводим  n+1  итерацию.  После  этого,
«пересадочной» вершиной можем выбрать любую, и массив d  будет искомым
ответом. 

1.4.2 Алгоритм Форда-Беллмана

Алгоритм  вычисляет  расстояние  от  одной  вершины  до  всех  остальных.
Количество  операций  имеет  порядок  n∗m .  По  аналогии  с  предыдущим
алгоритмом,  веса  могут  быть  отрицательными,  но  циклов  с  отрицательной
суммой весов быть не может.

Заводим  массив  d [0…n−1]  заполненный  недостижимыми  константами,  в
нем на i-ой итерации будем запоминать ответ, с ограничениями на то, что в пути,
количество ребер должно быть строго меньше i. Если мы не находим таких путей
до j-ой вершины, то полагаем d [ j ] -й элемент равный какой-либо недостижимой
константе. Для того, чтобы обновить массив на  i-ой итерации, нужно пройти по
всем  ребрам  и  попробовать  улучшить  расстояние  до  вершин,  которые  они
соединяют. Кратчайшие пути не могут содержать циклов, следовательно, можно
удалить циклы из путей, не ухудшая его длину. Тогда длина кратчайшего пути
будет не больше n−1 , и после n-ой итерации, массив d будет являться ответом
задачи.
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1.4.3 Алгоритм Дейкстры

Алгоритм Дейкстры находит расстояние от одной вершины до всех остальных.
Количество операций порядка n2 . Веса также не могут быть отрицательными.

На  каждой  итерации  часть  вершин  будет  помечена.  Создам  два  массива:
mark [0. . n−1 ]  – истинный, если вершина помечена, иначе ложный; d [0…n−1]  –

для всех вершин храним длину кратчайшего пути, который проходит только по
помеченным вершинам в качестве «пересадочных». Сначала помечена вершина 0,

g [i ]  равно х, если вершины 0 и i соединены ребром веса x; равно недостижимой
константе, если они не соединены ребром; равно 0, если i=0 . 

На  последующих  итерациях  находим  вершину,  у  которой  наименьшее
значение  d,  среди  непомеченных.  Предположим,  что  эта  вершина  v.  Тогда
значение d [v ]  будет являться ответом для v. 

Для доказательства предположим, что кратчайший путь до v из 0 проходит не
только  по  помеченным  вершинам,  также,  он  короче  d [v ] .  Берем  любую
непомеченную вершину с этого пути, обозначим ее u. Длина пути, пройденного от
0 до u будет равна d [u] . Длина кратчайшего пути из 0 в v будет больше, либо
равна  d [u] .  Однако, по предположению, длина пути из 0 в  v меньше  d [v ] .
Тогда d [u]≤len<d [v ] , где len  – длина кратчайшего пути из 0 в v. Но тогда  v не
подходит под описание: для нее наименьшее значение  d [v ]  из непомеченных
вершин. Получили противоречие.

Следовательно,  помечаем вершину  v и пересчитываем  d.  Повторяем до тех
пор, пока все вершины не будут помечены. Тогда d будет ответом на задачу. 

1.4.4 Алгоритм Дейкстры для разреженных графов

Алгоритм  находит  расстояние  от  одной  вершины  до  всех  остальных.
Количество операций равно  m∗log ⁡(n) .  Данная вариация алгоритма Дейкстры
может быть не быстрее классической, так как m может быть порядка n2 .

В классическом алгоритме Дейкстры мы используем простой массив, находим
минимальную по  d вершину за порядка  n операций, обновляем за 1 операцию.
Здесь используется двоичная куча. Для нее поддерживаются операции: добавить в
кучу элемент, найти минимальный элемент, удалить минимальный элемент.

Создаем массив  d [0…n−1]   с  теми же значениями,  что и в классическом
варианте алгоритма Дейкстры, и кучу q. В куче храним пары номеров v и d[v]. В
куче могут присутствовать фиктивные элементы, если значение d[v] обновляется,
но мы не можем изменить его в куче. Следовательно, в куче могут присутствовать
элементы  с  одинаковыми  номерами  вершин,  но  разными  значениями  d.  При
взятии минимального элемента из кучи, необходимо проверять,  не является ли
этот  элемент  фиктивным.  Для  этого  сравниваются  значения  d в  куче  и  его
реальное значение. Также для записи графа вместо двоичного массива используем
массив из списков.

При m добавлениях элементов в кучу, получим порядок m∗log ⁡(n)  операций.
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1.5 Спрос на перемещение – пассажиропотоки

Количественной характеристикой перемещающихся  по городу,  при помощи
пассажирского транспорта, людей, является матрица корреспонденций. Элементы
данной  матрицы  показывают  значение  объема  потока  между  каждой  парой
районов. 

Существует несколько моделей для расчета матрицы корреспонденций.

1.5.1. Гравитационная модель.

 Описывает  среднее  число  поездок  между  районами  i и  j,  как  величину
пропорциональную произведению объема передвижений возникающего в районе i
(Vj)   и  объема  передвижений,  заканчивающегося  в  районе  j (Dj)  и  обратно
пропорциональную  квадрату  расстояния  (или  времени  сообщения)  между
районами. Эта закономерность является аналогом закона Ньютона для социальных
систем. Также эта   закономерность используется для распределения потребителей
вокруг    торговых    центров,  расселения  трудящихся  вокруг  промышленных
районов и так далее. 

Гравитационная модель описывает поведение систем с местами возникновения
и поглощения пассажиропотоков по формуле

y ij=k
V i D j

t ij
2 ,

где:
y ij  – количество поездок из района i в район j;
V i  - объем перемещений, возникающий в районе і;
D j  - объем прибытий в район j;
tij  – время перемещения из района i в район j;

k – коэффициент, аналогичный гравитационной постоянной.
Данная формула оценки числа поездок  y ij  между районами  i и  j,  уже не

применима,   так как  не обеспечивает балансовых равенств  на число отправлений
и прибытий из районов:

∑
j

y ij=V i .  

Достоинство  данной модели заключается  в  том,  что  она позволяет  описать
комплекс поездок с помощью нескольких простых уравнений.

Современная  модификация  гравитационной  модели,  которая   определяет
объем межрайонных корреспонденции в городе с п районами, имеет вид:

y ij=k
V i D j f (t ij)

∑
r=1

n

Dr f (t ir)

,

где:
f (tij )  – убывающая функция от времени tij  сообщения между районами i и

j.
Существуют  гравитационные  модели,  которые  обеспечивают  как  баланс

прибытий, так и баланс отправлений:
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∑
j

y ij=V i ,

∑
j

y ij=Di .

Из  этой  модели  следует  вывод,  что  функции,  определяющей  объем
межрайонных сообщений, только в зависимости от характеристик этих районов
не  существует,  объем  корреспонденций  определяется  всей  транспортной
системой в целом.

В  современных  исследовательских  работах  чаще  рассматривают  проблемы
расселения,  образования  пассажиропотоков  и  реализации  потоков  на  сети  в
рамках  одной  модели.  Однако   модель  не  была  реализована.  На  практике,  в
основном, изучались «взаимосвязи отдельных факторов, например, при заданном
расселении  в  заданной  сети  строят  пассажиропоток,  определяемый  каким-то
приоритетным критерием выбора, маршрута для пассажиров. С помощью других
моделей, исходя из заданной сети, строят модель идеализированного расселения по
районам,  которое  сложилось  бы,  если  бы  население  при  расселении
руководствовалось минимальными транспортными затратами» [22].

1.5.2. Энтропийная модель

Для  данной  модели  задано  распределение  населения  по  районам,  которые
порождают потоки – источники, а также районы, поглощающие потоки – стоки.

Районами порождения потоков будут являться,  например,  жилые районы, а
стоками – места скопления бизнес-центров, заводов и пр. Пассажиры обладают
спросом на перемещение из источников в стоки.

При  построении  матрицы  корреспонденций,  имеет  значение  только
количество  пассажиров,  то  есть  для  каждой  пары  источник-сток  будет  задано
число корреспонденций y ij  – количество людей, выезжающих из i-го района и
пребывающих в  j-ый.  По  принципу  максимизации  энтропии,  найдем  значения

y ij ,  которые  будут  максимизировать  функцию  F( y) ,  которая  определяет
вероятность  того,  что  будет  реализовано  состояние  системы,  соответствующее
матрице корреспонденций Y=( y ij) . 

Обозначим как v ( y )  вероятность того, что реализована матрица Y , через
Q( y ) – количество состояний системы, соответствующих Y . 

F ( y )=v ( y ) Q ( y ) .

В  системе  дано  n источников  и  m стоков.  Зададим  R=∑∑ y ij  –  число
пассажиров, v ij  – вероятность того, что пассажир выберет коммуникацию  y ij .

Значение v ( y )  будет вычисляться по формуле: 
v ( y )=∏∏ v ij

y ij .

Рассчитаем число состояний Q( y ). При объеме корреспонденций из i-го в j-
ый  район  равному  y ij ,  количество  возможностей  достичь  этот  объем  равно

CR
yij .  Для  оставшегося  числа  пассажиров,  количество  возможностей  достичь

объем корреспонденции y i( j+1) равняется CR− y ij

yi( j+1) , и так далее. Получаем формулу
для вычисления Q( y ):

Q ( y )=CR
y11 CR− y11

y12 ….CR−∑∑ ynm

yij =¿
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¿
R!

(R− y11) ! y11 !

(R− y11) !

(R− y11− y12) ! y12!
…=

R!

∏∏ y ij !

.

При подстановке полученных значений v ( y )  и Q ( y )  в расчетную формулу
F ( y ) ,  получим:

F ( y )=R!∏∏
v ij

yij

y ij

→max .
(1)

Также,  кроме  максимизации  функции  F ( y ) ,  наложим  дополнительные
ограничения:
∑

j

y ij=V i ,∑
i

y ij=D j , (2)

y ij≥0

где V i  - объем поездок из района і;
D j  - объем прибытий в район j.

Следовательно, для совместности системы, объем поездок из районов должен
быть равен объему прибытий в районы.

∑V i=∑ D j=R .

Также добавим ограничение на затраты при проезде:
∑∑ cij y ij=Cпол , (3)

где c ij  – затраты на проезд из i-го в j-ый район;
Cпол  – полные затраты в транспортной системе.

Таким образом, задача нахождения матрицы корреспонденций Y  сводится к
задаче условной оптимизации (1),(2.1),(2.2),(3).  

1.6 Выводы по разделу 

В  разделе  были  рассмотрены  существующие  модели  для  оптимизации
транспортных  сетей,  а  также  алгоритмы,  с  помощью  которых  возможно
нахождение  кратчайших  путей  в  графе  транспортной  сети.  Получено
представление о городских транспортных сетях и о муравьином алгоритме.

Описаны  существующие  модели  для  расчета  пассажиропотока  –
характеристики определяющей перемещения людей на общественном транспорте.

Для  построения  оптимальной  маршрутной  сети  необходимо  построить
математическую модель, которая будет состоять из трех частей: 

 расчет матрицы корреспонденций;
 распределение потоков между районами;
 построение маршрутов с помощью муравьиного алгоритма.
Также необходимо определить критерии, по которым будут прокладываться

маршруты движения общественного транспорта.
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2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Моделирование маршрутной транспортной сети состоит из следующих этапов:
 расчет распределения пассажиропотоков;
 расчет транспортных потоков между районами;
 построение маршрутов.
Для  расчета  пассажиропотоков  нам  даны  матрица  транспортных  районов

centr={x , y ,V , D} ,  где  x , y  –  координаты  центра  района,  V ,D  –  числа,
определяющие количество трудового населения и рабочих мест, соответственно.
Также учитывается коэффициент  γ  равный средней стоимости межрайонной
поездки.

После  проведения  вычислений,  получим  матрицу  y ij ,  со  значениями
равными числу людей, желающих попасть из i-го в j-ый район.

При создании транспортных районов,  используется  алгоритм Дейкстры для
нахождения  кратчайших  путей  из  одного  района  в  другой.  Дана  матрица
остановок  ost={x , y ,r , n } ,  где  x , y  –  координаты  остановки,  r  –  номер
района, к которому принадлежит остановка,  n  – число транспортных средств,
которые могут одновременно находиться на остановке.

Получим  структуру  ray  размерности  N∗N ,  где  N  –  число  дынных
районов. Каждый элемент структуры – матрица размерности md∗3 , где md  –
общее  количество  путей  из  остановок  одного  района  в  конкретный  другой.
Элементами  данных  матриц  будут  значения  L –  длина  пути,  P –  пропускная
способность пути и way – вектор из номеров остановок данного пути.

Построение  маршрутов  происходит  с  помощью  муравьиного  алгоритма.
Ограничено  количество  маршрутов.  Запускаем муравьев  из  каждой  остановки,
они прокладывают путь пропорционально пассажиропотоку. Задание маршрута
заканчивается,  когда  муравей  переходит  в  вершину,  уже  посещенную  ранее.
После этого производится оценка качества для составленных маршрутов, которая
учитывает  количество  перевезенных  людей.  Часть  маршрутов,  чье  качество
наихудшее,  удаляются.  Производим  данные  операции  до  тех  пор,  пока  не
получим  маршруты,  которые  не  дадут  улучшения  качества  с  предыдущей
итерации.

Критерии оптимизации маршрута:
 для перевозчиков 

∑
ij

y ij

c ij

→max ,

 для пассажиров
1

∑ c ij

→min ,

 длина маршрута
L−Lср→min .
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2.1 Пассажиропотоки. Матрица корреспонденций.

Будем  использовать  энтропийную  модель.  Она  базируется  на  принципе
максимума  взвешенной  энтропии  рассматриваемой  дескриптивной  системы.
«Суть этого принципа заключается в том, что реальному распределению потока
на  сети,  которые  генерируются  в  результате  самоорганизации,  ставится  в
соответствие  распределение  потоков  (которые  удовлетворяют  транспортным
ограничениям),  которое  может  быть  получено  в  результате  максимизации
некоторой энтропийной функции, которая параметрически зависит от состояния
системы, априори желательного для всех ее элементов» [23].

Рассмотрим физическую систему, как макросистему. Здесь можно выделить
макро  и  микро  уровни.  Макроуровень  будет  характеризоваться  такими
параметрами, как энергия, температура и так далее. Значения данных параметров,
как и общее состояние системы, определяются взаимодействием большого числа
частиц  микроуровня,  там  взаимодействие  между  частицами  носит  случайный
характер.  Замкнутая  физическая  система,  в  соответствии  со  вторым  законом
термодинамики,  замкнутая  физическая  система  будет  стремиться  достичь
устойчивого  равновесного  состояния,  которое  характеризуется  максимумом
энтропии данной системы.

«Проведем  аналогию  со  статистической  физикой.  В  качестве  некоторой
макросистемы рассмотрим пассажирские перевозки. В этом случае, макроуровень
будет характеризоваться суммарными транспортными расходами, капитальными
вложениями и так далее, а частицами микроуровня будут являться пользователи
сети. Взаимодействие частиц на микроуровне носит случайный характер, так как
в основе их взаимодействия лежат такие факторы, как воля и желание, причем
количество индивидуумов в системе велико. Получаем, что при моделировании
пассажирских,  особенно  городских,  перевозок  можно  использовать  методы
статистической физики, связанные с измерением энтропийной системы» [23].

Значимость  данной  модели  заключается  в  том,  что  в  ней  формализуются
гипотезы  о  равновесном  и  независимом  поведении  элементов  системы,  при
формировании  ее  состояний.  При  такой  гипотезе,  наиболее  вероятным
состоянием  системы  является  состояние,  при  котором  ее  неопределенность,
измеряемая величиной энтропии, максимальна.

При  максимизации  взвешенной  энтропии,  в  системе  ищется  состояние,
близкое по вероятности к тому, которое сложилось бы в реальной транспортной
системе, при учете индивидуальных предпочтений.

Примером модели этого направления будет служить описанная далее модель.
Имеется N районов города,  для каждого района дано определенное количество
рабочих мест  Di  и количество трудового населения  V i , i=1,..,N. Обозначим

y ij  – общее количество людей, проживающих в i-ом районе и работающих в j-
ом районе, y ij≥0  ; i=1,..,N; j=1,..,N . Пусть с ij  – затраты на проезд отдельного
пассажира из района i в район j.

Тогда решением данной задачи будет матрица корреспонденций Y, элементы
которой будут минимизировать функцию:
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f (Y )=∑
(ij)

N

y ijc ij+γ∑
(ij)

N

y ij ln y ij , (1)

при ограничениях:
∑

j

y ij=V i , (1.1)

∑
i

y ij=D j , (1.2)

где:
i=1,2,…N;
j=1,2,…N;

y ij≥0 .
Здесь  γ  – коэффициент, имеющий смысл средней стоимости межрайонной

поездки.
Y=( y ij)  –  матрица  корреспонденций,  определяется  как  минимум функции

(1).
Формулу (1) можно преобразовать к следующему виду:

f (Y )=∑
(ij)

N

yij ln
y ij
0

y ij

,
(2)

где Y=( y ij)  будет определяться как максимум данной функции;
y ij
0  –  распределение  корреспонденции,  которое  образуется  в  системе  при

отсутствии ограничений (начальное приближение), рассчитывается по формуле:

y ij
0
=exp

−cij

γ ,
(2.1)

где c ij  – затраты на проезд отдельного пассажира из района i в район j, будем
считать, что 

c ij=Lij ,

где Lij  – расстояние между центрами i-го и j-го района.

Принимаем γ=
∑ c ij

N2 .

Алгоритм построения матрицы корреспонденций энтропийным методом будет
иметь вид:

1) Вычисляем  матрицу  начальных  приближений  y ij
0  по  формуле  (2.1),

полагаем s=0 .
2) Умножаем столбцы матрицы y ij

0  на коэффициент, добиваясь выполнения
∑

j

y ij
s
=V i , i=1,2 ,… ,N .

3) Обозначаем полученную матрицу за y ij
s+1 , полагаем s=s+1 .

4) Если  следующее  условие  выполняется,  то  алгоритм  прекращает  работу.
Иначе переходим к шагу 5.

∑
i

y ij
s
=D j , j=1,2 ,…,N .

5) Умножаем строки матрицы  y ij
s  на коэффициент,  добиваясь выполнения

условия
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∑
i

y ij
s
=D j , j=1,2 ,…,N .

6) Обозначаем полученную матрицу за y ij
s+1 , полагаем s=s+1 . Переходим к

шагу 2.
Матрица  y ij ,  полученная  в  результате  работы  алгоритма,  будет  искомой

матрицей  корреспонденций.  Индекс  s  показывает  количество  итераций,  за
которое решение было найдено.

2.2 Транспортная сеть

Представим транспортную сеть в виде это ориентированного графа G(V ,E) ,
где  V – множество вершин – остановочные пункты маршрутов; Е – множество
ребер  –  дороги,  соединяющие  остановочные  пункты.  Ребра  имеют
неотрицательную пропускную способность и поток.

Пропускная  способность  дороги  P  –  это  максимальное  количество
автомобилей,  которое  может  пропустить  данный  участок  дороги  в  единицу
времени.

В общем виде пропускная способность дороги определяется по формуле:
P=Pп K мпα ,

где K мп  – коэффициент многополосности;
α  – коэффициент, учитывающий влияние регулируемого пересечения.

«Рекомендуется  при  расчетах  принимать  следующие  коэффициенты
многополосности:  для  двухполосной  дороги  одного  направления  -  1,9;  для
трехполосной  –  2,7;  для  четырехполосной  –  3,5.  ри  наличии  на  дороге
пересечений  в  одном  уровне,  на  перекрестках  с  интенсивным  движением
приходится  прерывать  поток  транспортных  средств  для  пропуска  их  по
пересекающимся направлениям с помощью светофорного регулирования. В этом
случае  для  движения  транспортного  потока  данного  направления  через
перекресток используют лишь часть расчетного времени, так как остальная часть
отводится для пересекающегося потока.  Поэтому коэффициент  α  зависит от
состояния  удельной  интенсивности  пересекающихся  потоков  и  оптимальности
режима регулирования. При близких по удельной интенсивности пересекающихся
потоках этот коэффициент колеблется в пределах 0,4 – 0,6» [24].

Pп  – пропускная способность полосы, вычисляется по формуле:

Pп=
1000V A

LД

,

где V A  – скорость движения транспорта, км/ч;
LД  – динамический габарит автомобиля, м, вычисляется по формуле:
LД=LA+1,03V A+1

где V A  – скорость движения транспорта в потоке, м/с;
LA  – средняя длина транспортного средства в потоке, м. Будем считать по

усредненному значению равному 4.2 метра.
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2.3 Модель равновесного распределения потоков

При рассмотрении статического варианта модели равновесного распределения
считается,  что  путь  передвижения  будет  выбран  исходя  минимизации  общей
стоимости  поездки.  После  выбора  на  каждом  элементе  сети  будут  сложены
значения интенсивности потока, при том, значения интенсивности будут являться
главным критерием,  который определит общую цену элементов и повлияет на
выбор.

После  проведения  в  системе  процесса  «проб  и  ошибок»,  установится
равновесное  распределение  потоков,  которое  будет  удовлетворять  словиям,
известными как требования Вардрупа:

 все пути, соединяющие районы i и j, которые используются для движения
представителями корреспонденции y ij , имеют одинаковую цену;

 цена  любого  пути  между  районами  i  и  j,  который  не  используется  для
движения, превосходит цену используемых путей.

Таким образом,  участники движения не  смогут  поменять  свой  путь,  чтобы
уменьшить свою собственную стоимость поездки.

Данная  задача  поиска  равновесного  распределения  потоков  не  является
задачей  оптимизации,  так  как  в  не  сформулированы  определения  глобального
критерия,  экстремум  которого  достигался  бы  на  равновесном  распределении.
Однако,  эту  задачу,  при  конкретных  дополнительных  упрощающих
предположениях,  можно  свести  к  задаче  оптимизации  какого-то  построенного
глобального критерия.

При рассмотрении задачи о распределении матрицы корреспонденций, будут
«введены следующие обозначения:

N  – множество узлов сети;
A  – множество дуг сети;
−¿
Ai

¿  – множество дуг, входящих в узел i∈N ;
+¿
A i

¿  – множество дуг, выходящих из узла i∈N ;
ya  – суммарный поток по дуге a∈ A ;
ya1a2  – суммарный поток на повороте с дуги a1∈ A  на дугу a2∈ A ;
ya

pq  – поток по дуге a∈ A  представителей корреспонденции y pq » [25];
ya1a2

pq  – поток на повороте с дуги  a1∈ A  на дугу  a2∈ A  представителей
корреспонденции y pq .

Следующими  соотношениями  будут  связаны  суммы  потоков  на  дугах  и
поворотах:

ya= ∑
p , q∈R

ya
pq , ya1a2

= ∑
p ,q∈ R

ya1a2

pq , (1)

где a ,a1 , a2∈ A .
«Закон сохранения пользователей сети» будет выражен следующим образом:
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a1∈ A i
−¿ ya1a2

pq ,

a2∈ Ai
+¿ y a1a2

pq , ya2

pq
=∑

¿

¿

y a1

pq
=∑

¿

¿

(2)

где 
−¿ ,

a1∈ Ai
¿  

+¿ , i∈N , p ,q∈R .
a2∈ A i

¿

Эти выражения значат, что поток каждой входящей в узел дуги, равен сумме
потоков поворотов с этой дуги, а поток выходящей дуги равняется сумме потоков
поворотов  к  данной  дуге,  при  этом  обязан  быть  соблюденным  баланс  для
представителей каждой отдельной корреспонденции. Районы прибытия и районы
отправления, в данной системе, будут являться «источники» и «стоки»:

a∈ A p
−¿ ya

pq ,

a∈ A p
+¿ ya

pq
=∑

¿

¿

y pq=∑
¿

¿

(3)

где p ,q∈R .
Добавим  функции,  которые  будут  выражать  отношение  общей  цены  от

суммарного потока: 
ca ( y )  ценовая функция дуги a∈ A ;
ca1a2 ценовая функция поворота с дуги a1∈ A  на дугу a2∈ A .

Также,  для  того,  чтобы  построить  критерий,  необходимо  упрощающее
предположение, что обобщенная цена – это функция от потока по данной дуге.
Она не зависит от потока по другим дугам. Предполагается, что ценовые функции
–  это  функции потоков,  которые  положительны и  неубывающие.  По  ценовым
функциям построим интегральные ценовые функции: 

Ca ( y )=∫
0

у

ca(v )dv ,C a1a2
( y )=∫

0

у

ca1a2
(v ) dv ,

(4)

где 
+¿ , i∈N

−¿ , a2∈ Ai
¿

a∈ A ,a1∈ A i
¿

.

Необходимый  глобальный  критерий  построен  как  сумма  интегральных
ценовых функций каждой дуги и поворота. В полученных обозначениях, модель
равновесного распределения будет сформулирована как задача оптимизации:

∑
a2∈ A i

+¿ Ca
1
a
2
(ya

1
a
2
) ,

¿

a1∈ A i
−¿

¿

∑
¿

¿

Y ( y )=∑
a∈ A

Ca( y a)+¿∑
i∈ I

¿

min
u

¿

(5)
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при системе линейных ограничений (1)-(3).
Интегральный  критерий  (5),  который  применяется  для  нахождения

равновесного распределения, служит чисто математической конструкцией. Он не
имеет интерпретации в транспортных терминах или терминах принятия решения.
Тут  приводится  строгое  рассуждение,  которое  позволит  осмыслить  возникший
критерий.

Пусть  дана  некоторая  функция  от  распределения  потоков,  которая
представляет собой сумму функций от потоков для каждой дуги:

Y ( y )=∑Ca(Y a) . (6)

При рассмотрении распределения потоков, доставляющих минимум данной
функции, видно, что точка минимума любой функции обладает свойством: при
любой вариации аргумента функции в данной точке, неотрицательно изменение
функции в линейном приближении. При рассмотрении вариации распределения,
которая состоит в том, что малая доля  δy потока переносится с одного пути, и
перекладывается  на  другой  альтернативный  путь.  Следовательно,  изменение
функции  на  любой  дуге  в  линейном  приближении  будет  равно  Ca

'
( ya)(±δy) .

Также, у дуг исходно пути, где поток уменьшается, изменение отрицательно, а у
дуг  альтернативного  пути  –  положительное.  Сумма  изменений  должна  быть
неотрицательна,  следовательно,  получим,  что  сумма  производных  Ca

'
( ya)  по

дугам альтернативного пути будет больше,  либо равна  сумме производных по
дугам  исходного  пути.  Выберем  функции  Ca(ya)  так,  чтобы  производные  этих
функций равнялись значениям цен дуг,  как это показано в (4).  Следовательно,
сумма цен альтернативного пути в точке минимума будет больше или равна цене
исходного пути. Это требуется условием равновесного распределения.

Задачи  минимизации  (1)-(5)  могут  быть  решены  с  помощью  метода
последовательного  приближения,  или  методом  Франка-Вульфа.  Суть  метода
заключается в следующем: допустим, на следующем, k-м шаге итерации достигли
какого-то  распределения  потоков  yk

={ ya
pq , ya1a2

pq
}
k .  Линеаризуем  целевую

функцию в точке  yk , а затем обозначим решение линеаризованной задачи как
yL

k .  Решением линеаризованной задачи  будем пользоваться  при определении
«направления смещения» во время поиска последующих приближений, то есть (k
+ 1)-е приближение будет находиться следующим образом: 

yk+1
=(1−λ ) yk

+λ y L
k , (7)

где 0<λ<1.

Здесь  величина  λ будет  определять  долю  потоков,  снимаемую  с  исходной
системы  путей  и  перекладываемую  на  новую,  при  очередной  итерации.
Отдельной задачей будет нахождение доли, которую необходимо распределить на
следующем шаге итерации. Однако, теоретически точная величина этой доли не
сильно  важна  при  нахождении  равновесного  распределения.  Поэтому,  имеем
возможность задать произвольную последовательность долей  λk,  которые будут
распределены на k-м шаге итерации. Следовательно, при выполнении следующих
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условий: 
λk→0,k→∞ ,∑

k

λk=∞ , (8)

последовательность итераций будет сходиться к равновесному распределению. 
Суть условий заключается в том, чтобы доли убывали. В противном случае,

распределения будет колебаться около равновесия бесконечно.  Однако, убывание
долей не должно происходить «слишком быстро», так как распределяемые доли
могут  стать  слишком  малы  быстрее,  чем  равновесие  будет  достигнуто.  Но
алгоритм  может  сходиться  слишком  медленно,  в  случае  неудачного  выбора
последовательности  λk.  Следовательно,  более  предпочтительным  будет  подбор
распределяемой доли, индивидуальный на каждом шагу итерации. Оптимальное
значение  этих  долей  на  любом  шаге  итерации  будет  получено  при  решении
вспомогательной задачи оптимизации:

λk=argminλ F ( y ( λ ) ) , y ( λ )=(1− λ ) yk
+λ y L

k . (8)

Данная  задача  является  общей  задачей  (5),  которая  «сужена»  до
одномерного  направления,  полученного  на  каждом  шаге  итерации.  Это
одномерная задача без ограничений, целевая функция является выпуклой, так как
ценовые функции монотонны, следовательно, поиск численного решения задачи
не составит труда. Далее рассмотрим линеаризованную задачу (1)-(5). В точке uk,
дифференциал целевой функции будет иметь вид:

∑
a2∈ Ai

+¿ ca1 a2( ya1a2

k ) d ya1a2 .

¿

a1∈ A i
−¿

¿

∑
¿

¿

ca ( ya
k )d ya+¿∑

i∈ I

¿

dY ( yk
)=∑

a∈ A

¿

(9)

«Входящие  в  это  выражение  цены  соответствуют  распределению  yk и
являются  константами  в  этой  задаче.  Получаем,  что  линеаризованная  задача
заключается  в  отыскании  распределения,  при  котором  минимальна  сумма
постоянных  (не  зависящих  от  потоков)  цен  дуг  и  поворотов.  Решение  такой
задачи  совершенно  очевидно:  сумма  цен  будет  минимальна,  если  каждую
корреспонденцию  наложить  на  единственный  кратчайший  путь,  рассчитанный
при  этих  ценах.  Таким  образом,  для  решения  линеаризованной  задачи  не
требуется  применения  численных  методов  линейной  оптимизации,  достаточно
произвести  расчет  системы кратчайших  путей.  Для  расчета  кратчайших  путей
разработаны специальные эффективные алгоритмы» [25].

«Первичными  переменными  в  задаче  являются  потоки  представителей
отдельных  корреспонденций  ya

pq , ya1a2

pq ,  так  как  именно  для  этих  переменных
сформулированы  ограничения.  Однако  целевая  функция  зависит  только  от
суммарных  потоков  на  дугах  и  поворотах  ya , y a1a2 .  Далее,  если  для
распределений  yk , y L

k   ограничения задачи выполнены, то они автоматически
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будут  выполняться  на  решении  одномерной  задачи.  Действительно,  если
перераспределяется  фиксированная  доля  λ представителей  каждой
корреспонденции,  то  это  приводит  к  перераспределению  ровно  той  же  доли
суммарного  потока  на  каждой  дуге.  Единственное  место  в  алгоритме,  где
рассматриваются  потоки  представителей  отдельных  корреспонденций,  это
вычисление  yL

k  путем наложения корреспонденций на кратчайшие пути. Сам
способ такого вычисления гарантирует выполнение ограничений задачи. Таким
образом,  мы  можем  рассчитать  равновесное  распределение,  оперируя  только
значениями суммарных потоков на дугах и поворотах, что значительно экономит
оперативную  память  при  компьютерных  расчетах.  Если  для  анализа  свойств
загрузки все же требуется знать полную раскладку корреспонденций по путям,
можно организовать сохранение рассчитываемых путей на диске компьютера «по
мере использования», т.е. не занимая оперативной памяти» [25].

Окончательно  получаем  алгоритм  вычисления  равновесного  распределения
потоков:

Формируется начальное распределение  y0 .  Самым простым способом для
этого является распределение  всех корреспонденций по кратчайшим путям,
рассчитанным по незагруженной сети.
Последующие итерации алгоритма делаются следующим образом:
 цены всех элементов сети пересчитываются в соответствии с полученными

на данной итерации значениями потоков y❑

k ;
 в соответствии с новыми ценами отыскивается система кратчайших путей

между центрами въезда-выезда;
 рассчитываются потоки yL

k , которые получаются в результате наложения
корреспонденций на кратчайшие пути (решение линеаризованной задачи);

 новое  распределение  потоков  рассчитывается  по  формуле
yk+1

=(1−λ ) yk
+λ y L

k , где λ определяется решением одномерной задачи (8).
«Рассмотрим  теперь  вопрос  о  критерии  остановки  алгоритма.  Алгоритм

должен  заканчивать  свою  работу,  если  полученное  на  очередном  шаге
распределение  «достаточно  близко»  к  равновесному  распределению.  Если
распределение  уже  находится  в  равновесии,  то  сумма  всех  цен  на  системе
кратчайших  путей  в  точности  совпадет  с  суммой  всех  цен  на  самом
распределении. Действительно, цены кратчайших путей в равновесии в точности
равны ценам всех других используемых путей» [25]. Поэтому оценкой степени
приближения  к  равновесию  на  каждом  шаге  может  служить  разность  между
суммой  всех  цен  при  достигнутом  распределении  и  суммой  всех  цен  по
кратчайшим путям:

|∑ c ( yk ) y k
−c ( yk

) y L
k

∑ c ( yk
) yk |<ε ,

(10)

где  подразумевается  суммирование  по  всем  дугам  и  поворотам  (индексы  для
краткости опущены).  «Разность  сумм цен отнесена к общей сумме цен,  чтобы
получить безразмерную характеристику сходимости. Полезной при практических
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расчетах  является  следующая  модификация  начального  шага  алгоритма:
корреспонденции  расщепляются  на  фиксированное  число  долей  и  перед
распределением  очередной  доли  осуществляется  пересчет  кратчайших  путей  с
учетом  уже  достигнутой  загрузки.  Полученное  таким  образом  начальное
распределение значительно ближе к равновесию, чем распределение всего объема
корреспонденций на единственную систему кратчайших путей. Это приводит к
значительному сокращению числа последующих итераций» [25].

2.4  Маршрутная сеть

Для построения  маршрутов  даны матрица  корреспонденций  Y=Y ( y ij ) ,  где
y ij  –  число  корреспонденций между  i-м  и  j-м  районом,  а  также псевдограф
G=G(V ,W ,S) ,  где  V –  множество  вершин  (остановок),  которые  являются

источниками и стоками в районах; W=(o i1 , oi2 ,…,oℑ)  – пути между районами; S –
поток по пути.

Выделим  следующие  виды  потоков  и  будем  использовать  следующие
обозначения для них:

+¿
sri
¿  – пассажиры, прибывающие по i-му пути в район r;

−¿
sri
¿  – пассажиры, убывающие по i-му пути из района r;

sr  – пассажиры, перемещающиеся внутри района r;
В соответствии с принципом максимума энтропии,  внутри района спрос на

перемещение  распределен  равномерно.  То  есть  поток  между  двумя  любыми
остановками района рассчитывается как отношение сочетаний:

S1=
CK i∈ω

2

CK i ∈R

2
∗s ,

где ω={o ik } . 
Если путь  содержит остановку,  которая  служит началом переезда  в  другой

район (исток), то:
−¿ ,

C K i∈ω−¿

2

C K i∈R

2 ∗s¿

S2=¿

где 
−¿= {oik }

ω¿  – остановки, предшествующие истоку. 

В случае,  когда путь содержит остановку,  в которую прибывают потоки из
другого  района  (сток),  спрос  на  перевозки  между  двумя  остановками
рассчитываем следующим образом: 

+¿ ,
C K i∈ω+¿

2

CK i∈R

2 ∗s¿

S3=¿
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где 
+¿={o ik }

ω¿  – остановки, следующие за стоком.

После  выбора  маршрута  ω ,  количество  людей,  чьи  потребности  в
перевозках были удовлетворены, будет рассчитываться по формуле:

Sω=S1+S2+S3.
Эффективность  пути  будем  обозначать  как  K,  и  будем  считать  равным

отношению пассажиров к стоимости пути:

K=
Sω

Cω

.

Алгоритм построения маршрутов выглядит следующим образом:
1. Построение начальных путей. Из каждой вершины запускаем муравья,

который строит маршрут , переходя по пути ij с вероятностью:

Pij=

τ ij
α
∗(

s j

c ij
)
β

∑ τ ij
α
∗(

s j

c ij
)
β ,

где τ ij  – количество феромона на ребре ij;
s j  – количество пассажиров на j-ой остановке;
c ij  – цена ребра ij;
α , β  – параметры, отвечающие за значимость составляющих при выборе пути –

вес ребра и уровень феромона.
Перемещаясь,  муравей  запоминает  вершины,  в  которых  был.  Муравьи

двигаются до тех пор, пока не попадают в вершину, уже посещенную ранее. В
этом случае, считаем, что текущий маршрут построен.

2. Из  получившихся  N маршрутов  отбираем  M,  среди  которых
эффективность максимальна.

3. Повторяем,  до  тех  пор,  пока  эффективности  путей  не
стабилизируются.

В  результате  работы  будут  построены  маршруты,  которые  удовлетворяют
потребности населения в перевозках и запросы перевозчиков.

2.5 Выводы по второму разделу

В разделе были сформулированы критерии оптимизации маршрутной сети, а
также построена математическая модель задачи. Разработан алгоритм для расчета
матрицы корреспонденций  энтропийным методом,  с  помощью которой  можно
определять  количество  пассажиров,  желающих  перемещаться  между
конкретными  районами.  Приведены  формулы  для  расчета  пропускных
способностей дорог и их стоимостей. Представлен алгоритм для распределения
потоков  транспорта  по  путям  минимальной  стоимости  между  районами.
Разработан  муравьиный  алгоритм  для  построения  оптимальных  маршрутов
транспорта.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ ПРОГРАММЫ

По исходным данным, а именно используя матрицу остановок ost={x , y ,r , n }

,  где  x , y  –  координаты  остановки,  r  –  номер  района,  к  которому
принадлежит  остановка,  n  –  число  транспортных  средств,  которые  могут
одновременно находиться на остановке, а также матрицу транспортных районов

centr={x , y ,V , D} ,  где  x , y  –  координаты  центра  района,  V ,D  –  числа,
определяющие количество трудового населения и рабочих мест, соответственно,
построили графическое представление карты города «Рисунок 4».

Рисунок 4 – Карта города

Здесь  малые  окружности  –  остановочные  пункты,  каждый  из  которых
принадлежит  какому-либо  району.  Цифры  рядом  с  остановкой  –  ее  номер.
Принадлежность  к  району  рассчитывалась  по  кратчайшему  расстоянию  от
остановки,  до  центра  района.  Районы  обозначены  большими  окружностями
синего цвета. Каждый из них пронумерован римской цифрой от 1 до 4.  Отрезки
между  остановками  –  дороги.  Цвет  отрезка  характеризует  количество  полос
данного участка: красный – одна полоса, синий – две, зеленый – три.
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3.1 Матрица корреспонденций

Для  расчета  матрицы  корреспонденций  используем  энтропийную  модель.
После проведения соответствующих вычислений получим следующую матрицу:

Таблица 3
Матрица корреспонденций

I II III IV
I 981 19 0 0
II 4 1996 0 0
III 8883 2557 1498 59
IV 132 10482 2 1441

Так как количество рабочих мест и трудоспособного населения было задано
следующим образом:

Таблица 4
Рабочие места и население районов

Рабочие места Трудоспособное
население

I 10000 1000
II 15000 2000
III 1500 13000
IV 1500 12000

количество  корреспонденций,  между  районами  с  большим  количеством
работоспособного населения и районами с большим количеством мест,  велико.
Также, вполне логично, что население районов стремиться по максимуму занять
рабочие места в своем районе, в то время,  как корреспонденции из «рабочих»
районов в жилые стремятся к нулю.

3.2 Распределение потоков

Перед  началом  расчета  распределения  потоков,  необходимо  было  найти
кратчайшие пути между районами.  Пути были найдены с помощью алгоритма
Дейкстры.  Каждый  из  путей  минимален  по  стоимости,  среди  путей  из  своего
района. Стоимость рассчитывалась как отношение суммарной длины пути к его
минимальной пропускной способности, среди путей из своего района.

Была получена матрица кратчайших путей из  одного района в  другой.  Для
каждого  пути  указана  цена,  а  также  остановки,  входящие  в  путь.  Граф
кратчайших путей представлен на Рисунке 5.
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Рисунок 5 – Граф путей между районами

На  рисунке  пути  между  разными  районами  представлены  различными
цветами.  Кратчайшие  пути  из  1  во  2  район  отмечены  зеленым  цветом,  1-3  –
красным, 1-4 – черным, 2-3 – синим, 2-4 – желтый, 3-4 – фиолетовый.

При  расчете  равновесного  распределения  потоков,  путь  передвижения
выбирался  исходя  из  минимизации  стоимости  пути.  Было  установлено
равновесное  распределение,  при  котором  пути  между  двумя  районами  имеют
равновесную  цену;  цены  путей,  которые  не  используются,  выше  цен
используемых  путей.  Исходя  из  этого  получили,  что  участники  движения  не
поменяют путь чтобы уменьшить свою стоимость поездки.

Получили следующие значения, которые представлены в Таблице 5:
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Таблица 5
Распределение потоков

Районы Остановки пути Поток (машин)
I-II 11-15-12-8 1
I-III 10-14 0

11-16 0
I-IV 11-15 0

10-14-19-20-17 0
II-I 8-12-15-11 1

II-III 8-12-15-17-20 0
II-IV 8-12 0

9-13 0
III-I 10-14 194

11-16 72
III-II 20-17-15-12-8 103
III-IV 16-11-15 1

20-17 2
IV-I 17-20-19-14-10 1

15-11 5
IV-II 12-8 285

13-9 133
IV-III 17-20 1

По  данной  таблице  видно  количество  машин  (третий  столбец)  желающих
перевозить людей из района в район (первый столбец). Потоки распределены по
путям минимальной стоимости, следовательно, пути оптимальны.

3.3 Построение маршрутов

В результате работы программы были построены маршруты, оптимальные для
пассажиров и перевозчиков.

Для наглядности, на рисунке 6 маршруты заданы различными цветами.
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Рисунок 6 – Маршруты транспорта

3.4 Выводы по третьему разделу

В  разделе  представлены  результаты  работы  программы.  Показан  результат
построения карты дорог и остановок города,  расчета матрицы корреспонденций
между  районами,  нахождения  кратчайших  путей  между  районами  с  помощью
алгоритма Дейкстры. Также распределены потоки транспорта по дорогам между
районами.  Проанализирован  спрос  на  передвижение  пассажиров.  Приведены
результаты  построения  оптимальных  маршрутов  с  помощью  муравьиного
алгоритма.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результатом  выпускной  квалификационной  работы  является  программа  на
языке  программирования  Matlab,  с  помощью  которой,  по  исходным  данным,
будут  рассчитаны  корреспонденции  между  заданными  районами,  найдены
оптимальные по стоимости пути из района в район, построены оптимизированные
маршруты. 

В ходе работы сформулированы и выполнены следующие задачи:
 произведен  анализ  исследований,  касающихся  городских  транспортных

сетей;
 разработана математическая модель транспортной сети;
 разработан алгоритм для оптимизации маршрутной сети с учетом интересов

пассажиров и перевозчиков;
 в среде программирования  Matlab составлена и протестирована программа

оптимизации маршрутной сети.
В отличии от существующих систем оптимизации маршрутных транспортных

сетей,  в  разработанной  системе  уменьшена  размерность  задачи  за  счет
представления  путей  между  районами  в  виде  псевдографа,  где  вершинами
являются районы, а не остановочные пункты.

В  дальнейшем,  программа  может  быть  доработана.  Возможно  добавление
пользовательского интерфейса, для упрощения ввода исходных данных. Также, в
случае необходимости, можно добавлять необходимые критерии для построения
маршрутов.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Листинг программы:

clc; clear all; close all;
plotCircle = @(xc, yc, R) plot(xc + R * cos(0:0.001:2*pi), 
yc + R * sin(0:0.001:2*pi));
 
global Tmp;
global ray;
global a;
global U;
global Ui;

ost=[6 0 -1;
    22 0 -1;
    17 1 -1;
    2 2 -1;
    9 3 -1;
    19 4 -1;
    4 6 -1;
    16 6 -1;
    21 7 -1;
    0 8 -1;
    7 8 -1;
    19 10 -1;
    24 11 -1;
    1 13 -1;
    17 13 -1;
    6 15 -1;
    15 16 -1;
    21 16 -1;
    2 18 -1;
    6 20 -1];

a=zeros(size(ost,1),size(ost,1),3); 
a(:,:,1)=[ 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;
           0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;
           0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;
           1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;
           1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;
           0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;
           0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0;
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           0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0;
           0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0;
           0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0;
           0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0;
           0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 1 0 2 0 0 0 0 0;
           0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0;
           0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 1 0 0 2 1;
           0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 2 1 0 0;
           0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0 1;
           0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 3;
           0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0;
           0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 2;
           0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 3 0 2 0;
    ];
 

U=zeros(size(ost,1));
 
Ui=zeros(size(ost,1));
 
centr=[ 4 4 10000 1000 7;
        20 3 15000 2000 6;
        4 17 1500 13000 4;
        20 13 1500 12000 5];
 
%% отрисовка
for i=1:size(a,1)
    plot(ost(i,1),ost(i,2),'ko');
    text(ost(i,1)+1,ost(i,2),int2str(i));
    title('Карта города');
    hold on;
end
 
plotCircle(centr(1,1),centr(1,2),7);
text(centr(1,1),centr(1,2),'I');
hold on;
plotCircle(centr(2,1),centr(2,2),6);
text(centr(2,1),centr(2,2),'II');
hold on;
plotCircle(centr(3,1),centr(3,2),4);
text(centr(3,1),centr(3,2),'III');
hold on;
plotCircle(centr(4,1),centr(4,2),5);
text(centr(4,1),centr(4,2),'IV');
hold on;
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for i=1:size(a,1)
    for j=1:size(a,1)
        if (a(i,j,1)==1)
            plot([ost(i,1) ost(j,1)],[ost(i,2) 
ost(j,2)],'r-','linewidth',0.7);
            hold on;
        elseif (a(i,j,1)==2)
            plot([ost(i,1) ost(j,1)],[ost(i,2) 
ost(j,2)],'b-','linewidth',2.1);
            hold on;            
        elseif (a(i,j,1)==3)
            plot([ost(i,1) ost(j,1)],[ost(i,2) 
ost(j,2)],'g-','linewidth',3.5);
            hold on;
        end
    end
end
 
%% расчет длины дорог, цены a(:,:,2), пропускной 
способности a(:,:,3)
% C=L/P, L-расстояние, P-пропускная способность
 Kmp=[1.9; 2.7; 3.5];    % коэф. многополосности
 alf=0.5;                % коэф. влияния регулируемого 
пересечения
 gr1=1; gr2=4;
 
for i=1:size(ost,1)
    for j=i:size(ost,1)
        if (a(i,j,1)~=0)
           
            a(i,j,3)=round(1000*50*Kmp(a(i,j,1))*alf/
(13.888*1.03+1+4.2));
            a(i,j,2)=sqrt((ost(i,1)-ost(j,1))^2+(ost(i,2)-
ost(j,2))^2)/a(i,j,3);
            a(j,i,3)=round(1000*50*Kmp(a(i,j,1))*alf/
(13.888*1.03+1+4.2));
            a(j,i,2)=sqrt((ost(i,1)-ost(j,1))^2+(ost(i,2)-
ost(j,2))^2)/a(j,i,3);
        end
    end
end
a(:,:,2);
%% расчет принадлежности остановки к району
for i=1:size(ost,1)
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    minn=100;
    for j=1:size(centr,1)
        if (minn > (sqrt((ost(i,1)-centr(j,1))^2+(ost(i,2)-
centr(j,2))^2)))
            minn=sqrt((ost(i,1)-centr(j,1))^2+(ost(i,2)-
centr(j,2))^2);
            ost(i,3)=j;
        end;
    end
end
ost;
%% затраты на проезд и средняя стоимость межрайонной 
поездки
for i=1:size(centr,1)
    for j=1:size(centr,1)
            c(i,j)=sqrt((centr(i,1)-centr(j,1))^2+
(centr(i,2)-centr(j,2))^2);
    end
end
%c
 
gam=0;
for i=1:size(c:1)
    for j=1:size(c,2)
        gam=gam+c(i,j);
    end
end
 
gam=gam/size(centr,1)^2;
 
%% y0=exp(-c./gam);        % ШАГ 1. начальное приближение 
м-цы корреспонденций 
s=0;
 
while true
    k1=centr(:,3)'./sum(y0,1);
    for i=1:size(y0,1)  % ШАГ 2 Ограничения на строки
        y0(:,i)=round(y0(:,i).*k1(i));
    end
    y0;
    sum(y0,2);
    sum(y0,1);
    s=s+1;
    e1=centr(:,4)-sum(y0,2);
    centr(:,4)';
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    e=sum(abs(centr(:,4)-sum(y0,2)));
    if(e>2*size(y0,2))
        k2=centr(:,4)./sum(y0,2);
        for i=1:size(y0,2)  % ШАГ 3 Ограничения на столбцы
            y0(i,:)=round(y0(i,:).*k2(i));
        end
    else
        break
        y0;
        sum(y0,2);
        sum(y0,1);
    end
    y0;
    sum(y0,1);
    sum(y0,2);
    
end
s;
y0
sum(y0,1);
sum(y0,2);
 
%% 
ray=cell(size(centr,1));
 
for k=1:size(centr,1)
    for l=1:size(centr,1)
        if (k~=l)
            Tmp=cell(1,2);
            m=1;
            for i=1:size(ost,1)
                for j=1:size(ost,1)
                    if (ost(i,3)==k && ost(j,3)==l)
                        [cen way]=dijkstra(a(:,:,2),i,j);
                        Tmp{m,1}=cen;
                        Tmp{m,2}=way;
                        m=m+1;
                    end
                end
            end
            MatrWay(k,l)
        end
    end
end
 

43



%% 
 
mesta=25;       % максимальное к-во пассажиров в маршрутке
lambda=0.1;
summ=zeros(2,1)
 
for i=1:size(ray,1)
    for j=1:size(ray,1)
        if (i~=j)
            ray{i,j}{1,3}=y0(i,j)/mesta;      % начальное 
приближение, по путям меньшей цены
            way=ray{i,j}{1,3};
            for k=1:size(way,2)-1
                U(way(k),way(k+1))=U(way(k),way(k+1))
+y0(i,j); % суммируем начальные потоки на всех дугах
            end
            
             for k=1:size(ray{i,j},1)
                summ(2)=summ(2)+(ray{i,j}{k,1}*ray{i,j}
{k,3});
            end
        end
    end
end
 
U(:,:)=ceil(U(:,:)/mesta);      % поток машин
 
iter=1;
eps=0.01;
 
while (iter<30 || abs(summ(1)-summ(2))>eps)
    
    iter=iter+1;
    summ(1)=summ(2);
    summ(2)=0;
    
    for i=1:size(ray,1)
        for j=1:size(ray,1)
            if (i~=j)
                sumcen=0;
                for k=1:size(ray{i,j},1)
                    ray{i,j}{k,1}=0;
                    way=ray{i,j}{k,2};
                    for l=1:size(way,2)-1
                        
sumcen=sumcen+Price(way(l),way(l+1));
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                    end
                    ray{i,j}{k,1}=sumcen;
                    summ(2)=summ(2)+ray{i,j}{k,1};
                end
            end
        end
    end
   
  for i=1:size(ray,1)         % пересчет потоков
        for j=1:size(ray,1)
            if (i~=j)
                
            end
        end
end              
    iter 
    summ
end
 

Алгоритм Дейкстры:
function [e L] = dijkstra(A,s,d)
 
if s==d
    e=0;
    L=[s];
else
 
A = setupgraph(A,inf,1);
 
if d==1
    d=s;
end
A=exchangenode(A,1,s);
 
lengthA=size(A,1);
W=zeros(lengthA);
for i=2 : lengthA
    W(1,i)=i;
    W(2,i)=A(1,i);
end
 
for i=1 : lengthA
    D(i,1)=A(1,i);
    D(i,2)=i;
end
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D2=D(2:length(D),:);
L=2;
while L<=(size(W,1)-1)
    L=L+1;
    D2=sortrows(D2,1);
    k=D2(1,2);
    W(L,1)=k;
    D2(1,:)=[];
    for i=1 : size(D2,1)
        if D(D2(i,2),1)>(D(k,1)+A(k,D2(i,2)))
            D(D2(i,2),1) = D(k,1)+A(k,D2(i,2));
            D2(i,1) = D(D2(i,2),1);
        end
    end
    
    for i=2 : length(A)
        W(L,i)=D(i,1);
    end
end
if d==s
    L=[1];
else
    L=[d];
end
e=W(size(W,1),d);
L = listdijkstra(L,W,s,d);
end

function G = exchangenode(G,a,b)
 
%Exchange element at column a with element at column b;
buffer=G(:,a);
G(:,a)=G(:,b);
G(:,b)=buffer;
 
%Exchange element at row a with element at row b;
buffer=G(a,:);
G(a,:)=G(b,:);
G(b,:)=buffer;

function L = listdijkstra(L,W,s,d)
 
index=size(W,1);
while index>0
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    if W(2,d)==W(size(W,1),d)
        L=[L s];
        index=0;
    else
        index2=size(W,1);
        while index2>0
            if W(index2,d)<W(index2-1,d)
                L=[L W(index2,1)];
                L=listdijkstra(L,W,s,W(index2,1));
                index2=0;
            else
                index2=index2-1;
            end
            index=0;
        end
    end
end
function G = setupgraph(G,b,s)
 
if s==1
    for i=1 : size(G,1)
        for j=1 :size(G,1)
            if G(i,j)==0
                G(i,j)=b;
            end
        end
    end
end
if s==2
    for i=1 : size(G,1)
        for j=1 : size(G,1)
            if G(i,j)==b
                G(i,j)=0;
            end
        end
    end
end

Поиск кратчайших путей
function MatrWay(k,l)
 
global Tmp;
global ray;
global a;
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A=a(:,:,1);
matr=sortrows(Tmp,1);
 
for i=1:size(matr,1)
    
    way=matr{i,2};
    prop=zeros(size(way,2)-1,1);
    for j=1:size(prop,1)
        prop(j)=a(way(j),way(j+1),1);
    end
    minprop=min(prop);
    flag=1;
    for j=1:size(way,2)-1
        if (A(way(j),way(j+1))<minprop) flag=0; break;
        end
    end
    
    if (flag==1)
        for j=1:size(way,2)-1
            A(way(j),way(j+1))=A(way(j),way(j+1))-minprop;
        end
        ray{k,l}{size(ray{k,l},1)+1,1}=matr{i,1};
        ray{k,l}{size(ray{k,l},1),2}=matr{i,2};
    end
end
k;
l;
ray{k,l};
for i=1:size(ray{k,l},1)
    ray{k,l}{i,2};
end
 
end

Стоимость пути
function c=Price(i,j)
 
global a;
global U;
c=0;
Smax=a(i,j,3);
S=U(i,j);
cij=a(i,j,2);
 
if (S<=Smax*0.8)
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    c=cij;
elseif (S>Smax)
    c=100*cij;
else
    c=cij*(1+exp(S/(Smax-0.9)*45.96));
end
 
% alf=45.96/Smax;
% stream=Smax/(1+exp((S-0.9*Smax)*alf));
 
 
end
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