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Получен результат о расщеплении области определения одного эллиптиче-

ского самосопряженного псевдодифференциального оператора, в пространстве

гладких дифференциальных k–форм, определенных на гладком ориентирован-

ном компактном римановом многообразии без края. Для простоты понимания

описана редукция уравнений с псевдодифференциальными операторами к

уравнениям с абстрактными операторами. Данный результат можно исполь-

зовать для развития теории уравнений и моделей соболевского типа.
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Обозначения и сокращения

Множества, как правило, обозначаются заглавными буквами латинского ал-

фавита. Исключения составляют множества с уже устоявшимися названиями,

например:

N – множество натуральных чисел;

R – множество действительных чисел;

R+ = {a ∈ R : a > 0};
C – множество комплексных чисел.

Вводятся также пространства:

Ek – пространство гладких дифференциальных k-форм;

L(U;F) – пространство линейных непрерывных операторов, действующих

из банахова пространства U в банахово пространство F.
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Введение

В настоящее время широко исследуются различные математические модели на

основе уравнений соболевского типа вида

Lu̇ = Mu (0.1)

с необратимым оператором L при производной [1-6]. Стоит отметить, что ис-

следования ведутся как для абстрактных уравнений, так и по конкретным при-

ложениям такого вида [2]. Имеются качественные и численные исследования

решений данных уравнений в самых различных постановках. Нас будет инте-

ресовать один из аспектов разрешимости начально-краевых задач в простран-

стве дифференциальных k-форм, определенных на римановом многообразии

без края, например задачи Коши

u(0) = u0, (0.2)

для уравнений вида (0.1), а именно требующееся в теории относительных опе-

раторов расщепление области определения оператора L ∈ L(U, F ) в прямую

сумму подпространств

U = U0 ⊕ U1. (0.3)

Для одних пространств эти расщепления естественны, а для других при-

ходится постараться, что бы их получить. Мы говорим здесь о дифферен-

цируемых k-формах [7,8], определенных на гладких компактных ориентиру-

емых связных римановых многообразиях без края [9]. Ранее в челябинской

научной школе в работах Свиридюка, Шафранова и других в пространствах

дифференциальных k-форм исследования проводились в области разрешимо-

сти уравнений соболевского типа [10–12] и в области устойчивости решений

[5,12,13]. Также в работах Шафранова и Богонос [14,15] начаты исследования

свойств псевдодифференциальных операторов в пространствах дифференци-

альных форм. Одним из наиболее значимых среди этих операторов является

оператор Лапласа–Бельтрами на дифференциальных формах, который с точ-

ностью до знака обобщает оператор Лапласа. Эти исследования достаточно
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эффективны в силу известности свойств этого оператора[16]. Переход в бана-

ховы пространства возможен благодаря результатам Ленга [17].

Целью данной работы является исследование свойст псевдодифференци-

ального оператора

L = λ+∆,

где ∆ – оператор Лапласа–Бельтрами в пространстве дифференцируемых k-

форм, определенных на гладких компактных ориентируемых связных римано-

вых многообразиях без края. Для достижения этой цели должны быть решены

следующие задачи:

– ввести в рассмотрение римановы многообразия без края;

– построить дифференциальные k-формы на римановых многообразиях без

края;

– ввести псевдодифференциальные операторы над этими дифференциаль-

ными k-формами, например Лаплас–Бельтрами плюс младшие коэффициенты;

– исследовать свойства полученных операторов.

Основой полученных результатов явилась теория Ходжи–Кодаиры о рас-

щеплении пространства дифференциальных форм в прямую сумму подпро-

странств [16] и теорема Свиридюка о расщеплении [18].

Работа помимо оглавления, введения, заключения и списка литературы со-

держит 3 параграфа.

Во введении приводится постановка задачи и описывается ее связь с ма-

тематическими моделями соболевского типа. В первом пункте содержаться

предварительные сведения, из теории относительно ограниченных операторов

Свиридюка [1], во втором пункте вводятся пространства дифференциальных

k-форм [7,8,19], определенных на многообразии без края и сведения из тео-

рии Ходжа—Кодаиры [8] о расщеплении таких пространств. Далее во втором

пункте представлен результат Богонос и Шафранова [14] на который опирается

основной результат работы. Во третьемм пункте приведены: основной резуль-

тат о расщеплении области определения линейного ограниченного оператора

L = (λ + ∆), с пояснениями. В заключении делается вывод по полученным
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результатам.

Полученный результат важен для дальнейших исследований уравнений со-

болевското типа, связанных с расщеплением пространств и расщеплением дей-

ствий операторов при производной. Эти исследования также важны для поис-

ка инвариантных подпространств для различных псевдодиффференциальных

операторов.
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1 Относительно p-ограниченные операторы

Пусть операторы U и F – банаховы пространства, операторы L ∈ L(U,F),
M ∈ L(U;F). Множество

ρL(M) = {µ ∈ C; (µL−M)−1 ∈ L(F,U)} (1.1)

называется L-резольвентным множеством оператора M .

Множество σL(M) = C \ ρL(M) называется L-спектром оператора M .

Если ρL(M) ̸= ∅, то можно определить оператор-функции

(µL−M)−1, RL
µ(M) = (µL−M)−1L,LL

µ(M) = L(µL−M)−1, (1.2)

которые называются соответственно L-резольвентой, правой L резольвентой,

левой L-резольвентой оператора M . В случае, когда существует оператор

L−1 ∈ L(F,U)}, L-резольвента, правая L-резольвента и левая L-резольвента

оператора M совпадают с резольвентами операторов M , L−1M и ML−1 соот-

ветственно.

Определение 1.1. Оператор M называется ограниченным относительно

оператора L(короче, (L, σ)–ограниченным), если

∃a ∈ R+, ∀µ ∈ C(|µ| > α).

Пусть pL(M) ̸= ∅. Уравнение (0.1) редуцируются [1] к паре эквивалентных

ему уравнений

RL
µ(M)u̇ = (µL−M)−1Mu, (1.3)

LL
µ(M)ḟ = M(µL−M)−1f, (1.4)

где µ ∈ pL(M) .

Оба уравнения можно понимать согласно [1] как конкретные интерпретации

уравнения

Av̇ = Bv, (1.5)

где операторы A,B ∈ L(W ), a W – некоторое банахово пространство.

Решением уравнения (1.5) называется вектор-функция v ∈ C∞(R,W ) удовле-

творяющая уравнению (1.5).
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Замечание 1.1. Если существует оператор L−1 ∈ L(F;U), то оператор

M(L, σ)-ограничен. Если оператор L компактен, то оператор M не будет

(L, σ) -ограничен.

Определение 1.2. Отображение V ∈ C∞(R,L(W )) называется разрешаю-

щей группой уравнения (1.5), если

(i) V sV t = V s+t для любых s, t ∈ R ;

(ii) для любого v0 ∈ W вектор-функция v(t) = V tv0 является решением урав-

нения (1.5).

Лемма 1.1. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен, а контур

Γ =(µ ∈ C : |µ| = r > a). Тогда операторы P : U → U и Q: F → F

определяемые через интегралы типа Φ. Рисса

P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ, Q =

1

2πi

∫
γ

LL
µ(M)dµ, (1.6)

являются проекторами.

Положим

U0 = kerP,U1 = imP, (1.7)

F0 = kerQ,F1 = imQ, (1.8)

обозначим через Lk (Mk) сужение оператора L(M) на Uk, k = 0, 1.

E = M−1
0 L0, E ∈ L(U0), (1.9)

и оператор

S = L−1
1 M1, S ∈ L(U1), (1.10)

посредством которых L-резольвента оператора M раскладывается в

кольце| µ |> a в ряд Лорана.

(µL−M)−1 = −
∞∑
k=0

µkEkM−1
0 (I−Q) +

∞∑
k=0

µ−kSk−1L−1
1 Q (1.11)

Здесь E0 = I, если E ̸= 0, и S0 = I S0 ̸= ∅, где тождественные операторы

определены на пространства U0 и U1 соответственно.
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Определение 1.3. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен.

Точка ∞ называется

(i) устранимой особой точкой L-резольвенты оператора M , если E ≡ 0;

(ii) полюсом порядка p L-резольвенты оператора M , если

EP ̸= 0, EP+1 ≡ 0;

(iii) существенно особой точкой L-резольвенты оператора M , если

Ek ̸= 0 при любом k ∈ {0} ∪ N.

Условимся в дальнейшем устранимую особую точку называть полюсом

порядка нуль.

Определение 1.4. Оператор M называется (L,p)-ограниченным, если опера-

тор M(L, σ)-ограничен и ∞ является полюсом порядка p ∈ {0}∪N.

Условимся в дальнейшем любой вектор φ ∈ ker \ {0} называть собственным

вектором оператора L. Упорядоченное множество {φ1, φ2, ...} ⊂ U назовем це-

почкой M -присоединенных векторов собственного вектора φ0, если

Lφ+ 1 = Mφq, φq /∈ kerL, q = 0, 1, ...

цепочка конечна, если существует такой -присоединенный вектор φp что либо

φp /∈ domM , либо Mφp /∈ imL. В частности, собственный вектор φ0 не имеет

M - присоединенных векторов, если либо φ0 /∈ domM , либо Mφ0 /∈ imL. Мощ-

ность конечная цепочка называется ее длиной. Когда цепочка бесконечна, то

мы говорим что у нее бесконечная длина. Линейная оболочка всех собственные

и М-присоединенные векторов оператора L называется M корневым линеалом

оператора L. Если M -корневой линеал замкнут, то он называется M -корневым

пространством оператора L.

Теорема 1.1. Пусть оператор L-фредгольмов. Тогда следующие условия эк-

вивалентны:

(i) Оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N.

(ii) Длина любой цепочки M -присоединенных векторов оператора L не пре-

восходит p.
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Определение 1.5. Фредгольмовым называется оператор L, если его

индекс indL =0.

Теорема 1.2. Пусть оператор M(L, p)–ограничен. Тогда существуют анали-

тические разрешающие группы уравнений (1.3) и (1.4), представимые инте-

гралами Данфорда – Тейлора

U t =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)eµtdµ, (1.12)

F t =
1

2πi

∫
γ

LL
µ(M)eµtdµ, (1.13)

соответственно.
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2 Дифференциальные формы на римановых

многообразиях без края

Введем необходимые нам в дальнейшем

Определение 2.1. Назовем дифференциальной формой ранга k (коротко

k-формой) конечную сумму

ω =
n∑

i1...,ik=1

ai1...,ik(x)dx
i1 ∧ ... ∧ dxik, (2.1)

где ai1...,ik(x) — коэффициенты этой формы — будут функциями, заданны-

ми на множестве Ω ⊂ Rn и которые непрерывно дифференцируемы столько

pаз, сколько необходимо; dxi1, ..., dxik набор дифференциалов, если сумма бу-

дет подчиняться условиям:

(i) Перемена местами двух слагаемых в (2.1) не изменит сумму;

(ii) Замена слагаемого вида ai1...,ik(x)dx
i1 ∧ ... ∧ dxik суммой

a1i1...,ik(x)dx
i1 ∧ ...∧dxik +a2i1...,ik(x)dx

i1 ∧ ...∧dxik и наоборот не изменит сумму

(2.1), если ai1...,ik(x) = a1i1...,ik(x) + a2i1...,ik(x);

(iii) При перемене местами двух дифференциалов каком-либо слагаемого

ai1...,ik(x)dx
i1 ∧ ... ∧ dxik происходит смена знака этого слагаемого.

Определение 2.2. Пусть U – открытое подмножество Rd, и пусть

f :U → R. Мы будем говорить, что функция f – дифференцируема и класса

Ck на U (короче f принадлежит Ck), где k – неотрицательное целое число,

если в U существуют частные производные ∂af/∂ar непрерывные для всех

[α] ≤ k и, в частности, f принадлежит классу C0, в случае непрерывности.

Если f : U → Rn, то назовем f дифференцируемым отображением класса Ck,

если каждая компонента fi = ri ◦ f лежит в Ck. Мы далее будем говорить,

что f лежит в классе C∞, если f лежит в Ck для любого k ≥ 0.

Определение 2.3. Локально евклидовым пространством M размерности d

будет такое хаусдорфово топологическое пространство M , что каждая его

точка которого обладает окрестностью, гомеоморфной открытому подмно-

жеству в евклидовом пространстве Rd. Если φ это гомеоморфное отобра-
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жение открытого связного множества U ⊂ M в открытое подмножество

пространства Rd, то φ назовем координатным отображением, а функции

xi = ri ◦ f назовем координатными функциями. Пару (U,φ) (иногда обозна-

чаемую как (U, x1, ..., xd) назовем системой координат. Систему координат

(U,φ) назывем кубической, если φ(U) будет открытым кубом с центром в

начале координат пространства Rd.

Определение 2.4. Дифференцируемой структурой F класса Ck

1 ≤ k ≤ ∞ в локально евклидовом пространстве M называется набор систем

координат {Uα, φα : α ∈ A}, которые удовлетворяют трем условиям:

(i)
∪
α∈A

Uα = M ;

(ii) отображения φα ◦ φ−1
β принадлежат классу Ck для всех α, β ∈ A;

(iii) семейство F максимально, в том смысле, что если (U,φ) это система

координат, такая, что φ ◦ φ−1
α и φα ◦ φ−1 принадлежат классу Ck для всех

α ∈ A , то и (U,φ) ∈ F .

Взяв F0={(Uα, φα) : α ∈ A} – произвольный набор систем координат, ко-

торые удовлетворяют условиям (i) и (ii), получим, что существует ровно одна

дифференцируемая структура F , которая содержит F0.

Зададим F0 = {(U,φ) : φ ◦ φ−1
α и φα ◦ φ−1 принадлежат классу Ck при всех

φα ∈ F0}. Тогда F содержит F0; очевидно, что наша структура удовлетворяет

условию (i), и нетрудно показать, что она же удовлетворяет и условию (ii). Этот

набор F будет максимальным по построению. Он также будет дифференциру-

емой структурой, содержащей F0. Ясно, что это будет единственно возможная

такая структура.

Опишем еще два типа дифференцируемых структур в локально евклидо-

вых пространствах, которые можно в них определить. Это структура класса

Cω и комплексно-аналитическая структура. Если взять дифференцируемую

структуру класса Cω, то дополнительно потребуется, чтобы композиции функ-

ций в пункте (ii) локально были заданы, через сходящиеся степенные ряды.

У комплексно-аналитической структуры в локально евклидовом пространстве

размерности 2d потребуется, чтобы координатные системы задавались набора-
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ми функций со значениями в пространстве Cd, а в пересечении координатных

областей все преобразования координат являлись голоморфными.

Дифференцируемым многообразием размерности d класса Ck назовем па-

ру (M,F) состоящую из локально евклидова пространства M размерности d,

который удовлетворяюет второй аксиоме счетности, и с дифференцируемой

структурой класса Ck . Часто опускают символ дифференциальной структуры

и обозначают дифференцируемое многообразие (M,F) одной буквой M , под-

разумевая, что когда мы говорим о «дифференцируемом многообразии M», то

имеем ввиду локально евклидово пространство M с заданной на нем диффе-

ренцируемой структурой F . Далее мы должны отметить, что рассматриваем

случай класса Ck, а под термином «дифференцируемое» мы всегда будем по-

нимать «дифференцируемость класса C∞». Дифференцируемость класса C∞

также часто называют гладкостью, и мы не будем их различать. Также назы-

вая гладкие многообразия просто многообразиями, здесь неявно предполагаем

дифференцируемость класса C∞. Можно понимать многообразие как тройку,

содержащую: основное точечное множество, локально евклидову топологию на

этом множестве, с выполняеющейся второй аксиомой счетности, и дифферен-

цируемую структуру. Структура многообразия на множестве X подразумевает,

как выбор локально евклидовой топологии, для которой выполняется вторая

аксиома счетности, так и выбор фиксированной дифференцируемой структу-

ры.

Хотя мы и ограничиваемся случаем C∞, но многие результаты имеют аналоги

для случая Ck, где k < ∞, которые не намного сложнее, чем те, которые мы

получили. В случае Ck, k < ∞, необходимо просто следить за степенью диф-

ференцируемости, потому что, дифференцируя один раз функцию класса Ck,

мы получим функцию класса Ck−1, если 1 ≤ k < ∞.

На дифференцируемом многообразии Ωn можно задать риманову структуру

– выбрать скалярное произведение (.,.)m на каждом касательном пространство

Ωn (для всех точек m ∈ Ωn), таким образом, что если X и Y -гладкие векторные

поля на Ωn то (X, Y ) -гладкая функция на Ωn. Римановым многообразием

называется дифференцируемое многообразие, вместе с римановой структурой.
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Пусть заданно некоторое n-мерное многообразие без края Ωn и над ним

введено пространство гладких дифференциальных k-форм на Ωn, которое обо-

значим

Ek = Ek(Ωn), 0 ≤ k ≤ n.

Замечание 2.1. В частности E0(Rn) будет проcтранством функций n пере-

менных.

Существует линейный оператор, называемый оператором Ходжа

∗ : Ek → En−k,

который сопоставляет каждой k-форме на Ωn некоторую (n− k)-форму.

Замечание 2.2. Для оператра Ходжа выполняется

равенство ∗∗ = (−1)k(n−k).

Имеется также оператор взятия внешнего дифференциала d : Ek → Ek+1

и определим на основе предшествующих оператор δ : Ek → Ek−1, следующим

образом

δ = (−1)n(k+1)+1 ∗ d ∗ .

Замечание 2.3. В случае 0-форм оператор δ является просто нулевым ли-

нейным функционалом.

Определение 2.5. Оператор Лапласа–Бельтрами ∆ : Ek → Ek (короче ла-

пласиан) мы определим равенством

∆ = δd+ dδ

и он, очевидно, является линейным оператором

на пространстве Ek, 0 ≤ k ≤ n.

Замечание 2.4. На гладких функциях в евклидовом пространстве Rn

(т.е. в Ek(Rn)) лапласиан совпадает с (−1)
n∑

i=1

∂2

∂x2
i
.

Определение 2.2. Назовем пространством гармонических k-форм следую-

щее

Hk = {ω ∈ Ek : ∆ω = 0}.
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Определим также формулой

(ξ, η)0 =

∫
ξ ∧ ∗η, ξ, η ∈ Ek (2.2)

скалярное произведение в нашем пространстве Ek, k=0,1,...,n, а соответствую-

щая норма обозначается ∥ · |0. Пополнение пространства Ek по этой норме мы

обозначим E0
k. Пополнение линеалов Ekd, Ekδ, и Ek∆ по ней обозначим соответ-

ственно через E0
kd, E

0
kδ, E

0
k∆.

Теорема 2.1. (теорема Ходжа – Кодаиры) Для любого k = 0, 1, ..., n

существует расщепление пространства E0
k в прямую ортогональную сумму

E0
k = E0

kd ⊕ E0
kδ ⊕ E0

k∆. (2.3)

причем пространство E0
k∆ конечномерно.

Введем следующими формулами

(ξ, η)1 = (−∆ξ, η)0 + (ξ, η)0, (2.4)

(ξ, η)2 = (∆ξ,∆η)0 + (ξ, η)1, (2.5)

еще два скалярных произведения пространстве Ek, k = 0, 1, ...., n,

а соответствующие нормы обозначим ∥ · ∥1 и ∥ · ∥2 соответственно. Пополнение

пространства Ek по этим нормам обозначим E1
k, E

2
k .

Рассмотрим в E0
k ортопроектор

P∆, kerP∆ = E0
k∆.

Он будет ортопроектором и в E1
k, E

2
k, причем в силу конечномерности их ядра

совпадут и E0
k∆ = E1

k∆ = E2
k∆.

Положим пространства

El
k = (El

k∆)
⊥, l = 0, 1, 2

т.е. ортогональное дополнение к гармоническим k-формам.

Пространства El
k, l = 1, 2 – банаховы, причем в силу непрерывности и плот-

ности вложений

E0
k ⊆ E1

k ⊆ E2
k,
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а также конечности ранга оператора Pk∆ и k = 0, 1, ..., n справедливо следую-

щее

Следствие 2.1. Для любого k = 0, 1, ..., n существуют расщепления про-

странств

El
k = El1

k∆ ⊕ Ek∆, (2.6)

где El1
k∆ = I − Pk∆Ek∆, l = 1, 2.

Пусть пространства Ũ и F̃ являются векторными расслоениями дифферен-

циальных k-форм на многообразии Ωn. Обозначим U = C∞(Ũ),F = C∞(F̃)

векторные пространства гладких сечений Ũ, F̃ соответственно.

Определение 2.6. Линейный дифференциальный оператор L порядка 2, дей-

ствующий из Ũ в F, – это линейное отображение из U в F. Оператор L

называется эллиптическим, если он эллиптический локально (в каждой три-

виализации).

Теорема 2.2. [14] Оператор L линейный непрерывный из U в F, а простран-

ства U и F расщепляются в прямые суммы

U = imL∗ ⊕ kerL, (2.7)

F = imL⊕ kerL∗. (2.8)
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3 Свойства псевдодифференциального оператора опре-

деленного в пространстве дифференциальных форм

Пусть Ωn – гладкое ориентированное компактное риманово многообразие без

края. Используя приведенную выше теорию, определим пространства:

Ũ = ⊕n
k=0E

2
k, F̃ = ⊕n

k=0E
0
k. (3.1)

Пространства Ũ и F̃ являются векторными расслоениями дифференциаль-

ных k-форм на многообразии Ωn. Обозначим U = C∞(Ũ),F = C∞(F̃) векторные

пространства гладких сечений Ũ, F̃ соответственно.

Рассмотрим оператор (λ + ∆). Очевидно, что это эллиптический оператор

второго порядка из U в F. Он самосопряженный как сумма самосопряженных

операторов.

Тогда справедлива следующая

Теорема 3.1. Оператор (λ+∆) линейный непрерывный из U в F для любого

λ ∈ R, а пространства U и F расщепляются в прямые суммы

U = im(λ+∆)∗ ⊕ ker(λ+∆), (3.2)

F = im(λ+∆)⊕ ker(λ+∆)∗. (3.3)

Замечание 3.1. В теореме (3.1) знак звездочка означающий сопряженный

оператор в силу самосопряженности оператора λ+∆ можно не использовать,

но это затруднило бы понимание результата.

Доказательство Результат получается непосредственным применением

теоремы 2.2 к оператору L = (λ+∆) на построенных пространствах.
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Заключение

Были решены следующие задачи: рассмотрели определения римановых много-

образий без края; построили дифференциальные k-формы на римановых мно-

гообразиях без края; ввели псевдодифференциальный оператор L = (λ+∆) в

пространстве дифференциальных k-форм и исследовали расщепление области

определения этого оператора.
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