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Аннотация  
Данная научно-квалификационная работа посвящена расчету 

многоэтажного плоского каркаса на импульсное воздействие с учетом 

нелинейной работы материала стоек конструкции. Предложена 

математическая модель построения вектора динамической 

восстанавливающей силы, изменяющейся по билинейному закону с 

разгрузкой. Закон деформирования стоек этажей каркаса представлен в 

виде диаграммы жесткости «восстанавливающая сила – относительное 

перемещение», имеющей многоцикловый характер. Произведен расчет 

каркаса в рамках нескольких частных случаев нелинейной работы 

материала элементов конструкции (упругая работа каркаса, работа 

материала стоек по билинейной и диаграмме Прандтля с постоянной 

длиной пластической зоны, равной высоте колонн; деформирование 

каркаса по билинейной диаграмме с учетом изменения длины 

пластических зон в стойках). 

В ходе расчета для представленных выше случаев производится 

сравнение кинематических и силовых параметров реакции расчетной 

динамической модели, параметров собственных колебаний системы, а 

также проверка конструкции на прочность. Полученные результаты 

сравниваются с данными расчета, выполненного с помощью численных 

методов в программном комплексе Лира. 

Актуальность работы 

Исследование нелинейной работы материалов в строительных 

конструкциях в условиях динамических нагружений представляет 

повышенный интерес, т.к. в настоящее время анализ такого рода задач 

проводится в основном численными методами. Данные методы не 

позволяют записывать решение в аналитическом виде и, следовательно, 

проводить полноценный динамический анализ на всем интервале 
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интегрирования исходной задачи. Кроме того, численные методы не 

позволяют проводить исследование многоциклового деформирования 

материалов. В работах, посвященных численным методам, отмечается 

недостаточность исследований в области колебаний конструкций с 

нелинейной восстанавливающей силой. В настоящей работе применяется 

метод временного анализа, с помощью которого динамическая реакция 

записывается в виде интеграла Дюамеля. Этот метод дает возможность 

аналитически определить все параметры реакции с учетом 

упругопластической и конструктивно нелинейной работы материала и 

конструкции. Кроме того, он позволяет учесть многоцикловый характер 

деформирования каркаса. 

Цель научной работы – разработка алгоритма расчета задачи 

упругопластических колебаний многоэтажного каркаса с учетом 

диссипации энергии при импульсном воздействии методом временного 

анализа.  

Объект исследования – плоский многоэтажный каркас. 

Предмет исследования – параметры динамической реакции и НДС 

стоек каркаса. 

Задачи исследования 

1. Разработка математической модели колебаний многоэтажного 

каркаса с упругопластической восстанавливающей силой, 

подчиняющейся билинейному закону в координатах 

«восстанавливающая сила – относительное перемещение». 

2. Построение аналитической зависимости восстанавливающей 

силы R(t) для произвольного полуцикла диаграммы 

деформирования. 
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3. Составление алгоритма нелинейного расчёта многоэтажного 

каркаса при импульсном воздействии в системе MATLAB по 

схеме временного анализа. 

4. Получение результатов, их анализ, выводы. 

 

Методы проведенных исследований: 

 метод временного анализа дискретных диссипативных систем; 

 методы теории матриц; 

 методы строительной механики; 

 методы решения обыкновенных дифференциальных уравнений с 

постоянными коэффициентами 

 

Научная новизна работы 

 Использование метода временного анализа при расчете 

физически нелинейной задачи колебаний с учетом 

многоциклового деформирования многоэтажного каркаса при 

импульсном воздействии 

 Создание расчетной схемы временного анализа, позволяющей 

учитывать изменения параметров пластических зон в несущих 

элементах каркаса при билинейном законе деформирования 

Практическая значимость 

Предложенная математическая модель расчета многоэтажного каркаса 

на импульсное воздействие позволяет в аналитическом виде получать все 

параметры динамической реакции конструкции на импульсное 

воздействие. Это открывает возможность проводить качественную и 

количественную оценку напряженно-деформированного состояния каркаса 

при изменении параметров расчетной динамической модели (жесткостных 

и демпфирующих характеристик, параметров нагружения).  
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Вычислительный механизм алгоритма расчета динамической задачи по 

методу временного анализа основан на матричных операциях, поэтому он 

может быть интегрирован в современные программные продукты для 

расчета строительных конструкций.  

Положения, выносимые на защиту 

1) математическая модель колебаний многоэтажного каркаса с 

упругопластической восстанавливающей силой, 

аппроксимируемой кусочно-линейной функцией в координатах 

«восстанавливающая сила – относительное перемещение; 

2) реализация задачи нелинейных колебаний каркаса методом 

временного анализа с учетом шагового изменения длины 

пластических зон стоек в процессе неупругого 

деформирования; 

компьютерные программы, написанные на языке MATLAB, для 

проведения временного анализа нелинейной реакции многоэтажного каркаса 

на импульсное воздействие 

Апробация результатов исследования 

Основные результаты по проведенным исследованиям опубликованы в 

сборниках конференции аспирантов и докторантов, сборнике трудов 

кафедры строительной механики, Вестнике ЮУрГУ (см. Приложение 3). 

Автор также принимал участие в конференциях различного уровня, где 

были доложены результаты проделанной работы: 

1) конференции профессорско-преподавательского состава кафедры 

строительного производства и теории сооружений; 

2) конференции аспирантов и докторантов ЮУрГУ; 

3) Международная научно-практическая конференция «Теория и 

практика расчёта зданий, сооружений и элементов конструкций. 
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Аналитические и численные методы» (г. Москва, МГСУ, декабрь 

2014 г.); 

4) 4-я Всероссийская конференция (Новосибирск, 11-13 апреля 2017 

г.); 

5) VII Международный симпозиум «Актуальные проблемы 

компьютерного моделирования конструкций и сооружений» 

(Новосибирск, НГАСУ, 2 – 4 июля 2018) – поданы тезисы 

доклада.  

 

Личный вклад автора состоит в: 

 разработке алгоритма нелинейного расчета по методу временного 

анализа многоэтажного каркаса на импульсное воздействие с 

учетом изменения длины пластических зон в стойках; 

 составлении программ в среде MATLAB для проведения 

реализации задачи временного анализа многоэтажного каркаса на 

импульсное воздействие; 

 обработке и анализе полученных результатов расчётов; 

 выполнении сравнительных расчётов с помощью известных 

численных методов. 
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Введение 
Современное развитие техники и технологии строительства 

обуславливает проектирование зданий и сооружений, которые должны 

эксплуатироваться в различных условиях. Особое место среди таких 

условий занимают нестационарные и запроектные воздействия, которые 

включают в себя широкий спектр динамических воздействий на 

конструкцию. Одной из распространенных конструкционных форм зданий 

является многоэтажный каркас, который распространен в гражданском и 

промышленном строительстве.  

Многоэтажные каркасы, применяемые в современной практике 

проектирования, рассчитываются на различные виды динамических 

нагрузок, такие, как ветровые, ударные, вибрационные, технологические 

воздействия. Поэтом очень важно уметь учитывать реальную картину 

работы конструкции в процессе нелинейного расчета, чтобы адекватно 

оценивать величину накопленных пластических перемещений и характер 

петель пластического гистерезиса. 
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Глава 1. Обзор существующих методов динамического 

расчета и краткое изложение основных положений теории 

временного анализа 

§1.1. Обзор существующих методов решения задач динамики 

сооружений 

 

Общие принципы работы многоэтажных каркасов и, в частности, 

металлических конструкций, под действием нагрузок различного типа 

освещается в работах [10 – 15, 113, 123]. Обобщенный анализ работы 

сдвиговых рам проводился на основе метода Хольцера-Миклестада в [123]. 

Реакция строительных конструкций на сейсмические и вибрационные 

нагрузки рассматривалась в [84 – 91, 110, 124], вопросы работы зданий под 

воздействием ветровых нагрузок исследуется в [5], динамическая реакция 

конструкций при взрывных, аварийных и запроектных воздействиях 

изучалась в [23 – 28, 118, 126], приложение вероятностных методов к 

расчету сооружений на сейсмические нагрузки освящалась в [92], работа 

конструкций под воздействием импульсной нагрузки рассматривалась в 

[30 – 41, 43, 44]. 

Достоверность результатов расчета строительных конструкций на 

динамические нагрузки наиболее вероятна в случае учета демпфирующих 

и нелинейных свойств материала конструктивных элементов 

многоэтажного каркаса. Учет внутреннего трения при решении 

динамических задач производился в [42, 46, 111, 115, 117, 119 –123]. 

Модели непропорционального демпфирования были разработаны в [1]. 

Далее приведем краткий обзор методов расчета, применяемых в 

решении задач колебаний строительных конструкций. 
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В процессе роста вычислительных возможностей персональных 

компьютеров и усовершенствованием суперкомьютерной техники активно 

развиваются алгоритмы численного интегрирования уравнения движения 

для определения динамической реакции системы. Однако такие подходы 

очень трудоемки с точки зрения процедуры вычислений, а также обладают 

низкой устойчивостью и ростом погрешностей на каждом шаге 

вычислений. Недостатки численного метода шагового интегрирования 

динамических задач указаны в [123]. Среди наиболее распространенных 

численных методов можно выделить метод конечных элементов, метод 

конечных разностей [93 – 98]. Методу дополнительных конечных 

элементов при расчете ж/б конструкций уделялось внимание в [99]. Еще 

один численный метод расчета, интегрированный в такие программные 

комплексы, как Robot Structural Analysis, SCAD Office, Лира САПР [105 – 

108], – метод прямого интегрирования уравнения движения. Этот подход 

основан на схеме неявного интегрирования, которая реализуется с 

помощью модифицированного метода центральных разностей [105 – 108].    

Методы Ритца, Бубнова – Галёркина и другие вариационные методы 

изучались в [100 – 109].  

Для анализа собственных частот и форм колебаний применяются метод 

Хольцера, метод передаточной матрицы [123], метод разложения по 

собственным формам [110]. 

Один из распространенных методов для динамического анализа 

сооружений среди аналитических – метод разложения по собственным 

формам колебаний консервативной системы. Он позволяет точно решить 

задачу, если принять модель пропорционального демпфирования, в 

противном случае его использование может привести к большим 

погрешностям.  
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Применяемый в работе метод временного анализа основан на 

построении реакции системы в форме интеграла Дюамеля в замкнутом 

виде [1]. Данный подход может быть распространен на физически-

нелинейный класс задач и давать точное решение, учитывая реальную 

работы конструкций в условиях, соответствующим принятым 

допущениям. Подход представляет собой временной анализ общего вида. 

Он в достаточной мере универсален, так как может быть применен к 

различным динамическим ДДС, не зависимо от условий демпфирования и 

характера внешнего воздействия. Универсальность подхода состоит еще и 

в том, что, не теряя общности, его можно использовать в динамическом 

анализе важнейшего класса нелинейных задач, например, колебаний 

упругопластических и нелинейно-упругих ДДС. При соответствующей 

разработке физических моделей деформирования этот подход позволяет 

определить реакцию системы в замкнутом виде [1]. 

В настоящее время метод временного анализа применяется для 

полноценного динамического анализа дискретных диссипативных систем 

и нашел практическое применение при решении следующих классов задач: 

 в [1] рассмотрена работа каркасного здания под действием 

синусоидальных импульсов. Материал каркаса работает согласно 

диаграмме Прандтля 

 в работе [2] изучаются колебания ферменных конструкций с 

учетом физической (работа материала по билинейной диаграмме) 

и конструктивной нелинейностью 

 в работе [3] проведен анализ колебаний многоэтажного каркаса 

под воздействием импульсной нагрузки, материал которого 

деформируется по билинейной диаграмме без учета пластических 

деформаций 



13 
 

Обзор приведенных методов показывает, что наиболее полный и 

многосторонний динамический анализ возможен в том случае, решение 

задачи находится с помощью анализа характеристического матричного 

квадратного уравнения. Использование в динамическом расчете 

дискретной диссипативной системы выявленных свойств соотношений 

матричного квадратного уравнения позволяет производить полноценный 

динамический анализ работы конструкции.  

§1.2. Краткое изложение основных положений теории 

временного анализа 

 

1.2.1 Уравнение движения дискретной диссипативной системы (ДДС) 
 

Уравнение движения дискретной диссипативной системы (ДДС) и 

начальные условия записываются в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )iMY t CY t R t P t    ,     (а) 

      0 0 0 0( ) , ( )Y t Y Y t Y  
,  (б)    (1) 

где t0 = 0 – время начала действия динамической нагрузки; M = diag (m1, 

... , mn), Ci = T
iC   Mn(R) – матрицы масс и демпфирования; Y(t) = ( )jy t (j = 

1,…, n), P(t) – векторы перемещений и внешней нагрузки, R(t) =  ( )jR t

(j  = 1,…, n) – вектор восстанавливающей силы (здесь j – номер этажа 

каркаса). 

Модель трения, применяемая в ходе решения уравнения (1), 

относится к типу непропорционального демпфирования. [1, 40]. Ниже 
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приведены в кратком изложении основные пункты теории решения 

матричного квадратного уравнения и построения интеграла Дюамеля [1 – 

4]. 

§1.3. Характеристическое матричное квадратное уравнение 

Характеристическое матричное квадратное уравнение для однородного 

ОДУ в (1) представляется в виде [1]: 

  MS2 + CS + K = 0. (2) 

Уравнение (2) вытекает из однородного ОДУ в (1) с помощью 

фундаментальной матрицы 

Ф(t)=푒   (3) 

Для уравнения (2) записываются матричные корни в виде корневой пары 

[1 – 3]: 

S1,2 = M–1(–C + V ± U)/2  (4) 

с неизвестными матрицами U и V, но имеющими заданные свойства: 

V = –VT, U = UТ (5) 

Система уравнений, в которой с помощью итерационного цикла 

отыскиваются матрицы V и U, выглядит так: 

 
1 1

1 1

; 4 (C V)M (C V)
(C V) (C V)

U M M D D K
UM M U

 

 





     
  

 (6) 

Далее получаем матричные соотношения, являющиеся аналогом 

теоремы Виета для обычного квадратного уравнения: 
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1 2

1

T T

T

S M MS C
S MS K





  


 (7) 

Фундаментальная матрица и матрицы U и S обладают свойствами 

푈푆 = 푆 푈,      푈Ф(푡) = Ф (푡)푈   (8) 

Физический смысл уравнений теоремы Виета имеют – это уравнения 

движения собственных форм колебаний системы. Знание соотношений (7), 

(8) позволяет провести интегрирование ОДУ и в замкнутом виде получить 

реакцию системы (интеграл Дюамеля). 

1.2.2. Интеграл Дюамеля для произвольных дискретных 
диссипативных систем (ДДС) 

 

Выражение реакций системы выводится в предположении действия в 
узлах дискретной диссипативной системы динамической нагрузки, pi (t) (i = 

1, ... , n), представленной вектором P(t) (рис. 1). Полагая, что в уравнении 
(2) статической составляющей внешней нагрузки нет, будем иметь: 

                 ( ) ( ) ( ) ( )MY t CY t KY t P t    .        (1а) 

Частное решение этого уравнения, исходя из метода вариации 
произвольных постоянных Лагранжа [93], записывается так 

          Y(t) = Re [Ф(t)A(t)],               (9) 

где A(t)  вектор произвольных постоянных. 

Для получения решения дважды продифференцируем выражение (9). 

 

 

 

После подстановки в уравнение (2) вектора функции Y(t) и ее 
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производных получим систему двух матричных уравнений:  

Re [Ф(t) A (t)] = 0,        Re [SФ(t) A (t)] = M–1P(t).      (10) 

Т.к. в системе уравнений (10) вектор A(t) содержится в виде 
производной, то вначале необходимо разрешить эту систему относительно 

A (t): 

A (t) = 2Ф(–t)U–1P(t), где Ф(–t) = Ф(t)–1 = e–St. 

После интегрирования получаем: 

 A(t) = 2U–1 
t

t0

Ф (–)T P() d,   (11) 

где t0  время начала действия внешней нагрузки P(t). Тогда уравнение 

реакции системы (18) принимает следующий вид: 

 Y(t) = 2Re {U–1 
t

t0

Ф (t–)T P() d}.       (12) 

Полученное уравнение описывает вынужденные колебания 
диссипативной вязкоупругой дискретной системы с n степенями свободы 
при действии динамической нагрузки общего вида. 

Дифференцируя выражение (12), получаем формулу для вектора 
скорости: 

Y (t) = 2Re{SU–1[Ф(t–t0)TМ(– S Y0 + 0Y ) + 
t

t0

Ф (t–)T P() d]}  (13) 

Приведем некоторые частные случаи интеграла Дюамеля. 

1.2.3. Построение реакции вынужденных колебаний системы при 

действии синусоидального импульса.  
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В случае действия импульса синусоидальной формы (рис. 2):.   

P(t) = sin (t)P0, где   = E/t1;  t1 – продолжительность действия 

импульсов; P0 – вектор амплитуд импульсной нагрузки, уравнение реакции 

системы строится на результатах анализа, связанных с действием 

вибрационной нагрузки [4]. 

 

Рис. 1. Синусоидальный импульс. 

Уравнения реакции в общем виде имеет следующий вид: 

Y(t) = 2Re [U–1I(t)]P0 = 2Re [Zp(t)]P0,   Y (t) = 2Re [SU–1I(t)]P0,  
 (18) 

Матричная функция I(t) выражается так: 

I(t) = 
t

0
Ф(t–)T sin (+) d.        (19) 

Интегрирование данного выражения связано с вычислением 
непрерывного уравнения Сильвестра [1]: 

  (ST)2I(t) + I(t)2 = F(t),                           (20) 

где 

 F(t) = ST[Ф(t)T sin  – sin ( t+)] + [Ф(t)T cos  – cos ( t+)].  (21) 

Учитывая, что все параметры импульсов, действующих в уровне 
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каждого из этажей, одинаковы, кроме амплитудных значений, решение 

уравнения (20) и функция Zp(t) будут иметь вид: 

                            I(t) = [(ST)2 + 2]–1F(t).   (22) 

Zp(t) = {S[Ф(t) sin  – sin ( t+)] +[Ф(t) cos  – cos ( t+)]}[U(S2 +  
2)]–1  (23) 

При t  ta конструкция совершает свободные колебания, которые 

определяются следующими уравнениями: 

 Y (t) = 2Re [Ф(t–ta)Zp(t-ta)]P0,    1Y (t) = 2Re [S Ф(t–ta)Zp(t-ta)]P0.  (24) 

 

Глава 2. Построение математической модели 

физически нелинейных колебаний многоэтажного каркаса 

§2.1. Построение вектора нелинейной восстанавливающей силы  

 

Принятая модель деформирования материала каркаса представляет 

собой кусочно-линейную аппроксимацию,  т.е. весь процесс нелинейной 

динамической реакции по времени разбивается на отдельные 

(последовательные) интервалы t  [ti, ti+1] (i = 0, 1, 2, …), внутри которых 

параметры расчетной модели (элементы матриц масс, жесткости и 

демпфирования) постоянны. Это обеспечивает последовательное 

построение динамической реакции по схеме упругого решения и означает, 

что на данных квазилинейных интервалах  уравнение движения в 

математическом плане рассматривается как обыкновенное 

дифференциальное уравнение (ОДУ) с постоянными коэффициентами. 



19 
 

 
Рис. 2. Диаграмма деформирования 1-го 

полуцикла j-го этажа каркаса. 

Для построения закона «ДВС – относительное перемещение»: Rj(t)  jy

(t) рассматривается упругопластическая работа  j-го этажа каркаса. 

Каждый полуцикл диаграммы деформирования (ДД) имеет три участка: 

нагружение, упрочнение и разгрузка. Первому п/циклу соответствуют 

участки ОА, АВ и ВС (рис. 2).  

Аналитические зависимости ДВС в 1-м полуцикле 

Произведем построение ДВС на каждом из трех участков. Номер 

п/цикла у ДВС и перемещений обозначается далее верхним индексом.  

Участок нагружения ОА. На участке ОА ДВС имеет вид: 

 ( )1
jR (t) = ( )1

ejR (t) = tg j jy (t), (25) 

где (1)( )ejR t – квазилинейная восстанавливающая сила в 1-м п/цикле ДД.  

Участок упрочнения АВ. Здесь воспользуемся вспомогательным 

построением с помощью прямой Om || AB (рис. 2). Тогда ДВС будем 
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иметь: 

 ( )1
jR (t) = ( )1

ejR (t) +  ( )1
ujR (t1) = 

 = tg j jy (t) + jy0j, (25) 

где  

 ( )1
ejR (t) = tg j jy (t), ( )1

ujR (t1) = j y0j, j = tg j – tg j, (27) 

t1 – время начала нелинейной работы (текучесть) стоек j-го этажа 

(соответствует точке А на ДД). 

Участок разгрузки ВС. На данном участке стойки j-го этажа получают 

пластические (необратимые) деформации вследствие появления 

остаточных перемещений (1)
pjy . Поэтому ДВС будет содержать остаточную 

составляющую ( )1
pjR (t2): 

 ( )1
jR (t) = ( )1

ejR (t) – ( )1
pjR (t2), (28) 

где  ( )1
ejR (t) = tg j jy (t), (1)

pjR (t2) =  tg j
(1)
pjy , (29) 

t2 – время завершения нелинейной работы (начало разгрузки) стоек j-го 

этажа (соответствует точке B на ДД). 

 

Аналитические зависимости ДВС во 2-м полуцикле 



21 
 

 
Рис. 3. Диаграмма деформирования для первых двух п/циклов j-го этажа каркаса. 

 

При составлении зависимостей для ДВС во 2-м полуцикле (рис. 3) 

необходимо определить положение точки D на ДД и дать несколько 

определений.  

Точка D определяется в соответствии с принципом Мазинга [49, 50, 58], 

утверждающим, что в 1-м цикле переход к неупругому деформированию 

происходит после упругого деформирования на величину 2Т, где Т – 

предел текучести материала. В координатах, принятых на ДД, величина 

2Т соответствует удвоенному значению 2RAj (рис. 3), что составляет 

ординату 2RAj = 1y0jtgj (1 = 2). Отсюда 

 Auj = 1y0jj. (30) 

С другой стороны, эта величина заключена между параллельными 

прямыми, проходящими по линиям упрочнения AB и DE петли 
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упругопластического гистерезиса (УПГ). Поэтому Auj можно представить 

как сумму трех сил, две из которых есть предельные значения ДВС 1-го и 

2-го п/циклов ДД: (1)
ujR (t1), 

(2)
ujR (t3), а третья включает квазилинейную силу 

(1)
jc (t2), действующую в j-м этаже к моменту начала разгрузки, равную: 

 (1)
jc (t2) =  tgj

(1)
pjy . (31) 

Тогда величина Auj, учитывая соотношение в (4) (1)
ujR (t1) = jy0j, равна 

 Auj = jy0j + abs ( (2)
ujR (t3)) + tgj

(1)
pjy , (32) 

где t3 – время начала нелинейной работы (повторная текучесть) в сечениях 

стоек j-го этажа (соответствует точке D на ДД). 

Второе слагаемое в (32) записывается по абсолютной величине, так как 
2( )

ujR (t3) < 0. Последнее слагаемое (1)
jc (t2) численно равно ординате между 

параллельными прямыми, проходящими через точки О и С под углом j 

(рис. 3). В физическом смысле это слагаемое суть величина упрочнения 

материала, приобретенного стойками j-го этажа за 1-й полуцикл ДД. 

Присвоим величине Auj верхний индекс, который в отличие от других 

величин будет означать номер соответствующей петли 

упругопластического гистерезиса ДД. Величину (1)
ujA  будем называть 

амплитудой предельных ДВС 1-й петли УПГ ДД (или короче: предельной 

амплитудой 1-й петли). 

Кроме того, будем придерживаться следующего правила. Так как 

каждая петля УПГ содержит два п/цикла ДД: предыдущий и 

последующий, то номер петли УПГ будем определять по номеру 

предыдущего п/цикла в петле. 

Участок нагружения CD. На данном участке ДВС имеет вид: 

 ( )2
jR (t) = (2)

ejR (t) = (1)
ejR (t) – (1)

pjR (t2) = 
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 = tg j[ jy (t) – (1)
pjy ], (33) 

где (2)( )ejR t – квазилинейная составляющая ДВС 2-го п/цикла ДД 

выражается через соответствующие величины (28), (29) 1-го п/цикла. 

Участок упрочнения DE. На этом участке ДВС получаем по формуле: 

 ( )2
jR (t) = ( )1

jR (t) – (1)
ujA  

как разность между ДВС (1)
jR (t), определяемой в (27), и предельной 

амплитудой (1)
ujA . Учитывая (26) и (30), имеем 

 ( )2
jR (t) = (1)

ejR (t)  + (1 – 1) jy0j = 

 = tgj ( )jy t  + (1 – 1) jy0j. (34) 

Используя аналогию с ДВС на участке AB в 1-м п/цикле, выразим вектор 
(2)
jR (t) через сумму квазилинейной и предельной составляющих ДВС: 

 (2)
jR (t) = (2)

ejR (t) + (2)
ujR (t3). 

Первое слагаемое (2)
ejR (t) получим с помощью вспомогательного 

построения – прямой Cm || Oq (рис. 3), вычитая из силы (1)
ejR (t) в (27) 

величину (31): 

 (2)
ejR (t) = (1)

ejR (t) – (1)
jc (t2) = tg j[ jy (t) – (1)

pjy ]. 

Для построения (2)
ujR (t3) приравняем выражения (30) и (32), откуда будем 

иметь 

 (2)
ujR (t3) = (1 – 1)jy0j + tgj

(1)
pjy . 

Очевидно, что сумма данных слагаемых совпадает с результатом (34). 

Участок разгрузки EF. Этот участок диаграммы характеризуется 

наличием необратимых деформаций отрицательного знака, приобретенных 
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в результате повторной разгрузки в стойках j-го этажа в момент времени t4 

(см. точка E на рис. 3). Так как суммарные пластические перемещения 

этажа равны ( (1)
pjy – (2)

pjy ), то остаточная составляющая восстанавливающей 

силы определяется выражением (2)
pjR (t4) = tgj( (1)

pjy – (2)
pjy ). Тогда ДВС на 

участке EF можно получить вычитанием величины (2)
pjR (t4) из 

квазилинейной составляющей 1-го п/цикла (1)
ejR (t) = tgj ( )jy t : 

 (2)
jR (t) = (1)

ejR (t) – (2)
pjR (t4) = tgj [ jy (t)  – ( ( )1

pjy – (2)
pjy )]. (35) 

 

Общий случай для m п/циклов 

 
Рис. 4. Диаграмма деформирования с m-ным полуциклом. 

 

Полученные результаты (33)–(35) можно распространить на общий 



25 
 

случай физически нелинейных колебаний с произвольным числом 

п/циклов.  

Участки нагружения (OA, CD, …). На данных участках 

восстанавливающая сила содержит квазилинейную и остаточную 

составляющие: 

  ( )m
jR (t) = (1)

ejR (t) – ( 1)m
pjR  (t2m–2) =  

 = tg j [ jy (t)  – ( )1m
jb  ], (36) 

 (1)
ejR (t) = tg j jy (t), ( 1)m

pjR  (t2m–2) = tgj
( )1m
jb  . 

Участки упрочнения (AB, DE, ...). На этих участках ДВС  

включает квазилинейную и предельную составляющие (рис. 4): 

 ( )m
jR (t) = (1)

ejR (t) + ( )m
ujR (t2m–1) – ( 1)m

jc  (t2m–2) =  

 = (1)
ejR (t) + ( )m

ja (t2m–1) =  tgj jy (t) + ( )m
ja (t2m–1), (37) 

 (1)
ejR (t) = tgj jy (t), ( )m

ja (t2m–1) = ( )m
ujR (t2m–1) – ( 1)m

jc  (t2m–2). 

Участки разгрузки (BC, EF, …). ДВС имеют вид: 

 ( )m
jR (t) = (1)

ejR (t) – ( )m
pjR (t2m) =  

 = tgj [ jy (t) – ( )m
jb ], (38) 

 (1)
ejR (t) = tgj jy (t), ( )m

pjR (t2m) = tgj
( )m
jb . 

В формулах (36), (38) величина ( )s
jb = 

=1
(

s

k
 –1)k–1 ( )k

pjy  (s = m–1, m) выражает 

суммарное пластическое перемещение стоек j-го этажа на момент времени 

t2s, соответствующий s п/циклам ДД. В (37) величины ( )m
ja , ( 1)m

jc  имеют вид 

( )m
ja (t2m–1) = jy0j

1

=0
(

m

k



 –1)k k,   ( 1)m
jc  (t2m–2) = ( 1)m

jb  tgj, 

где ( )m
ja  представляет обобщенную предельную восстанавливающую силу 
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m-го п/цикла. Согласно (37), эта сила согласована с уровнем 1-го п/цикла 

(посредством прямой Oq, рис. 4) и численно равна ординате, заключенной 

между прямой Oq и касательной к линии упрочнения  m-го п/цикла. Для 

удобства записи выражения ( )m
ja (t2m–1) введен коэффициент 0 = 1. 

Предельная амплитуда m-й петли УПГ равна 
( )m
jA  = abs ( ( )m

ja (t2m–1) – ( 1)m
ja  ( t2m+1)) = jy0jm. 

Особенностью построения зависимостей (36–38) на любом 

квазилинейном интервале времени t  [ti, ti+1] является следующее. Из трёх 

составляющих ДВС только квазилинейная сила является функцией 

времени, причём на каждом участке m-го п/цикла данная составляющая 

выражается через характеристики 1-го п/цикла ДД. Две другие 

составляющие ДВС (предельная и остаточная) на любом участке m-го 

п/цикла на интервале t  [ti, ti+1] являются постоянными величинами, не 

зависящими от времени. Такое представление ДВС позволяет, не прибегая 

к локальным системам координат, выполнять временной анализ в единой 

системе координат, общей для всех состояний расчетной модели, 

независимо от характера протекающих в конструктивных элементах 

процессов (нагружение, упрочнение, разгрузка). 

Матричная форма записи 

Полученные формулы можно использовать для построения моделей 

упругопластических колебаний при условии, что нелинейные процессы 

протекают одновременно в нескольких этажах каркаса. В общем случае 

вектор ДВС и его составляющие на квазилинейном интервале времени t  

[ti, ti+1] записывается так: 
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 R(t) = Re(t) + Ru(ti) – Rp(ti), (39) 

Re(t) = KiY(t), 

 Ru(ti) = Ru(ti–1) + K(ti)Y0,  (40) 

 Rp(ti) = Rp(ti–1) + K(ti)Ypj(ti), 

где Re(t), Ru(ti), Rp(ti) – векторы квазилинейних, предельных и остаточных 

составляющих ДВС; Ki = [rkl(ti)] (k, l = 1, … , n) – матрица жесткости 

квазиупругой системы; Ki = Ki–1 – Ki  – разность матриц жесткости на i–1-х 

и i-х интервалах времени; Y0 = [y0j], Ypj(ti) = [ ( )k
pjy (ti)] (j = 1, … , n) – векторы, 

соответственно, предельно упругих и остаточных перемещений стоек j-х 

этажей каркаса.  

Элементы rkl(ti) матрицы жесткости каркаса зависят от жесткостей 

стоек j-х этажей, за величины которых в зависимости от состояния 

системы к моменту времени ti отвечают параметры tgj или tgj на ДД 

(рис. 2, 3). Вектор Ypj(ti) остаточных перемещений j-го этажа каркаса 

формируется в момент начала разгрузки и имеет следующую структуру: 

первые j–1 компоненты вектора равны нулю, остальные, начиная с j-й, 

равны перемещению ( )k
pjy , где k – номер п/цикла ДД. Векторы предельных 

Ru(ti–1) и остаточных Rp(ti–1) ДВС формируются на предыдущем интервале 

времени t  [ti–1, ti].  

§2.2. Построение вектора нелинейной динамической реакции 

ДДС 

Разделение вектора ДВС (39) на линейную составляющую Re(t), 

зависящую от времени, и постоянные составляющие Ru(ti), Rp(ti), даёт 

возможность построения алгоритма решения нелинейной динамической 



28 
 

задачи. В соответствии с алгоритмом весь процесс нелинейной реакции во 

времени разбивается на ряд последовательных квазилинейных интервалов 

t  [ti, ti+1] (i = 0, 1, …), внутри которых динамическая реакция вычисляется 

по схеме упругого решения.  

Для реализации такой задачи подставим вектор ДВС (39) в ОДУ (1а). 

Перенося постоянные составляющие ДВС в правую часть уравнения, 

формируем на интервале t  [ti, ti+1] вектор обобщённой динамической 

нагрузки 

 f(t) = P(t) – Ru(ti) + Rp(ti).  (41) 

В левой части уравнения движения находится линейная составляющая 

ДВС (40) Re(t) = KiY(t), обеспечивающая выполнение предложенного 

алгоритма. В результате такого преобразования приходим на 

квазилинейном интервале времени t  [ti, ti+1] к анализу линейного 

дифференциального уравнения (42а) при начальных условиях (42б): 

 M ( )Y t  + Ci ( )Y t  + KiY(t) = f(t), (а) 

 Y(t0) = Y0,  0 0( )Y t Y  . (б) (42) 

Непрерывность процесса колебаний квазиупругой расчетной модели 

обеспечивается постановкой начальных условий (19б), назначаемых из 

аналитических выражений реакции в конце предыдущего интервала 

времени t  [ti–1, ti].   

Динамическая реакция упругопластической ДДС 

Система уравнений реакции ДДС при действии обобщенной 

динамической нагрузки записывается так (t  [ti, ti+1]): 

 Y(t) = 2Re{ Z (t) } + YR(ti),  Y (t) = 2Re{ Si Z (t) },  

 ( )Y t = 2Re { Si
2Z (t) } + Mi

1P(t), 

 Z(t) = Z0R(ti) + Zp(ti),  
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где Z0R(ti)  = Ф(t–ti)Ui
–1Мi [– iS (Y0 –YR(ti)) + 0Y ] ;  

 Ф(t–ti) = eSi(t–ti), Zp(ti) = Ui
–1

i

Ф
t

i
t
 (t–)T P() d, Ui = Мi Si + Si

TМi + Ci ; 

матрица Si вычисляется из решения характеристического МКУ [5]: Мi Si
2 + 

Ci Si + Ki = 0. 

Здесь YR(ti) – вектор квазистатических перемещений:  

 YR(ti) = Ki
–1[– Ru(ti) + Rp(ti)], 

вызванных текучестью и разгрузкой в этажах каркаса в момент 

времени ti от действия нелинейных составляющих Ru(ti) и Rp(ti), которые 

вместе с начальными условиями Y0, 0Y  отвечают за свободные колебания 

расчётной модели. 

Выразим силовые параметры реакции (диссипативные и инерционные 

силы) при помощи полученных векторов кинематических параметров: F(t) 

= C Y (t),  I(t) = M Y(t). 

§2.3. Аналитические зависимости величин скачков в моменты 

начала и конца нелинейной работы (t =ti) 

В процессе упругопластического деформирования, когда в стойках 

какого-либо этажа начинается текучесть или разгрузка в момент времени 

t =ti, система претерпевает изменения демпфирующих и жесткостных 

характеристик, и матрица жесткости и трения, соответственно, получают 

невязки K и C, соответственно. Значит, при изменении состояния 

системы кинематические и силовые параметры реакции получают 

приращения: 

Y(ti) = 0, Y (ti) = 0, 

Y (ti) = M–1[ Ki Y(ti) + CiY (ti) ], 
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R(ti) = –[Ki Y(ti) + Rup,i], F(ti) = –Ci Y (ti), 

I(ti) = –[Ki Y(ti) + CiY (ti)]. 

Здесь Rup,i – невязка суммы предельной и остаточной составляющих 

восстанавливающей силы, возникающая в моменты перехода системы 

через критическую точку t =ti: Rup,i =  Ru,i-1 – Rp,i-1 Ru,i – Rp,i. 

 

§2.4. Построение функции, учитывающей изменение длины 

пластических зон стоек многоэтажного каркаса при его 

деформировании по билинейной диаграмме в процессе неупругой 

работы 

Необходимость учета изменения пластических зон в ходе 

упругопластических колебаний строительных конструкций обусловлена 

стремлением учитывать работу расчетных моделей, наиболее 

приближенную к действительной, в рамках принятых допущений. Такой 

подход позволит, с одной стороны, сэкономить материал, сделав 

спроектированную конструкцию более экономичной. 

 

 

 

 

 

 

 

( )y t%

M0 

M 

 

 

 

h 

E0J 

EJ 

E0J 

Эпюра моментов 

х 

х 

h – 2x 

а) б) 
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Рис. 5. Деформирование стойки каркаса с учетом изменения длины пластических 

зон. 

На рис. 5 схематически отображен процесс упругопластического 

деформирования стойки многоэтажного каркаса под действием 

импульсного воздействия. Величина х – это длина пластической зоны, 

жесткость материала в пределах которой имеет пониженное значение E0J и 

соответствует ее величине в стадии упрочнения (рис. 2). В среднем отрезке 

высоты стойки, длина которого равна  h – 2x, жесткость материала в этом 

случае EJ (упругий режим работы конструкции, начальный модуль 

упругости). В правой части рисунка показаны эпюры моментов. На рис. 5, 

а) штрих-пунктирной и пунктирной линиями обозначены эпюры для 

идеально упругого материала, сплошной линией – для материала, 

работающего по билинейной диаграмме с упрочнением. На рис. 5, б) 

показана эпюра остаточных напряжений, являющаяся суммой эпюр а) и б) 

[52]. Введем некоторые обозначения. Пусть отношение изгибных 

жесткостей стойки будет равно 0 0 ,E J Ek
EJ E

  а относительная длина 

пластической зоны 1 ,2 при
2

xx h
h

    .  

В ходе упругопластического деформирования стойки приращение 

величины х происходит в момент времени, когда в крайнем сечении 

колонны 0MM


 , где M0 – предельно-упругий момент сечения 

конструктивного элемента. Выразим значение момента M в крайнем 

сечении стойки в произвольный момент времени при смещении верхнего 

узла колонны на величину ( )y t  (рис. 5). Для этого воспользуемся 

каноническим уравнением метода сил [10 – 12] и выразим его 

коэффициенты. В качестве неизвестных метода сил принимаем опорные 

моменты в сечениях стойки: 
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В итоге имеем моменты и поперечные силы в крайних сечениях стойки 
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1 1

kk
k





 

 – поправочная функция, учитывающая 

изменение длины пластических зон в ходе неупругой работы каркаса. 

 В процессе деформирования колонн каркаса в  произвольный момент 

времени 1 2 ix
h

   . Как только момент в крайних сечениях стоек 

становится  0MM


 , длина пластической  зоны становится больше на 

величину шага x. В этом случае пересчитывается функция  ,k   и, 

соответственно, жесткость стойки Bi = B*φ(k,ξ), где B = EJ – изгибная 

жесткость стоек в упругом состоянии 

Выводы по главе. Предложена математическая модель колебаний 

многоэтажного каркаса с упругопластической восстанавливающей силой, 

аппроксимируемой кусочно-линейно функцией в координатах 

«восстанавливающая сила – относительное перемещение». Выражения 

ДВС получены для произвольного номера полуцикла диаграммы 
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жесткости и представлены в виде суммы линейной и нелинейной 

составляющих. Показано, что линейная составляющая ДВС для любого 

участка диаграммы всегда строится для 1-го п/цикла ДД независимо от 

числа петель упругопластического гистерезиса и независимо от характера 

участка в пределах п/цикла. Это позволяет выполнять временной анализ в 

рамках единого алгоритма для всех состояний расчетной модели (при 

нагружении, упрочнении и разгрузке). Также выведено выражение 

поправочной функции, которая позволяет учитывать дискретное 

изменение жесткостей стоек в процессе нелинейной работы путем 

шагового увеличения длины пластических зон в стойках каркаса. 
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Глава 3. Построение расчетной динамической модели 

многоэтажного каркаса и реализация задачи временного 

анализа каркаса на импульсное воздействие  

§3.1. Построение параметров расчетной динамической модели 

(РДМ) 

Для решения дифференциального квадратного уравнения движения 

дискретной диссипативной системы (1) необходимо определить параметры 

матриц масс, демпфирования и жесткости, которые зависят от числа 

степеней свободы системы. 

Определение числа степеней свободы 

Принятая для расчета модель многоэтажного каркаса работает по схеме 

сдвиговой рамы. Рассматривается расчет трехэтажного каркаса. Каждый 

этаж имеет одну степень свободы, масса сосредоточена в центре пролета 

этажа. 

P3(t) 

P2(t) 

P1(t) 

h1 

h2 

h3 

 

Рис. 6. Расчетная динамическая модель 3-

этажного каркаса. 
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Формирование матриц жесткости, демпфирования и масс 

Матрица жесткости K = (rik), (i, k = 1, … , n) 

В случае трехэтажной рамы имеем  

K = 
11 12

21 22 23

32 33

0

0

r r
r r r

r r

 
 
 
  

 

Жесткость j-го этажа равна Bj = 3

24

j

EJ
h

. Используя методы 

строительной механики [10, 11], находим элементы матрицы жесткости 

системы: r11 = B1  + B2; r22 = B2  + B3; r33 = B3 ; r12 = r21 = B2 ; r23 = r32 = B3 ; 

Матрица демпфирования C = (сik), (i, k = 1, …n) 

В случае трехэтажной рамы имеем  

C = 
11 12

21 22 23

32 33

0

0

c c
c c c

c c

 
 
 
  

 

Матрица масс M = diag (m1, m2,   … , mn) 

M = 
1

2

3

0 0
0 0
0 0

m
m

m

 
 
 
  

 

Элементы матрицы масс определяются исходя из значений массы 

элементов конструкции (перекрытий, стоек, оборудования, закрепленного 

на перекрытии и т.п.). 
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§3.2. Описание программы расчета конструктивно нелинейной 

дискретной диссипативной системы методом временного 

анализа, написанной в среде MATLAB 

Среди бурно развивающихся систем компьютерной математики (СКМ) 

можно особо отметить матричную математическую систему MATLAB. 

Эффективность MATLAB обусловлена её ориентацией на матричные 

вычисления с программной эмуляцией параллельных вычислений и 

упрощенными средствами задания циклов. 

В MATLAB успешно реализованы средства работы с многомерными 

массивами, большими и разреженными матрицами и многими типами 

данных. В системе реализуется язык программирования высокого уровня, 

который подходит для научных и технических вычислений, имеют 

большое число пакетов прикладных программ – расширений. 

Таким образом, MATLAB является собой мощной операционной 

средой для выполнения огромного числа математических и научно-

технических расчетов и создания пользователем своих пакетов 

расширений и библиотек процедур и функций. Кроме того, программа 

имеет в своем составе встроенный компилятор и позволяет создавать 

исполняемые файлы и библиотеки [22]. 

3.2.1. Описание программы расчета. Для решения поставленной 

задачи временного анализа многоэтажного каркаса была написана 

программа в комплексе MATLAB. Она содержит несколько уровней 

циклических операторов, которые реализуют процесс построения векторов 

динамической реакции в заданном временном интервале, а также 

производить операцию пересчета шага интегрирования задачи в 

окрестности критических точек. Кроме того, некоторые типовые операции, 

требующие многократного повторения по ходу реализации алгоритма 
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(нахождение матричных корней, пересчет матриц жесткости и 

демпфирования, нахождение функции перемещений, сужение шага 

интегрирования в окрестности критических точек, построение асимптот на 

осциллограммах перемещений и некоторые другие), вынесены в отдельные 

подпрограммы, что значительно облегчает работу. 

3.2.2. Блок-схема расчета методом временного анализа 
Ниже представлена блок-схема алгоритма расчета задачи методом 

временного анализа, реализованного в компьютерной программе (рис. 7). 

Согласно ей в первую очередь строится расчетная динамическая модель 

системы, формируются её параметры масс, жесткости и демпфирования, а 

также вектора нагрузок. 

В соответствии с начальными условиями решается уравнение 

движения дискретной диссипативной системы, отыскиваются его корни, и 

строится общее решение. Находятся параметры реакции, затем 

вычисляются напряжения и деформации. Далее проводится проверка 

напряжений по критическим значениям для каждого из этажей. Если 

напряжения не превышают критические значения, цикл временного 

анализа повторяется на следующем шаге интегрирования, если нет, то 

корректируются параметры расчетной динамической модели, и реализация 

алгоритма начинается сначала. 
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системы 

 

 Рис. 7.Блок-схема временного анализа реакции квазиупругой ДДС  
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§3.3. Исходные данные для расчета многоэтажного каркаса 

методом временного анализа 

Характеристики РДМ 

Высоты этажей каркаса: h1 = 5,5 м; h2 = 4,8 м; h3 = 4,5 м. 

Сечения колонн: двутавр 35Ш2 (3-й  и 2-й этажи), 40Ш2 (1-й этаж). 

Материал стоек – сталь 10Г2С1 с расчетным сопротивлением 

Ry = 33 кН/см2, временным сопротивлением 49 кН/см2 и начальным 

модулем упругости 206000 МПа. Модуль упругости материала в зоне 

упрочнения меньше начального в 40 раз [53 – 55]. Схематическая 

диаграмма деформирования представлена на рис. 8. 

Рис. 8. Диаграмма деформирования стали 10Г2С1. 

Элементы матрицы масс (с учетом массы перекрытия и стоек каркаса): 

m1 = 3,077 кН∙с2/см; m2 = 3,074 кН∙с2/см; m3 = 2,137 кН∙с2/см. 

Параметры нагрузки и временного анализа следующие: 

 

α0 

σyn 

σ, кН 

ε О 

А 

В 

С 

α 

σвр 
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время начала анализа t0 = 0 с; длина импульса: ta = 0,7 с; tm = 1,5 с; te = 

2,2 с; продолжительность анализа 8 с, шаг временного анализа  ∆t = 0,001 

с; амплитуды нагрузки P0  = [240 240 150]’ кН ; нагрузка приложена в 

уровне перекрытия каждого из этажей. Схема нагрузки показана на рис. 9. 

 

 

 

 

Рис. 9. Схема нагрузки, действующей на каркас. 

 

§3.4. Реализация задачи 

В ходе решения задачи построены осциллограммы кинематических и 

силовых параметров реакции, диаграммы жесткости этажей каркаса в ходе 

упругопластического деформирования, а также осциллограммы, 

показывающие изменение во времени внутренних динамических 

параметров конструкции. Осциллограммы для трех видов работы каркаса: 

1. упругий режим работы без нелинейной работы материала.  

2. деформирование стоек конструкции по билинейной диаграмме в 

процессе нелинейной работы, при этом длина пластической зоны 

постоянна и равна всей высоте колонны. Это значит, что после 

того как напряжение в концевых сечениях стоек достигнет 

предела текучести, жесткость по всей высоте стоек становится 

равной  B0 = E0J, где E0 – модуль упругости материала на участке 

упрочнения диаграммы деформирования материала каркаса (рис. 

6). 

P0 

ta
t0

P(t) P0sin(θ(t-tpi)) 

P0 

ttm te
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3. Длина пластической зоны x переменна в ходе 

упругопластического деформирования. Шагом приращения 

длины пластической зоны Δx = 0,001h. 

Принятые обозначения на осциллограммах  

На приведенных ниже осциллограммах параметров реакции 

системы показано сравнение значений для четырех режимов 

работы конструкции, указанных выше. 

1. Осциллограммы для первого режима работы конструкции 

обозначены линией с двойным пунктиром, для второго – штрих-

пунктиром, для третьего – сплошной линией. 

2. На осциллограммах относительных перемещений, относительных 

скоростей, восстанавливающих и поперечных сил в узлах, а 

также значений коэффициентов запаса по касательным 

напряжениям в узлах каркаса – кружками показаны моменты 

времени, соответствующие началу текучести в этаже, а 

звездочками – началу разгрузки. 

На рис. 10 отражены диаграммы деформирования 2-го этажа каркаса. 

Как можно заметить, работа системы по билинейной диаграмме с 

постоянной длиной пластической зоны, равной высоте стойки каркаса, 

приводит к большему значению пластических перемещений. Учет 

изменения длины пластической зоны приводит к тому, что система имеет 

бóльшую жесткость, чем при других режимах, и количество петель 

пластического гистерезиса в этом случае тоже больше. 
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Рис. 10. Диаграммы жесткости 2-го этажа при различных режимах работы каркаса. 

 

На рис. 11 представлены осциллограммы относительных перемещений 

в этажах каркаса. Горизонтальными линиями показаны асимптоты, 

координата которых по вертикали означает значение пластических 

перемещений в этаже, накопленное к концу текучего полуцикла 

колебаний. На рис. 12 отражены осциллограммы относительных 

перемещений во 2-ом этаже каркаса. На рис. 13 – 18 показаны 

осциллограммы абсолютных перемещений, скоростей и ускорений этажей 

каркаса. 

R(t), кН 

(t), см 
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На рис. 19 – 23 изображены осциллограммы силовых параметров 

реакции (диссипативные, инерционные силы и восстанавливающие силы). 
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Рис. 11. Осциллограммы относительных перемещений этажей при различных 

режимах работы каркаса. 

 

 

Рис. 12. Осциллограммы относительных перемещений 2-го этажа при различных 

режимах работы каркаса. 

  

t, с 

(t), см 

t, с 

(t), см 
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Рис. 13. Осциллограммы относительных перемещений этажей при различных 

режимах работы каркаса. 

 

  

Рис. 14. Осциллограммы относительных перемещений 2-го этажа при различных 

режимах работы каркаса. 
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(t), см 



46 
 

 

Рис. 15. Осциллограммы относительных скоростей этажей при различных режимах 

работы каркаса. 

 

 

Рис. 16. Осциллограммы относительных скоростей 2-го этажа при различных 

режимах работы каркаса. 
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t, с 
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Рис. 17. Осциллограммы ускорений этажей при различных режимах работы 

каркаса. 

 

 

Рис. 18. Осциллограммы ускорений 2-го этажа при различных режимах работы 

каркаса. 
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t, с 
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Рис. 19. Осциллограммы диссипативных сил в этажах каркаса при различных 

режимах работы конструкции. 

 

 

Рис. 20. Осциллограммы диссипативных сил во 2-м этаже каркаса при различных 

режимах работы.  

  

t, с 

F(t), кН 

t, с 
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Рис. 21. Осциллограммы инерционных сил в этажах каркаса при различных 

режимах работы конструкции. 

 

 

Рис. 22. Осциллограммы инерционных сил во 2-м этаже каркаса при различных 

режимах работы. 
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Рис. 23. Осциллограммы восстанавливающих сил в этажах каркаса при различных 

режимах работы конструкции. 

 

  

Рис. 24. Осциллограммы восстанавливающих сил во 2-м этаже каркаса при 

различных режимах работы. 
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R(t), кН 

t, с 
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На рис. 25 изображены осциллограммы предельных и остаточных 

составляющих восстанавливающих сил для 2-го этажа каркаса. Предельная 

составляющая обозначена тонкой линией, а остаточная – более жирной 

(при сохранении обозначений для различных режимов работы каркаса). 

Следует отметить, что предельная составляющая восстанавливающей силы 

при учете изменения пластических зон изменяется во время нелинейной 

работы ступенчато, как и жесткость этажа при шаговом увеличении длины 

пластической зоны.  

 

 

 

Рис. 25. Осциллограммы нелинейных составляющих восстанавливающих сил во 

 2-м этаже каркаса при различных режимах работы. 
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Рис. 26. Осциллограммы значений собственных частот 2-го этажа каркаса при 

различных режимах работы. 

 

  
Рис. 27. Осциллограммы значений периодов колебаний  2-го этажа каркаса при 

различных режимах работы. 
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Рис. 28. Осциллограммы значений коэффициентов демпфирования  2-го этажа 

каркаса при различных режимах работы. 

На рис. 26 – 28 показаны осциллограммы собственных характеристик 

колебаний 2-го этажа каркаса при различных режимах работы. Отметим, 

что в случае использования моделей нелинейной работы с постоянной 

длиной пластической зоны, равной всей высоте стоек, наблюдаются более 

выраженные скачки собственных характеристик колебаний, нежели с 

учетом переменной длины пластической зоны.  

На рис. 29 показаны значения собственных частот и коэффициентов 

демпфирования для этажей каркаса. Слева изображены собственные 

характеристики для случая с переменными пластическими зонами, справа 

– без учета изменения длины пластических зон по высоте стоек каркаса. Из 

осциллограммы можно заметить, что смена состояния системы во время 

перехода через критические точки в одном из этажей сказывается на 

значениях собственных характеристик в других этажах. Это связано с 

изменением элементов матрицы решений МКУ в процессе нелинейной 

работы системы.  

t, с 

Коэффициенты демпфирования 
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Рис. 29. Осциллограммы значений коэффициентов демпфирования и собственных частот  этажей каркаса при различных режимах 

работы. 
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1 этаж 

2 этаж 

3 этаж 
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Рис. 30. Осциллограммы поперечных сил во 2-м этаже каркаса при различных 

режимах работы. 

 

Рис. 31. Осциллограммы коэффициентов использования по нормальным 

напряжениям во 2-м этаже каркаса при различных режимах работы. 

  

t, с 

Q(t), кН 
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Коэффициенты использования по нормальным напряжениям 
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На рис. 29 отображены значения поперечных сил во 2-м этаже каркаса, 

на рис. 30 – коэффициенты использования по нормальным напряжениям во 

втором этаже каркаса при различных режимах работы конструкции. 

Коэффициенты использования равны отношению действующего 

напряжения в крайних сечениях стоек к значению временного 

сопротивления материала каркаса. Из рис. 30 мы можем видеть, что 

наиболее адекватно отражают картину значения коэффициентов при 

режиме работы каркаса с учетом переменной пластической зоны. При 

учете только упругой работы коэффициенты превышают критические 

значения, поэтому при таком подходе нужно закладывать дополнительный 

запас в жесткостные характеристики стоек. Режим работы каркаса, в 

котором длина пластической зоны постоянна и равна всей высоте стоек 

каркаса, наоборот, дает заниженные значения коэффициентов 

использования, что не позволяет адекватно оценить несущую способность 

сооружения. 

Таким образом, учет изменения длины пластических зон в ходе 

решения задачи колебаний каркаса позволяет спроектировать наиболее 

экономичную конструкцию. 

Выводы по расчету 

Произведен расчет колебаний многоэтажного плоского каркаса на 

импульсное воздействие методом временного анализа с применением 

различных моделей нелинейной работы конструкции. Точность решения 

задачи подтверждается значениями невязок уравнения движения 

дискретной диссипативной системы (разница левой и правой частей 

уравнения 42, а), которые не превышают 2∙10-10 кН, что соответствует 

машинной точности. Осциллограммы значений невязок показаны на рис. 

32. 
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Рис. 32. Осциллограммы значений невязок уравнения движения в этажах каркаса 

при различных режимах работы конструкции. 
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Сравнение результатов расчета по методу временного анализа и в 

программном комплексе Лира 

 
Рис. 33. Изополя максимальных абсолютных перемещений этажей каркаса, 

полученные в ходе решения задачи в программном комплексе Лира. 

 

Был произведен расчет каркаса на импульсное воздействие в ПК Лира. 

Параметры расчетной модели и нагрузки идентичны тем, что 

использовались при решении методом временного анализа. 

Моделирование задачи нагружения трехэтажного каркаса 

импульсными нагрузками показало, что максимальные перемещения 

составляют для первого этажа 4,53 см, для второго 11,3, для третьего – 

13,6. Полученные результаты методом временного анализа показывают, 

что значения абсолютных перемещений для этажей несколько больше. Это 

объясняется тем, что ПК Лира не учитывает гистерезисных явлений при 

деформировании расчетной схемы. Таким образом, метод временного 

анализа дает более полную картину процесса колебаний конструкции. 
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Выводы по работе 
1. Предложена математическая модель колебаний многоэтажного 

каркаса с упругопластической восстанавливающей силой. 
2. Учтено изменение длины пластической зоны по высоте стойки в 

ходе упругопластического деформирования. 
3. Произведено сравнение параметров динамической реакции 

многоэтажного каркаса с учетом нескольких режимов нелинейной 
работы конструкции. 

4. Оценка аналитического решения задачи (невязка равновесия узлов 
системы – 10-10) свидетельствует о точном решении задачи. 

5. Сравнение результатов расчета предлагаемым и одним из 
численных алгоритмов свидетельствует о состоятельности 
предложенного подхода 

Рекомендации по расчету многоэтажного каркаса  
Для дальнейшего улучшения алгоритма расчета методом временного 

анализа и расчетной программы можно выделить следующие направления 
развития: 

1. Увеличение количества пролетов в пределах одного этажа. 
2. Увеличение числа степеней свободы в пределах этажа (расчет 

пространственного каркаса). 
3. Учет конструктивной нелинейности системы (выход из строя 

некоторых колонн в пределах этажа). 
4. Введение в алгоритм автоматической корректировки жесткостных 

характеристик опасных элементов. Под опасными понимаются 
элементы, которые потеряли устойчивость или разрушились, или не 
удовлетворяют эксплуатационным требованиям.  

5. Повтор цикла временного анализа до тех пор, пока будут не 
назначены такие поперечные сечения элементов конструкции, при 
которых она удовлетворяет критериям предельных состояний. 
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Приложения 

Приложение 1. Описание программы расчета многоэтажного 

каркаса на импульсное воздействие 

Расчетный алгоритм по временному анализу многоэтажного каркаса на 
импульсное воздействие составлен в программном комплексе MATLAB и 
содержит следующие блоки: 

БЛОК 1. Геометрические размеры и физические характеристики 

элементов каркаса. 

БЛОК 2. Ввод и описание кинематических характеристик этажа 

каркаса, характеристик времени, параметров нагрузки.  

БЛОК 3. Характеристики решения МКУ при упругих колебаниях ДДС. 

БЛОК 4. Вспомогательные массивы и переменные. 

БЛОК 5. Вычисление длины пластической зоны и пересчет жесткостей 

стоек конструкции. 

БЛОК 6. Вычисление значений нелинейных составляющих 

восстанавливающей силы. 

БЛОК 7. Значения реакции в момент временени, соответствующий  

критической точке t = ti, когда происходит смена параметров расчетной 

динамической модели. 

БЛОК 8. Шаговый процесс поиска значений реакции системы. 

БЛОК 9. Вычисление значений параметров реакции в критической 

точке при состоянии системы в момент времени, соответствующий 

критической точке, когда смены параметров расчетной динамиеской 

модели еще не произошло. 

БЛОК 10. Построение осциллограмм, вывод результатов расчета. 
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Приложение 2. Схема программы расчета многоэтажного 

каркаса на импульсное воздействие 

  

Начало 
расчета

Формирование внешних 
и внутренних 

характеристик базовой 
РДМ

Начальные 
условия t0 =0,

Y(t0) = 0, 푌̇(t0) = 0

Параметры 
временного 

анализа и 
нагрузки

Цикл 
временного 

анализа t<tend

Переход через 
критическую 

точку ti

Корреттировка
параметров РДМ

Продолжение 
временного 

анализа
Проверка 
несущей 

способности 
конструкции

Несущая 
способность 
обеспечена

Продолжение 
временного анализа

Выход из 
программы

Нет
Да

Да
Нет

Конец временного анализа, 

вывод результатов 
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