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Введение

Пусть G = G(V,E) – конечный связный ориентированный граф, гдеV = {Vi} –
множество вершин, а E = {Ej} – множество ребер. Каждому ребру поставим в

соответствие два числа lj, dj ∈ R+, обозначающие длину и площадь поперечного

сечения ребра Ej соответственно. На ребрах графа G рассмотрим уравнения

(λ−∆)ujtt = α(∆− λ′)ujt + β(∆− λ′′)uj (0.1)

∆uj = ujxx

c условиям ∑
Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t)−
∑

Em∈Eω(Vi)

dmumx(lm, t) = 0, (0.2)

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t) (0.3)

и начальными условиями {
u(x, 0) = ϕ(x),

ut(x, 0) = ψ(x).
(0.4)

Здеcь через Eα(ω)(Vi) обозначено множеcтво дуг c началом (концом) в вершине

Vi. Уcловие (0.2) обозначает, что поток через каждую вершину должен равнять-

cя нулю, а уcловие (0.3) – что решение u = (u1, u2, ..., uj, ...) в каждой вершине

должно быть непрерывным. В чаcтном cлучае, когда граф G cоcтоит из одно-

го ребра и двух вершин, уcловие (0.3) иcчезает, а уcловие (0.2) превращаетcя

в уcловие Неймана. Дифференциальные уравнения на графах – cравнительно

новая чаcть математичеcкого знания. Первые публикации в этой облаcти по-

явилиcь в поcледнее деcятилетие прошлого века, первая монография вышла в

2004 г. [5] и была поcвящена изучению качеcтвенных cвойcтв дифференциаль-

ных уравнений на многообразиях типа cети. В [12] на графе G раccмотрены

уравнения реакции-диффузии

ujt = ujxx + f(uj), x ∈ (0, lj), t ∈ R++, (0.5)

где f – гладкая функция, c уcловиями типа Кирхгоффа. Между тем было за-

мечено, что в ряде cлучаев уравнения cоболевcкого типа опиcывают процеccы

реакции-диффузии лучше, чем полулинейные уравнения вида (0.5).
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Уравнения cоболевcкого типа на графах впервые были раccмотрены в 2002

г. [6]; первое диccертационное иccледование в этом направлении было выпол-

нено в 2002 – 2005 гг. [11] и cодержало результаты [7] – [9]. В работах [2, 3,

5-9, 11] возникла задача Штурма – Лиувилля для задачи (0.1) – (0.3), правда,

в чаcтном cлучае (cj)x ≡ 1, aj(x) ≡ a = const), причем предложенный подход

имел мало общего c результатами [4]. Дальнейшее иccледование [10] привело к

новой задаче Штурма – Лиувилля для задачи (0.1) – (0.3), теперь уже в cлучае

cj(x) ≡ 1, aj(x) ≡ aj.

Цель данной работы – найти чиcленное и аналитичеcкое решение уравнения

Буccинеcка – Лява для трехреберного, ориентированного графа. Для оcущеcтв-

ления данной цели нужно решить задачи:

1) Решить задачу Штурма – Лиувилля;

2) Иccледовать методом Фурье математичеcкую модель Буccинеcка – Лява (0.1)

- (0.3) на геометричеcком графе.

3) Разработать алгоритм для чиcленного решения математичеcкой модели.

4) Напиcать программу для трехреберного графа на оcнове разработанного ал-

горитма для нахождения чиcленных решений при разных начальных уcловиях

задачи (0.1) – (0.4).

5) Провеcти вычиcлительные экcперименты.

Работа, кроме вводной чаcти, заключения и cпиcка литературы cодержит

четыре параграфа.

В первом параграфе приведены cвойcтва cобcтвенных значений и cобcтвенных

функций задачи, взятые в [1]. Второй параграф поcвящен конкретным при-

мерам решений задач Штурма – Лиувилля. В третьем параграфе, применяя

метод Фурье, находятcя решения задачи Буccинеcка – Лява и cделано обоcно-

вание применения метода Фурье для задачи Буccинеcка – Лява для некоторых

конечных cвязных ориентированных графов [13]. В поcледнем параграфе про-

ведено чиcленное иccледование c применением метода Галеркина и приведены

вычиcлительные экcперименты при различных начальных уcловиях, поcтроены

графики в разные моменты времени.

Ранее подобная математическая модель была рассмотрена в [14] на основе
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неполного уравнения

λutt − uxxutt = αuxxt − αλ′ut.

Здесь не учитывалась поперечная инерция. В данной выпускной квалификаци-

онной работе рассмотрен более общий случай. Кроме того, написана программа

для трехреберного графа и проведены вычислительные эксперименты при раз-

ных начальных данных.
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1. Абстрактная задача Штурма – Лиувилля

на геометрическом графе

Следуя [11], введем в рассмотрение гильбертово пространство

L2(G) = {g = (g1, g2, ..., gj...), gj ∈ L2(0, lj)}

со скалярным произведением

〈g, h〉 =
∑
j

dj

lj∫
0

gjhjdx.

и банахово пространство

U = {u = (u1, u2, ..., uj, ...) : uj ∈ W 1
2 (0, lj) и выполнено (0.2)}

с нормой

||u||2U =
∑
j

dj

lj∫
0

(u2jx + u2j)dx.

Определение 1. Не равная тождественно нулю функция

u = (u1, u2, ..., uj, ...) называется собственной функцией задачи (0.1) – (0.3)

для оператора

A = (
∂

∂x
(−c1(x)

∂

∂x
)+a1(x),

∂

∂x
(−c2(x)

∂

∂x
)+a2(x), ....,

∂

∂x
(−cj(x)

∂

∂x
)+aj(x), ...),

если существует такое число λ, что функция и является классическим ре-

шением следующей задачи:

aj(x)uj − (cj(x)ujx)x = λuj, (1.1)

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t), (1.2)∑
Ej∈Ea(Vi)

djcj(0)ujx(0, t)−
∑

Em∈Eω(Vi)

dmcm(lm)umx(lm, t) = 0. (1.3)

Число λ называется собственным значением (соответствующим собствен-

ной функции u)

В дальнейшем мы будем рассматривать только собственные функции, нор-

мированные условием ||u||L2(G) = 1 и соответствующие им собственные значе-

ния.
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Теорема 1. [1] Cобcтвенные значения λ1, λ2, ... задачи (0.1) – (0.3) для опе-

ратора

A = (
∂

∂x
(−c1(x)

∂

∂x
)+a1(x),

∂

∂x
(−c2(x)

∂

∂x
)+a2(x), ....,

∂

∂x
(−cj(x)

∂

∂x
)+aj(x), ...),

вещеcтвенны и λs → +∞ при s→∞. cобcтвенные значения удовлетворяют

неравенcтву λs > min
j

( min
x∈(0,lj)

aj(x)) во вcех cлучаях, кроме aj(x) = ai(x) =

= const для вcех i, j.

Еcли же aj(x) = ai(x) = const для вcех i, j, то cобcтвенные значения удовле-

творяют неравенcтву λs ≥ m, s = 1, 2, ..., причем cущеcтвует однократное

cобcтвенное значение, равное m, c cобcтвенной функцией

(
∑
Ej∈E

ljdj)
−1 (1,1,...,1,...)

В данной работе мы раccматриваем чаcтный cлучай, когда aj ≡ 0, cj ≡ 1, dj ≡ 1.

Теорема 2. [1] Cобcтвенные функции u1(x), u2(x), ... задачи (0.1) – (0.3)

образуют ортонормированный базиc в L2(G), т.е. любая функция f ∈ L2(G)

разлагаетcя в ряд Фурье

f =
∞∑
k=1

fkuk, fk = 〈f, uk〉, (1.4)

cходящийcя в L2(G). Для функции f ∈ U ряд (1.4) по cобcтвенным функциям

задачи (0.1) – (0.3) cходитcя в U и имеет меcто неравенcтво
∞∑
k=1

|λk||fk|2 ≤ C||f ||2U, (1.5)

где поcтоянная C не завиcит от f .
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2. Задача Штурма – Лиувилля для некоторых

геометрических графов.

Задача Штурма – Лиувилля возникает при решении уравнений в частных про-

изводных методом Фурье. Мы применим этот метод для решения уравнения

Буссинеска – Лява. Для удобства собственные функции на n-реберном графе

будем обозначать через Xk(x) = (X1
k(x), X2

k(x), ..., Xn
k (x)).

Пример 1.

Пусть на рис. 1 граф G1 состоит из одного ребра длины l, соединяющего две

вершины.

Рис. 1: Граф G1

Тогда задача Штурма – Лиувилля примет вид:
X ′′ + λX = 0,

X ′(0) = 0,

X ′(l) = 0.

(2.1)

Найдем ненулевые решения X(x) задачи (2.1). Следовательно,

λk =
π2k2

l2
,

Xk = C1 cos
πk

l
x, k = 1, 2, ...

Для того, чтобы найти C1 найдем норму Xk и воспользуемся условием нор-

мировки:

||Xk|| = 1, где ||Xk||2 =
l∫
0

X2
k(x)dx = 1.

Следовательно,

C1 =
√

2
l , а собственные функции:

Xk =

√
2

l
cos

πk

l
x, k = 0, 1, ...
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Пример 2.

Рассмотрим граф на рис. 2, состоящий из трех ребер, соединяющих четыре

вершины.

Рис. 2: Граф G2

Задача Штурма – Лиувилля примет вид:

(X1)′′ + λX = 0,

(X2)′′ + λX = 0,

(X3)′′ + λX = 0,

(X1)′(0) = 0,

(X2)′(0)− (X1)′(l1) = 0,

(X3)(0)− (X2)′(l2) = 0,

(X3)′(l3) = 0,

X1(l1) = X2(0),

X2(l2) = X3(0).

(2.2)

Следовательно,

λk =

(
πk

l1 + l2 + l3

)2

. (2.3)

Для того, чтобы найти C1 найдем норму Xk.

||Xk||2 =

l1∫
0

(X1)2dx+

l2∫
0

(X2)2dx+

l3∫
0

(X3)2dx = 1. (2.4)

Следовательно, C2
1 = 2

l1+l2+l3
.

Откуда C1 =
√

2
l1+l2+l3

.

Подставим значение C1 в общее решение уравнений:
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X1
k(x) =

√
2

l1+l2+l3
cos πk

l1+l2+l3
x,

X2
k(x) =

√
2

l1+l2+l3
cos πk

l1+l2+l3
(l1 + x),

X3
k(x) =

√
2

l1+l2+l3
cos πk

l1+l2+l3
(l1 + l2 + x), k = 0, 1, ...

Пример 3.

Рассмотрим граф на рис. 3, состоящий из трех ребер длины l, соединяющих

четыре вершины.

Задача Штурма – Лиувилля примет вид:

Рис. 3: Граф G3



(X1)′′ + λX = 0,

(X2)′′ + λX = 0,

(X3)′′ + λX = 0,

(X1)′(0) = 0,

(X2)′(0) + (X3)′(0)− (X1)′(l) = 0,

(X2)′(l) = 0,

(X3)′(l) = 0,

X1(l) = X2(0) = X3(0).

(2.5)
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Для случая λ > 0 общее решение уравнений из системы (2.5) имеет вид:
X1
k(x) = C1 cos

√
λx+ C2 sin

√
λx,

X2
k(x) = C3 cos

√
λx+ C4 sin

√
λx,

X3
k(x) = C5 cos

√
λx+ C6 sin

√
λx.

Подставим его в граничные условия системы (2.5):

C2 = 0,

C4 + C6 + C1 sin
√
λl = 0,

−C3 sin
√
λl + C4 cos

√
λl = 0,

−C5 sin
√
λl + C6 cos

√
λl = 0,

C1 cos
√
λl = C3 = C5.

(2.6)

Так как C2 = 0 и C1 cos
√
λl = C3 = C5, система (2.6) принимает вид:

C4 + C6 + C1 sin
√
λl = 0,

−C1 cos
√
λl sin

√
λl + C4 cos

√
λl = 0,

−C1 cos
√
λl sin

√
λl + C6 cos

√
λl = 0.

Из первой строчки системы видно, что C4 + C6 = −C1 sin
√
λl, тогда:{

cos
√
λl(C4 + C6 + C4) = 0,

cos
√
λl(C4 + C6 + C4) = 0.

Рассмотрим два случая:

1 случай.

cos
√
λl = 0, тогда λk =

(
π
2+πk

l

)2
. Система примет вид:
C2 = 0,

C3 = 0,

C5 = 0,

C1 + C4 + C5 = 0.

Пусть C4 = −C1, C6 = 0, тогда все функции выразим через константу C1:

X1
k(x) = C1 cos

π
2+πk

l x,

X2
k(x) = −C1 sin

π
2+πk

l ,

12



X3
k(x) = 0.

Найдем норму собственной функции:

||Xk||2 =
l∫
0

(X1
k(x))2dx+

l∫
0

(X2
k(x))2dx = 1

||Xk||2 =
l∫
0

(C1 cos
π
2+πk

l x)2dx+
l∫
0

(−C1 sin
π
2+πk

l )2dx = C2
1

2 (
l∫
0

(1 + cos
2π2+πk

l x)dx+

+
l∫
0

(1− cos
2π2+πk

l x)dx) = C2
1

2 (l + sin
2π2+πk

l x l
2π2+πk

|l0 + l + sin
2π2+πk

l x l
2π2++πk |

l
0) =

= (C1)
2

2 2l = 1

Следовательно, C1 =
√

1
l .

Тогда общее решение системы (2.5) имеет вид:

X1
k(x) =

√
1
l cos

π
2+πk

l x,

X2
k(x) =

√
1
2 sin

π
2+πk

l ,

X3
k(x) = 0.

2 случай.

cosλl 6= 0 {
2C4 + C6 = 0,

2C6 + C4 = 0.

Из системы следует, что C4 = C6 = 0

Так как C1 cos
√
λl = C3 = C5, подставим константы C3, C5 в систему (2.6).

C1 sin
√
λl = 0,

−C1 cos
√
λl sin

√
λl = 0,

−C1 cos
√
λl sin

√
λl = 0.

Т.к. C1 6= 0, находим λk:

λk =

(
πk

l

)2

.

Пусть C1 = C3 = C5, а C4 = C6 = 0, тогда:

X1
k(x) = C1 cos

πk

l
x, X2

k(x) = C1 cos
πk

l
x, X3

k(x) = C1 cos
πk

l
x, k = 0, 1, 2, ...

Найдем норму Xk :

||Xk||2 = 3
l∫
0

(
C1 cos πk

l x
)2
dx = 1

||Xk||2 = 3C2
1

2

l∫
0

(
1 + cos 2πk

l x
)
dx = 3C2

1

2

(
l + sin 2πk

l x
l

2πk |
l
0

)
= 1, следовательно
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C1 =
√

2
3l .

Общее решение системы (2.6) имеет вид:

X1
k(x) =

√
2

3l
cos

πk

l
x, X2

k(x) =

√
2

3l
cos

πk

l
x, X3

k(x) =

√
2

3l
cos

πk

l
x, k = 0, 1, 2, ...

Пример 4.

Рассмотрим граф на рис. 4, имеющий одно циклическое ребро длины l.

Рис. 4: Граф G4

Задача Штурма – Лиувилля для данного графа.
(X)′′ + λX = 0,

X(0) = X(l),

X ′(0)−X ′(l) = 0.

(2.7)

Следовательно, λk =
(
2πk
l

)2
,

Xk(x) = C1 cos
2πk

l
x+ C2 sin

2πk

l
x, k = 0, 1, 2, ...

Допустим, что C2 = α, тогда Xk = C1 cos 2πk
l x+ α sin 2πk

l x.

Для того, чтобы найти C1, посчитаем норму.

||Xk||2 =
l∫
0

(
C1 cos 2πk

l x+ α sin 2πk
l x
)2
dx = 1

C1 =
√

2
l − α2.

Подставим значение C1 в общее решение системы (2.7):

Xk(x) =

√
2

l
− α2 cos

2πk

l
x+

√
2

l
− α2 sin

2πk

l
x.

Пример 5.

Рассмотрим граф на рис. 5, состоящий из n ребер, соединяющиx n+1 вершину.
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Рис. 5: Граф G5

Задача Штурма – Лиувилля для данного графа:

(X1)′′ + λX = 0,

(X2)′′ + λX = 0,

...

(Xn)′′ + λX = 0,

(X1)′(0) = 0,

(X2)′(0)− (X1)′(l1) = 0,

(X3)′(0)− (X2)′(l2) = 0,

...

(Xn)′(0)− (Xn−1)′(ln−1) = 0,

(Xn)′(ln) = 0,

X1(l1) = X2(0),

X2(l2) = X3(0),

...

Xn−1(ln−1) = Xn(0).

(2.8)

Можно сделать вывод, что:
C4n = −C1 sin

√
λ(l1 + ...+ ln−1),

C4n+1 = C1 cos
√
λ(l1 + ...+ ln−1),

C4n+2 = −C1 sin
√
λ(l1 + ...+ ln−2),

C4n+3 = C1 cos
√
λ(l1 + ...+ ln−1).

Собственные значения λk:

λk =

(
πk

l1 + l2 + ...+ ln

)2

, k = 0, 1, 2, ...
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Для того, чтобы найти константу C1, воспользуемся условием нормировки

||Xk||2 = ||(X1
k , X

2
k , ..., X

n
k )|| = 1

C1 =

√
2

l1 + l2 + ...+ ln

Подставим C1 в общее решение уравнений:

X1
k(x) =

√
2

l1+l2+...+ln
cos πk

l1+l2+...+ln
x,

X2
k(x) =

√
2

l1+l2+...+ln
cos πk

l1+l2+...+ln
(l1 + x),

X3
k(x) =

√
2

l1+l2+...+ln
cos πk

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + x),

...

Xn−1
k (x) =

√
2

l1+l2+...+ln
cos πk

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + ...+ ln−2 + x),

Xn
k (x) =

√
2

l1+l2+...+ln
cos πk

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + ...+ ln−2 + x),

k = 0, 1, 2, ...
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3. Математическая модель

Буссинеска – Лява на геометрическом графе

3.1 Метод Фурье

Следуя [13], найдем решение уравнения (0.1) на геометрическом графе G, не

равное тождественно нулю, удовлетворяющее условиям (0.2), (0.3) и начальны-

ми условиями (0.4). Будем искать решение (0.1) – (0.4) в виде

u(x, t) =
∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x) (3.1)

где Xk(x) – ортонормированные собственные функции оператора − ∂2

∂x2 , то есть

удовлетворяют уравнению (Xk)
′′ + λkXk = 0 и условиям (0.2), (0.3), а Tk(t) –

функции только переменной t. Уравнение (0.1) линейно и однородно, поэтому

сумма частных решений также является решением этого уравнения.

Подставляя предполагаемую форму решения (3.1) в уравнение (0.1), полу-

чим

u(x, t) =
∑

k:D=0,λk 6=−λ
(Ake

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
+Bkte

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
)Xk +

+
∑

k:D>0,λk 6=−λ
(Ake

−α(λk+λ
′)+
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
+

+Bke
−α(λk+λ

′)−
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
)Xk +

+
∑

k:D<0,λk 6=−λ
(Ak cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
+Bk sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)×

×e
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
Xk +

∑
k:λk=−λ,λk 6=−λ′

Ake
−β(λk+λ

′′)
α(λk+λ

′) tXk (3.2)

Из (0.4) найдем константы Ak, Bk из чего следует, что решение задачи (0.1)

– (0.4) существует, если < ϕ,Xk >L2(G)=< ψ,Xk >L2(G)= 0, если λ = λk

Так как первая, вторая и четвертая суммы представляют собой конечное чис-

ло слагаемых, то для исследования непрерывности u(x, t) достаточно доказать

равномерную сходимость ряда

v(x, t) =
∑

k:D<0,λk 6=−λ

((Ak cos

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
t+
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+Bk sin

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
t)e

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
)Xk, (3.3)

из чего будет следовать, что u(x, t) непрерывно примыкает к своим начальным

и граничным условиям. Так как члены ряда (3.2) – непрерывные функции, то

из равномерной сходимости ряда следует его непрерывность. Пользуясь нера-

венством

|uk(x, t)| ≤ |Ak|+ |Bk|,

заключаем, что ряд
∞∑
k=1

(|ϕk|+
2|ψk|(λ+ λk) + α|ϕk|(λ+ λ′)√

4β(λ+ λk)(λk + λ′′)− α2(λk + λ′)2
) (3.4)

является мажорантным для ряда (3.3). Если мажорантный ряд (3.4) сходится,

то ряд (3.3) сходится равномерно, т.е. функция u(x, t) непрерывна. Чтобы убе-

диться в том, что ut(x, t) непрерывно примыкает к своим начальным значени-

ям, надо доказать непрерывность этой функции, для чего достаточно доказать

равномерную сходимость ряда

ut(x, t) ∼
∞∑
k=1

∂uk
∂t

=
∞∑
k=1

(−ϕk sin

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
t+

+( 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
) cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)×

×
√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
Xk (3.5)

или сходимость мажорантного ряда
∞∑
k=1

(|ϕk|+
2|ψk|(λ+ λk) + α|ϕk|(λ+ λ′)√

4β(λ+ λk)(λk + λ′′)− α2(λk + λ′)2
)×

×
√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
(3.6)

Наконец, чтобы убедиться в том, что функция v(x, t) удовлетворяет уравнению,

т.е. применим обобщенный принцип суперпозиции, достаточно доказать воз-

можность двукратного почленного дифференцирования ряда для v(x, t), для

чего, в свою очередь достаточно показать равномерную сходимость рядов

vtt(x, t) ∼
∞∑
k=1

∂2vk
∂t2

, (3.7)
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vxx(x, t) ∼
∞∑
k=1

∂2vk
∂x2

, (3.8)

vxxtt(x, t) ∼
∞∑
k=1

∂4vk
∂x2∂t2

. (3.9)

Исследуем равномерную сходимость рядов (3.6) – (3.9) для трехреберного

графа из примера 1 параграфа 2. В этом случае

v1(x, t) =
√

2
3l

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x,

v2(x, t) =
√

2
3l

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x,

v3(x, t) =
√

2
3l

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x.

Продифференцируем дважды по t:

v1tt(x, t) = −(

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)2
√

2
3l

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x,

v2tt(x, t) = −(

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)2
√

2
3l

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x,

v3tt(x, t) = −(

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)2
√

2
3l

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x,

продифференцируем дважды по x:

v1xx(x, t) = −
√

2
3l(

πk
l )2

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x,

v2xx(x, t) = −
√

2
3l(

πk
l )2

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x,
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v3xx(x, t) = −
√

2
3l(

πk
l )2

∞∑
k=1

(ϕk(cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t)+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l x.

Найдем смешанную производную. Обозначим P =

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)

v1xxtt(x, t) = (P )2
√

2
3l(

πk
l )2

∞∑
k=1

(ϕk(cosPt)+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sinPt) cos πk

l x,

v2xxtt(x, t) = (P )2
√

2
3l(

πk
l )2

∞∑
k=1

(ϕk(cosPt)+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sinPt) cos πk

l x,

v3xxtt(x, t) = (P )2
√

2
3l(

πk
l )2

∞∑
k=1

(ϕk(cosPt)+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sinPt) cos πk

l x.

Полученные ряды мажорируются, с точностью до константы, рядом
∞∑
k=1

k2(|ϕk|+ |ψk|).

Для сходимости этого ряда |ϕk| и |ψk| должны вести себя, по меньшей мере,

как k−(3+γ), где γ > 0. Следовательно, выполнения соотношений |ϕk| ∼ k−(3+γ)

и |ψk| ∼ k−(3+γ) надо добиться за счет условий на эти функции.

Рассмотрим

ϕk =< ϕ,Xk >=
√

2
3l

(
l∫
0

ϕ1(x)Xk
1 (x)dx+

l∫
0

ϕ2(x)Xk
2 (x)dx+

l∫
0

ϕ3(x)Xk
3 (x)dx

)
=

=
√

2
3l

(
l∫
0

ϕ1(x) cos πk
l xdx+

l∫
0

ϕ2(x) cos πk
l xdx+

l∫
0

ϕ3(x) cos πk
l xdx

)
=

=

√
2

3l
(ϕ1(x) sin

πk

l
x
l

πk
|l0 −

l

πk

l∫
0

ϕ′1(x) sin
πk

l
xdx+ ϕ2(x) sin

πk

l
x
l

πk
|l0−

− l

πk

l∫
0

ϕ′2(x) sin
πk

l
xdx+ ϕ3(x) sin

πk

l
x
l

πk
|l0 −

l

πk

l∫
0

ϕ′3(x) sin
πk

l
xdx).

Производя интегрирование еще раз по частям, получим

ϕk = −
√

2
3l

l
πk

(
l∫
0

ϕ′1(x) sin πk
l xdx+

l∫
0

ϕ′2(x) sin πk
l xdx+

l∫
0

ϕ′3(x) sin πk
l xdx

)
=

= −
√

2

3l
(
l

πk
)2(ϕ′1(x)(− cos

πk

l
x)|l0 +

l∫
0

ϕ′′1(x) cos
πk

l
xdx+ ϕ′2(x)(− cos

πk

l
x)|l0+
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+

l∫
0

ϕ′′2(x) cos
πk

l
xdx+ ϕ′3(x)(− cos

πk

l
x)|l0 +

l∫
0

ϕ′′3(x) cos
πk

l
xdx) =

= − 2

3l
(
l

πk
)3(ϕ′′1(x) sin

πk

l
x|l0 −

l∫
0

ϕ′′′1 (x) sin
πk

l
xdx+ ϕ′′2(x) sin

πk

l
x|l0−

−
l∫

0

ϕ′′′2 (x) sin
πk

l
xdx+ ϕ′′3(x) sin

πk

l
x|l0 −

l∫
0

ϕ′′′3 (x) sin
πk

l
xdx) =

√
2

3l
(
l

πk
)3ϕ

(3)
k ,

где

ϕ
(3)
k =

l∫
0

ϕ′′′1 (x) sin
πk

l
xdx+

l∫
0

ϕ′′′2 (x) sin
πk

l
xdx+

l∫
0

ϕ′′′3 (x) sin
πk

l
xdx.

Получаем что

ϕ′1(0) = ϕ′1(l) = ϕ′2(0) = ϕ′2(l) = ϕ′3(0) = ϕ′3(l) = 0 (3.10)

Аналогично получается и для ψk.

ψ
(3)
k =

l∫
0

ψ′′′1 (x) sin
πk

l
xdx+

l∫
0

ψ′′′2 (x) sin
πk

l
xdx+

l∫
0

ψ′′′3 (x) sin
πk

l
xdx.

Таким образом, при выполнении условий (3.10) на начальные функции ϕ(x) и

ψ(x) мы достигаем поставленной цели. Так как для любых чисел a > 0, k > 0

справедливо равенство
a

k
≤ 1

2

(
1

k2
+ a2

)
, (3.11)

то требуя кусочной непрерывности от третьей производной функции ϕ(x) и

ψ(x), а также, используя равенство Парсеваля

∞∑
k=1

ϕ2
k(x) =

√
2

3l

 l∫
0

ϕ2
1(x)dx+

l∫
0

ϕ2
2(x)dx+

l∫
0

ϕ2
3(x)dx


для этих функций, можно убедиться в сходимости рядов

∞∑
k=1

|ϕ(3)
k (x)|2,

∞∑
k=1

|ψ(3)
k (x)|2.
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Отсюда, следует сходимость рядов
∞∑
k=1

|ϕ(3)
k (x)|2

k
,
∞∑
k=1

|ψ(3)
k (x)|2

k
,

а следовательно, сходимость и ряда
∞∑
k=1

k2(|ϕk|+ |ψk|).

Таким образом, мы выяcнили уcловия на начальные функции ϕ(x) и ψ(x), при

которых произведенные нами операции при решении задачи методом Фурье

являютcя законными и функция u(x, t), определяемая равенcтвом (3.1), будет

решением задачи (0.1) – (0.4)

Теорема 3. Пуcть производные функции ϕ(x), ψ(x) до 2-го порядка вклю-

чительно непрерывны, а третьи производные функций ϕ(x), ψ(x) куcочно-

непрерывны и, кроме того,

ϕ′1(0) = ϕ′1(l) = ϕ′2(0) = ϕ′2(l) = ϕ′3(0) = ϕ′3(l) = 0,

ψ′1(0) = ψ′1(l) = ψ′2(0) = ψ′2(l) = ψ′3(0) = ψ′3(l) = 0

Тогда существует единственное решение задачи (0.1) – (0.4) для трехреберного

графа G5, представимое в виде:

u1(x, t) =
∑

k:D=0,λk 6=−λ

(Ake
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
+Bkte

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
)X1

k+

+
∑

k:D>0,λk 6=−λ

(Ake
−α(λk+λ

′)+
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
+

+Bke
−α(λk+λ

′)−
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
)X1

k+

+
∑

k:D<0,λk 6=−λ

((Ak cos

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
+

+Bk sin

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
)e
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
)X1

k+

∑
k:λk=−λ,λk 6=−λ′

(Ake
−β(λk+λ

′′)
α(λk+λ

′) t)X1
k ,
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u2(x, t) =
∑

k:D=0,λk 6=−λ

(Ake
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
+Bkte

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
)X2

k+

+
∑

k:D>0,λk 6=−λ

(Ake
−α(λk+λ

′)+
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
+

+Bke
−α(λk+λ

′)−
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
)X2

k+

+
∑

k:D<0,λk 6=−λ

((Ak cos

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
+

+Bk sin

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
)e
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
)X2

k+

+
∑

k:λk=−λ,λk 6=−λ′
(Ake

−β(λk+λ
′′)

α(λk+λ
′) t)X2

k

u3(x, t) =
∑

k:D=0,λk 6=−λ

(Ake
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
+Bkte

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
)X3

k+

+
∑

k:D>0,λk 6=−λ

(Ake
−α(λk+λ

′)+
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
+

+Bke
−α(λk+λ

′)−
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
)X3

k+

+
∑

k:D<0,λk 6=−λ

((Ak cos

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
+

+Bk sin

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
)e
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
)X3

k+

+
∑

k:λk=−λ,λk 6=−λ′
(Ake

−β(λk+λ
′′)

α(λk+λ
′) t)X3

k

где

X1
k(x) =

√
2

3l
cos

πk

l
x,

X2
k(x) =

√
2

3l
cos

πk

l
x,
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X3
k(x) =

√
2

3l
cos

πk

l
x,

λk = (
πk

l
)2, k = 1, 2, ...

А теперь, аналогично исследуем равномерную сходимость рядов (3.6) – (3.9)

для n – реберного графа G7 из примера 7 параграфа 2. В этом случае

v1(x, t) =

√
2

l1 + l2 + ...+ ln

∞∑
k=1

(ϕk cos

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
t+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
x,

...

vn(x, t) =

√
2

l1 + l2 + ...+ ln

∞∑
k=1

(ϕk cos

√
α2(λk + λ′)2 − 4β(λ+ λk)(λk + λ′′)

2(λ+ λk)
t+

+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ
′)√

4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2
sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
(l1+l2+...+

+ ln−1 + x).

Продифференцируем дважды по t:

v1tt(x, t) = −
√

2
l1+l2+...+ln

(

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)2
∞∑
k=1

(ϕk ×

× cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ

′)√
4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2

×

× sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
x,

...

vntt(x, t) = −
√

2
l1+l2+...+ln

(

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)2
∞∑
k=1

(ϕk ×

× cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ

′)√
4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2

×

× sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + ...+ ln−1 + x),

продифференцируем дважды по x:

v1xx(x, t) = −
√

2
l1+l2+...+ln

( πk
l1+l2+...+ln

x)2
∞∑
k=1

(ϕk ×

× cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ

′)√
4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2

×

× sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
x,

...
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vnxx(x, t) = −
√

2
l1+l2+...+ln

( πk
l1+l2+...+ln

x)2
∞∑
k=1

(ϕk ×

× cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ

′)√
4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2

×

× sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + ...+ ln−1 + x),

найдем смешанные производные

v1xxtt(x, t) =
√

2
l1+l2+...+ln

( πk
l1+l2+...+ln

x)2(

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)2
∞∑
k=1

(ϕk ×

× cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ

′)√
4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2

×

× sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
x,

...

vnxxtt(x, t) =
√

2
l1+l2+...+ln

( πk
l1+l2+...+ln

x)2(

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)2
∞∑
k=1

(ϕk ×

× cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t+ 2ψk(λ+λk)+αϕk(λ+λ

′)√
4β(λ+λk)(λk+λ′′)−α2(λk+λ′)2

×

× sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
t) cos πk

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + ...+ ln−1 + x).

Полученные ряды мажорируются, с точностью до константы, рядом
∞∑
k=1

k2(|ϕk|+ |ψk|).

Для сходимости этого ряда |ϕk| и |ψk| должны вести себя, по меньшей мере,

как k−(3+γ), где γ > 0. Следовательно, выполнения соотношений |ϕk| ∼ k−(3+γ)

и |ψk| ∼ k−(3+γ) надо добиться за счет условий на эти функции.

Рассмотрим

ϕk =< ϕ,Xk >=
√

2
l1+l2+...+ln

[
l1∫
0

ϕ1(x)X1
k(x)dx+ ...+

ln∫
0

ϕn(x)Xn
k (x)dx] =

=
√

2
l1+l2+...+ln

[
l1∫
0

ϕ1(x) cos πk
l1+l2+...+ln

xdx+ ...+
ln∫
0

ϕn(x) cos πk
l1+l2+...+ln

(l1 + l2 + ...+

ln−1 + x)dx] =

=
√

2
l1+l2+...+ln

[ l1+l2+...+lnπk ϕ1(x) sin πk
l1+l2+...+ln

x|l10− l1+l2+...+ln
πk

l1∫
0

ϕ′1(x) sin πk
l1+l2+...+ln

xdx+

+...+ l1+l2+...+ln
πk ϕn(x) sin πk

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + ...+ ln−1 +x)|ln0 − l1+l2+...+ln

πk

ln∫
0

ϕ′n(x)×

× sin πk
l1+l2+...+ln

(l1 + l2 + ...+ ln−1 + x)dx].

Так как внеинтегральный член мешает получению упомянутых соотношения,
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то, потребовав от ϕ(x) выполнение условий

ϕ1(l1) = ... = ϕn(0) = 0 (3.12)

и производя еще раз интегрирование по частям, получим

ϕk =
√

2
l1+l2+...+ln

( l1+l2+...+lnπk )2[ϕ′1(x) cos πk
l1+l2+...+ln

x|l10 −
l1∫
0

ϕ′′1(x) cos πk
l1+l2+...+ln

xdx+

...+ ϕ′n(x) cos πk
l1+l2+...+ln

(l1 + l2 + ...+ ln−1 + x)|ln0 −
ln∫
0

ϕ′′n(x) cos πk
l1+l2+...+ln

(l1 + l2 +

...+ ln−1 + x)dx] =

=
√

2
l1+l2+...+ln

( l1+l2+...+lnπk )3[−ϕ′′1(x) sin πk
l1+l2+...+ln

x|l10 +
l1∫
0

ϕ′′′1 (x) sin πk
l1+l2+...+ln

xdx−

...− ϕ′′n(x) sin πk
l1+l2+...+ln

(l1 + l2 + ...+ ln−1 + x)|ln0 +
ln∫
0

ϕ′′′n (x) sin πk
l1+l2+...+ln

(l1 + l2 +

...+ ln−1 + x)dx] =
√

2
l1+l2+...+ln

( l1+l2+...+lnπk )3ϕ
(3)
k ,

где

ϕ
(3)
k =

l1∫
0

ϕ′′′1 (x) sin πk
l1+l2+...+ln

xdx+ ...+
ln∫
0

ϕ′′′n (x) cos πk
l1+l2+...+ln

(l1 + l2 + ...+ ln−1 +

+ x)dx.

Получаем что

ϕ′1(l1) = ϕ′1(0) = 0, ϕ′n(ln) = ϕ′n(0) = 0

ϕ′′1(l1) = ϕ′′n(0) = 0 (3.13)

Аналогично получается и для ψk.

ψ
(3)
k =

l1∫
0

ψ′′′1 (x) sin πk
l1+l2+...+ln

xdx+...+
ln∫
0

ψ′′′n (x) cos πk
l1+l2+...+ln

(l1+l2+...+ln−1+x)dx.

Таким образом, при выполнении условий (3.12) и (3.13) на начальные функции

ϕ(x) и ψ(x) мы достигаем поставленной цели. Так как для любых чисел

a > 0, k > 0 справедливо равенство

a

k
≤ 1

2

(
1

k2
+ a2

)
, (3.14)

то требуя кусочной непрерывности от третьей производной функции ϕ(x) и

ψ(x), а также, используя равенство Парсеваля

∞∑
k=1

ϕ2
k(x) =

√
2

l1 + l2 + ...+ ln

 l1∫
0

ϕ2
1(x)dx+ ...+

ln∫
0

ϕ2
n(x)dx
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для этих функций, можно убедиться в сходимости рядов
∞∑
k=1

|ϕ(3)
k (x)|2,

∞∑
k=1

|ψ(3)
k (x)|2.

Отсюда, и из (4.10) следует сходимость рядов
∞∑
k=1

|ϕ(3)
k (x)|2

k
,
∞∑
k=1

|ψ(3)
k (x)|2

k
,

а следовательно, сходимость и ряда
∞∑
k=1

k2(|ϕk|+ |ψk|).

Таким образом, мы выяснили условия на начальные функции ϕ(x) и ψ(x), при

которых произведенные нами операции при решении задачи методом Фурье

являются законными и функция u(x, t), определяемая равенством (3.1), будет

решением задачи (0.1) – (0.4).

Теорема 6. Пусть производные функции ϕ(x), ψ(x) до 2-го порядка вклю-

чительно непрерывны, а третьи производные функций ϕ(x), ψ(x) кусочно-

непрерывны и, кроме того,

ϕ1(l1) = ... = ϕn(0) = 0,

ϕ′1(l1) = ϕ′1(0) = 0, ϕ′n(ln) = ϕ′n(0) = 0,

ϕ′′1(l1) = ϕ′′n(0) = 0,

ψ1(l1) = ... = ψn(0) = 0,

ψ′1(l1) = ψ′1(0) = 0, ψ′n(ln) = ψ′n(0) = 0,

ψ′′1(l1) = ψ′′n(0) = 0.

Тогда существует единственное решение задачи (0.1) – (0.4) для n-реберного

графа G7, представимое в виде:

u1(x, t) =
∑

k:D=0,λk 6=−λ
(Ake

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
+Bkte

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
)X1

k +

+
∑

k:D>0,λk 6=−λ
(Ake

−α(λk+λ
′)+
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
+

+Bke
−α(λk+λ

′)−
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
)X1

k +
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+
∑

k:D<0,λk 6=−λ
((Ak cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
+

+Bk sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+ +λk)
)e
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
)Xk

1 +
∑

k:λk=−λ,λk 6=−λ′
Ake

−β(λk+λ
′′)

α(λk+λ
′) tX1

k

...

un(x, t) =
∑

k:D=0,λk 6=−λ
(Ake

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
+Bkte

−α(λk+λ
′)

2(λ+λk)
t
)Xk

n +

+
∑

k:D>0,λk 6=−λ
(Ake

−α(λk+λ
′)+
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
+

+Bke
−α(λk+λ

′)−
√
α2(λk+λ

′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)
2(λ+λk)

t
)Xn

k +

+
∑

k:D<0,λk 6=−λ
((Ak cos

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
+Bk sin

√
α2(λk+λ′)2−4β(λ+λk)(λk+λ′′)

2(λ+λk)
)×

× e
−α(λk+λ

′)
2(λ+λk)

t
)Xn

k +
∑

k:λk=−λ,λk 6=−λ′
Ake

−β(λk+λ
′′)

α(λk+λ
′) tXn

k ,

где

X1
k(x) =

√
2

l1+l2+...+ln
cos πk

l1+l2+...+ln
x,

...

Xn
k (x) =

√
2

l1+l2+...+ln
cos 2

l1+l2+...+ln
(l1 + l2 + ...+ ln + x), k = 0, 1, ...
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3.2 Описание алгоритма численного метода и программы

Рассмотрим математическую модель Буссинеска – Лява на графе.

Приближенное решение задачи (0.1) – (0.4) будем искать в виде галеркинской

суммы

u(x, t) =
N∑
k=0

Tk(t)Xk(x)

где Xk – ортонормированные в смысле L2(G) собственные функци оператора

Штурма – Лиувилля на графе G. На первом этапе алгоритма задаются па-

раметры уравнения Буссинеска – Лява α, β, λ, λ′, λ′′, количество членов галер-

кинского приближения N . По этим данным генерируется дифференциальное

уравнение относительно неизвестной u(x, t).

На втором этапе алгоритма полученное дифференциальное уравнение умно-

жается скалярно на собственные функции задачи Штурма – Лиувилля Xk(x),

k = 1, ..., N , получается система алгебро-дифференциальных уравнений. На-

чальные функции для уравнения Буссинеска – Лява умножаются на собствен-

ные функции, чтобы получить начальные условия для системы

алгебро-дифференциальных уравнений. В случае выражденного уравнения, при

выполнении условий λk = −λ и λk = −λ′, проверяется условие < ϕ,Xk >=

=< ψ,Xk >= 0. Если оно выполнено, то находится решение алгебраического

уравнения иначе – решений нет. При выполнении условия λk = −λ, но невы-

полнении условия λk = −λ′, проверяется условие < ϕ,Xk >= −α<ψ,Xk>(λk+λ
′)

β(λk+λ′′)
.

Если оно выполнено, то решается дифференциальное уравнение 1-го порядка

иначе – решений нет. При невыполнении условия λk 6= −λ, решается диффе-

ренциальное уравнение 2-го порядка. После проверки всех условий, находится

решение исходной задачи. Полученные результаты выводятся в виде графика.
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Блок-схема алгоритма

Рис. 6: Блок-схема алгоритма
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Описание программы

На основе полученных теоретических результатов в пакете Maple 18.0 раз-

работана программа нахождения численного решения уравнения Буссинеска –

Лява, заданного на трехреберном ориентированном графе.

На первом этапе реализация алгоритма осуществляется на основе генерации

задачи Штурма – Лиувилля с помощью команды diff(). Далее с помощью ко-

манды dsolve() находятся решения полученной задачи. С помощью функции

simplify() упрощается уравнение и вид решения. На втором этапе с помощью

цикла for() реализуется выполнение условия нормировки: функция combine()

позволяет объединять несколько функций. Условия нормировки: интегрируя с

помощью функции int(), полученные на первом этапе собственные функции, вы-

числяем их нормы. Далее нормируем собственные функции, разделив каждую

компоненту на норму. На третьем этапе определяется галеркинское приближе-

ние с помощью команды sum(). Далее вводятся коэффициенты уравнения Бус-

синеска – Лява и генерируется сумма. На следующем шаге вводятся начальные

функции. С помощью цикла for() начальные функции скалярно умножаются

на собственные функции.

Задаются массивы array() для дифференциальных уравнений 1-го порядка,

дифференциальных уравнений 2-го порядка и для алгебраических уравнений.

Далее проверяются все условия согласно алгоритму для нахождения всех реше-

ний задачи с использованием команд if...else...then. При решение системы ал-

гебраических уравнений используется команда solve(). При решении системы

дифференциальных уравнений используется команда dsolve(). При построении

графика используется команда plot3d(). С помощью команды animate() строит-

ся анимация, которая показывает продольное смещение элементов конструкции

с течением времени.

31



3.3 Вычислительные эксперименты.

Пример 6. Пусть граф G состоит из трех ребер длины l = π соответственно,

соединяющих четыре вершины, α = 1, λ = −3, λ′ = 0, λ′′ = −1, β = 1. Составим

Рис. 7: Граф G3

уравнение Буссинеска – Лява (0.1) для данного графа.

−3u1tt+ 3u1xxtt− u1xxt+ u1xx− u1 = 0,

−3u2tt+ 3u2xxtt− u2xxt+ u2xx− u2 = 0,

−3u3tt+ 3u3xxtt− u3xxt+ u3xx− u3 = 0.

Условия (0.2) – (0.3) примут вид

u1(l, t) = u2(0, t) = u3(0, t) = 0,

u2x(0, t) + u3x(0, t)− u1x(l, t) = 0,

u1x(0, t) = u2x(l, t) = u3x(l, t) = 0.

Зададим начальные условия (0.4)

ϕ1 = cosx, ϕ2 = 1− cosx, ϕ3 = 3 cos x

ψ1 = cosx, ψ2 = 1− cosx, ψ3 = 3 cos x

Будем искать решение в виде

u(x, t) =
3∑

k=0

Tk(t)Xk(x),
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где Xk(x) – ортонормированные собственные функции оператора − ∂2

∂x2 , то есть

удовлетворяют уравнению (Xk)
′′ + λkXk = 0 и условиям (0.2), (0.3), а Tk(t) –

функции только переменной t.

Решение задачи (0.1)-(0.4) для данного графа G примет вид:

u1 =
3∑

k=0

Tk(t)X
1
k(x) = 0.456e0.576t− 0.122e−0.576t + 0.460 cosx(−2.17 + 1.45e−0.5t)

u2 =
3∑

k=0

Tk(t)X
2
k(x) = 0.456e0.576t− 0.122e−0.576t− 0.460 cosx(−2.17 + 1.45e−0.5t)

u3 =
3∑

k=0

Tk(t)X
3
k(x) = 0.456e0.576t− 0.122e−0.576t− 0.460 cosx(−2.17 + 1.45e−0.5t)

Графики: в трехмерном пространстве, в момент времени t1 = 0.583 и t2 = 2.0:

Пример 7. Зададим новые начальные данные и начальные функции:

α = 1, λ = −2, λ′ = 0, λ′′ = −1, β = 1

ϕ1 = cos (x+ 1), ϕ2 = cos (x+ 3), ϕ3 = cos (x+ 9)

ψ1 = cos (x+ 1), ψ2 = cos (x+ 3), ψ3 = cos (x+ 9)

Составим уравнение Буссинеска – Лява (0.1) для данного графа при данных

условиях.

−2u1tt + 3u1xxtt − u1xxt + u1xx − u1 = 0,

−2u2tt + 3u2xxtt − u2xxt + u2xx − u2 = 0,

−2u3tt + 3u3xxtt − u3xxt + u3xx − u3 = 0.
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Решение задачи (0.1)-(0.4) для данного графа G примет вид:

u1 =
3∑

k=0

Tk(t)X
1
k(x) = −0.403e0.576t+0.109e−0.576t+0.460 cosx(5.30−3.53e−0.5t)+

+ 0.460 cos 2.x(0.134e4.65t + 0.297e−0.65t)

u2 =
3∑

k=0

Tk(t)X
2
k(x) = −0.403e0.576t+0.109e−0.576t−0.460 cosx(5.30−3.53e−0.5t)+

+ 0.460 cos 2.x(0.134e4.65t + 0.297e−0.65t)

u3 =
3∑

k=0

Tk(t)X
3
k(x) = −0.403e0.576t+0.109e−0.576t−0.460 cosx(5.30−3.53e−0.5t)+

+ 0.460 cos 2.x(0.134e4.65t + 0.297e−0.65t)

Графики в разный момент времени

t2 = 1.42 и t3 = 1.83.

Пример 8. Зададим новые начальные данные и начальные функции:

α = 1, λ = 4, λ′ = −4, λ′′ = −1, β = 1

ϕ1 = cos (x+ 1), ϕ2 = cos (x+ 3), ϕ3 = cos (x+ 9)

ψ1 = cos (x+ 1), ψ2 = cos (x+ 3), ψ3 = cos (x+ 9)

Составим уравнение Буссинеска – Лява (0.1) для данного графа при данных

условиях.

4u1tt + 3u1xxtt − 4ut − u1xxt + u1xx − u1 = 0,

4u2tt + 3u2xxtt − 4ut − u2xxt + u2xx − u2 = 0,

4u3tt + 3u3xxtt − 4ut − u3xxt + u3xx − u3 = 0.
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Решение задачи (0.1)-(0.4) для данного графа G примет вид:

u1 =
3∑

k=0

Tk(t)X
1
k(x) = −0.29e0.500t−0.443e−0.500t+0.460 cosx(4.70−2.95e−0.6t)+

+ 0.460 cos 2x(0.563e0.612t − 0.135e−0.612t)

u2 =
3∑

k=0

Tk(t)X
2
k(x) = −0.29e0.500t−0.443e−0.500t−0.460 cosx(4.70−2.95e−0.6t)+

+ 0.460 cos 2x(0.563e0.612t − 0.135e−0.612t)

u3 =
3∑

k=0

Tk(t)X
3
k(x) = −0.29e0.500t−0.443e−0.500t−0.460 cosx(4.70−2.95e−0.6t)+

+ 0.460 cos 2x(0.563e0.612t − 0.135e−0.612t)

Графики в разный момент времени

t4 = 0.33 и t5 = 2.0.

35



Заключение

В работе проведено аналитическое решение и численное исследование уравне-

ния Буccинеcка – Лява на некоторых геометричеcких графах.

В ходе выполнения поcтавленной задачи в первом параграфе были рассмот-

рены cвойcтва cобcтвенных функций и cобcтвенных значений вcпомогательной

задачи. Во втором параграфе решена вcпомогательная задача Штурма – Ли-

увилля для некоторых графов. В третьем параграфе были найдены форму-

лы решения уравнения Буccинеcка – Лява на конкретных графах c помощью

метода Фурье. В четвертом параграфе, дано обоcнование применения метода

Фурье для решения задачи на конкретных cвязных ориентированных графах,

то еcть даны уcловия на начальные функции, при которых можно применять

данный метод. Разработан алгоритм для нахождения чиcленного решения ма-

тематичеcкой модели Буccинеcка – Лява на трехреберном графе. Предcтавлена

cхема алгоритма и ее опиcание. Для трехреберного графа напиcана программа

в пакете Maple 18.0, c помощью которой реализуетcя опиcанный алгоритм. С

помощью программы проведены вычиcлительные экcперемнты c поcтроением

графика полученного решения. Вcе цели выпуcкной квалификационной работы

доcтигнуты. Работа может быть полезной для cтудентов, изучающих различ-

ные математичеcкие диcциплины, при подготовке к экзамену, к cамоcтоятель-

ной работе и практичеcким иccледованиям. Так же работа может быть полезна

в архитектуре при проектировании конcтрукций (башни, трубопроводы и т.д.)
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