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В статье рассматривается метод матричных пучков, являющийся параметрическим Прони-подобным 

методом обработки сигнала и позволяющим найти частоты, коэффициенты затухания, фазы и амплитуды 

суммы затухающих синусоид. Его преимуществом по сравнению с методом Прони является меньшее коли-

чество операций, что приводит к меньшей вычислительной ошибке. Предложена модификация данного ме-

тода способная решить задачу разделения истинных и ложных полюсов сигнала. Из отсчетов сигнала кон-

струируются два пучка матриц, собственные значения которых в случае отсутствия шума совпадают с по-

люсами сигнала и обратными к ним. В случае зашумленного сигнала разделение истинных и ложных полю-

сов проводится за счет: 1) сингулярного разложения, 2) завышенного порядка предсказания, 3) анализа 

собственных значений двух пучков матриц. Приведен алгоритм модифицированного метода матричных 

пучков и сравнение этой модификации с классическим вариантом на модельном примере обнаружения сиг-

нала в шуме. Показано, что классический метод не способен определить время начала полезного сигнала, 

поскольку подстраивает под шум сумму экспонент. Модифицированный метод матричных пучков решает 

задачу обнаружения сигнала в шуме и его параметров, т.к. помимо определения времени прихода сигнала, 

также способен оценить количество затухающих синусоид в нем и их параметры. Предложенный алгоритм 

обнаружения сигнала пригоден для  работы с сигналами достаточно общего вида (суммой затухающих си-

нусоид) и не требует знания законов распределения самого сигнала и его шумовой составляющей, как метод 

максимального правдоподобия.  

Ключевые слова: обработка сигнала, метод матричных пучков, обнаружение сигнала в шуме, опреде-

ления времени прихода, оценка частоты. 
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Введение 

Метод матричных пучков (ММП) [1] является одним из Прони-подобных [2] методов 

оценки параметров суммы комплексных экспонент. Его преимуществом по сравнению с 

методом Прони является меньшее количество операций, что приводит к меньшей вы-

числительной ошибке. ММП находит многочисленные применения — в спектральном 

анализе сигналов ядерного магнитного резонанса [3], в идентификации радиолокацион-

ных объектов [4], в сейсмологии [5], медицине [6] и др. 

Хорошо известно, что при использовании метода Прони в случае высокого уровня 

шума весьма затруднительно разделить корни характеристического полинома на корни, 
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соответствующие полезному сигналу и корни, соответствующие шуму. Для упрощения 

этого разделения и улучшения точности оценок полюсов сигнала используются три ме-

тода [7]: SVD-разложение, завышенный порядок предсказания и анализ нулей полино-

мов линейного предсказания вперед и назад, дающих оценки для полюсов сигнала z  и 

обратных к ним 1−
z , соответственно. Нули, соответствующие истинным экспоненциаль-

ным сигналам, будут появляться во взаимно обратных точках, расположенных вдоль 

некоторого общего радиуса, что и облегчает идентификацию экспонент в шуме [8]. 

ММП, как и метод Прони, подстраивает сумму экспонент под любой аддитивный 

шум, присутствующий в данных и, по этой причине, не обеспечивает удовлетворитель-

ных результатов при значительном уровне шума. В исходном варианте ММП оценку 

для полюсов z  сигнала дают собственные значения некоего пучка матриц, сконструи-

рованного из отсчетов сигнала. Между тем, как показано в настоящей статье, несложно 

получить с помощью тех же данных оценку для 1−
z  и, на основе анализа значений z  и 

1−
z , решить вопрос разделения истинных экспоненциальных сигналов и шума. Целью 

настоящей работы является модификация метода матричных пучков, использующая 

совместное оценивание полюсов сигнала и обратных к ним и аналогичная описанной 

выше модификации метода Прони.  

В качестве приложения данной модификации ММП в данной работе рассматривает-

ся задача определения параметров и времени прихода для сигнала с неизвестными па-

раметрами. Насколько нам известно, ранее нигде ММП не использовался для определе-

ния времени прихода сигнала, возможно потому, что (как показано в данной статье) 

классический ММП плохо справляется с этой задачей. Заметим, что существует множе-

ство алгоритмов решения задачи обнаружения сигнала, но они либо работают преиму-

щественно с синусоидальными сигналами (преобразование Фурье, обобщенный «кросс-

коррелятор» [9–11]), либо требуют знания законов распределения как самого сигнала, 

так и его шумовой составляющей (метод максимального правдоподобия [12;13]). Пред-

ложенный в этой статье метод не требует такой априорной информации и работает с 

сигналами достаточно общего вида — суммой затухающих синусоид. Количество сину-

соид не предполагается известным заранее. 

Структура работы такова. В разделе 1 мы описываем исходный вариант ММП. Его 

модификация и проблемы ее программной реализации обсуждаются в разделе 2. В раз-

деле 3 приведен результат численного эксперимента с помощью модифицированного 

ММП. Рассматривается важная задача обнаружения сигнала (и оценки его параметров) 

в шуме. Показано, что, в отличие от классического ММП, предложенный в данной ста-

тье метод позволяет определять неизвестное время прихода сигнала и оценить его ча-

стоту. Завершается работа заключением с указанием направления будущих исследова-

ний. 

 

1. Метод матричных пучков 

ММП предназначен для нахождения параметров 
k

R , 
k
z  сигнала вида: 
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где k
i

kk
eAR

ϕ
=  — комплексные амплитуды, ( )Tfi

k
kk

ez
πα 2+

=  — комплексные экспоненты 

(полюсы сигнала), T  — период дискретизации сигнала, 1,,1,0 −= Nn K , N  — число 

отсчетов сигнала. 

Как правило, обрабатываемый сигнал является зашумленным, т.е. имеет вид: 
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kknnn
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где 
n
v  — отсчеты шума. 

Из данных N  отсчетов сигнала сформируем матрицы размеров ( ) LLN ×− : 
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Здесь L— единственный параметр метода матричных пучков, значение которого 

должно удовлетворять неравенству: MNLM −≤≤ , где N – число отсчетов, M  — 

число экспонент сигнала. Показано [14], что при выборе 
23

N
L

N
≤≤  дисперсия оценки 

полюсов 
k
z   будет минимальна, т.е. ММП будет наименее чувствителен к шуму.  

Напомним [15], что обобщенная постановка задачи отыскания собственных значений 

выглядит следующим образом: Найти собственные векторы x  и собственные значения 

λ , определяемые соотношением  

BxAx λ= .                                              (4) 

Характеристическое уравнение для обобщенной задачи о собственных значениях имеет 

вид: 0)det( =− BA λ . Выражение BA λ−  называют пучком матриц и говорят о соб-

ственных значениях и собственных векторах пучка матриц. 

Доказано [1], что собственными числами пучка матриц 
10
YY λ−  в случае отсутствия 

шума являются полюсы сигнала ( )Tfi

k
kk

ez
πα 2+

= . Данный факт и определил название ме-

тода.  

Таким образом, найти 
k
z  в случае чистого сигнала можно как собственные значе-

ния матрицы 
10

YY
+ . Однако в случае зашумленных данных собственные значения мат-

рицы 
10

YY
+  не будут в точности равны полюсам сигнала. Для эффективной фильтрации 

шума матрицу 
0

Y  необходимо предварительно подвергнуть операции сингулярного 

(SVD) разложения. Здесь и далее верхним индексом +  мы обозначаем псевдообратную 

матрицу Мура—Пенроуза. Напомним, что псевдообратная, в отличие от обратной, суще-

ствует для любой матрицы, а операцию псевдообращения можно понимать [16] как ре-

шение задачи наилучшей аппроксимации (по методу наименьших квадратов с предель-

ным вариантом регуляризации) для соответствующей системы уравнений. 

Рассмотрим SVD-разложение матрицы 
0

Y :  
H

USVY =
0

,                                             (5) 

где VU ,  — унитарные матрицы размеров ( ) ( )LNLN −×−  и LL×  соответственно, S — 

матрица размеров ( ) LLN ×− , на главной диагонали которой стоят неотрицательные 
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вещественные (сингулярные) числа в порядке невозрастания. Здесь и далее верхним ин-

дексом H  мы обозначаем операцию эрмитова сопряжения. 

Заметим, что в случае отсутствия шума диагональная матрица S  имеет ровно M

ненулевых сингулярных чисел, все последующие равны нулю.  В случае зашумленного 

сигнала ненулевых сингулярных чисел уже не будет, однако между первыми M  и по-

следующими сингулярными числами матрицы S  будет наблюдаться ярко выраженный 

скачок, который и позволит определить число комплексных экспонент в сигнале. 

Итак, сингулярное разложение матрицы 
0

Y  позволяет определить число истинных 

экспонент сигнала M . Кроме того, оно может быть использовано для нахождения 

псевдообратной матрицы H
UVSY

++

=
0

. На практике используется усеченная до ранга 

M псевдообратная матрица H

M
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K=σ  – наиболь-

шие сингулярные числа матрицы 
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Y , 
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,  — соответствующие сингулярные векторы, 

( )
M

diagA
0010

,, σσ K= . 

После нахождения матрицы +

0
Y  для оценки полюсов сигнала Mkz

k
,,1, K= , остает-

ся только найти M собственных чисел матрицы 
10
YY

+  или, в силу следующей цепочки 

равенств: 
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найти M собственных чисел матрицы 
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= , дающих оценку для полюсов 

сигнала ( )
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Комплексные амплитуды ki
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eAR
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= , Mk ,,1K= , находим, решая следующую за-

дачу методом наименьших квадратов: 
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Описанный «классический» метод матричных пучков имеет следующий недостаток. 

При обработке реальных сигналов, особенно с большим уровнем шума, заметить скачок 

между сингулярными числами, соответствующими сигналу и шуму и провести тем са-

мым разделение полюсов на истинные и ложные, оказывается весьма затруднительно. В 

методе Прони с этой проблемой справляется завышенный порядок предсказания: по-

скольку число истинных полюсов сигнала M  не поддается определению, его берут явно 

завышенным, «с запасом». Далее для идентификации истинных полюсов среди всех 

найденных применяется анализ оценок для 
k
z и 1−

k
z , даваемых нулями полиномов ли-

нейного предсказания вперед и назад.  

В следующем разделе мы предлагаем аналогичную модификацию ММП. 
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2. Модификация метода матричных пучков 

Как уже было отмечено в разделе 1, полюсы сигнала ( )Tfi

k
kk

ez
πα 2+

=  являются соб-

ственными числами пучка матриц 
10
YY λ−  и их можно найти как собственные числа 

матрицы 
10
YY

+  или 
E

Z . Рассмотрим пучок матриц 
01

YY λ− . Его собственными числами, 

очевидно, являются 1−

k
z , которые, в отсутствии шума, можно найти как собственные 

числа матрицы 
01

YY
+ . В случае зашумленных данных следует рассмотреть матрицу 

,
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+  где +
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Y  — усеченная до ранга M псевдообратная матрица  
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Здесь Mi
i

,,1,
1

K=σ  — наибольшие сингулярные числа матрицы 
1
Y , 

ii
uv
11

,  — со-

ответствующие сингулярные векторы, ( )
M

diagA
1111

,, σσ K= . Очевидно, что, как и в 

предыдущем разделе, можно вместо матрицы 
01

YY
+  рассмотреть матрицу 

101

1

1
VYUAZ

H

I

−

= , т.к. их собственные числа совпадают. 

Итак, в ММП, как и в методе Прони, можно получить оценки для  полюсов 
k
z  и  

обратных к ним 1−

k
z , а значит можно предложить аналогичный способ отделения ис-

тинных полюсов от ложных, основанный на совместном анализе этих оценок. Из-за шу-

ма скачок между сингулярными числами будет размыт и число истинных полюсов сиг-

нала M  не будет найдено. Как и в методе Прони, используем завышенный порядок 

предсказания, выбрав M  «с запасом».  

Инициализация:  

 Задаем малое положительное число 1,001,0 ÷=ε  и формируем мат-

рицы  
10

,YY  из отсчетов сигнала; 

Шаг 1. Находим усеченное SVD-разложение матриц  

,
000

H
AVUY =  H

VAUY
1111

=

 
и предварительную оценку числа M  полюсов сигнала.  

 Шаг 2. Составляем матрицы  
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= . 

 Шаг 3. Находим их собственные числа 
k

p , 
m

q , .,...,1, Mmk =          

Шаг 4. Определяем число M  истинных полюсов сигнала и сами по-

люсы: 

 Если  

  ε≤−

m

k

q
p

1
 для некоторых mk, ,  

 То
k
p  — истинный полюс сигнала,  

 Иначе 
k
p  — ложный полюс. 

Шаг 5. Находим комплексные амплитуды ki

kk
eAR

ϕ
= , Mk ,,1K= . 

Стоп. 

Рис. 1. Модифицированный метод матричных пучков 
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Далее для отделения истинных полюсов сигнала от полюсов, соответствующих шу-

му, проанализируем собственные значения матриц 
E

Z , 
I

Z . Из них ровно M  собствен-

ных значений (соответствующие 
k
z  и 1−

k
z ) будут находиться во взаимно обратных точ-

ках, что позволяет идентифицировать истинные полюсы.  

На рис. 1 представлен алгоритм модифицированного метода матричных пучков. 

Замечание 1. Комплексные амплитуды, так же, как и в «классическом» ММП, 

находятся из решения задачи (8). 

Замечание 2. При программной реализации приведенного алгоритма из-за шума 

возникает проблема несовпадения собственных чисел 
k

p , 
m

q  матриц 
E

Z , 
I

Z  с числа-

ми 
k
z , 1−

k
z . По этой причине числа 

k
p , 

m
q  не оказываются в точности обратно про-

порциональными друг другу.  

Таким образом, в реальной ситуации можно рассчитывать лишь на выполнение 

условия: 

ε≤−

m

k

q
p

1
,                                    (10) 

означающего что для некоторого собственного числа 
k

p  матрицы 
E

Z  нашлось «почти 

обратное» к нему собственное число 
m

q  матрицы 
I

Z , и, значит, 
k

p , скорее всего, явля-

ется  истинным полюсом сигнала. 

Параметр ε  фактически указывает, насколько в данном сигнале (при конкретном 

уровне присутствующего в нем шума) можно отличаться двум этим оценкам, он должен 

зависеть от уровня шума. Наши численные эксперименты показывают, что обычно зна-

чения ε  находятся в диапазоне 1,001,0 ÷ . 

 

3. Численный эксперимент 

Во многих задачах (например, в радиолокации) важной проблемой является обна-

ружение сигнала в шуме (как его времени прихода, так и его параметров). В связи с 

этим интересно рассмотреть работу предложенного  метода для модельного сигнала 

следующего вида. Сигнал длительностью 0,1 с. (рис. 2) представляет собой последова-

тельность затухающих синусоид, возникающих в случайные моменты времени.  

 
Рис. 2. Случайная последовательность синусоид 

На рассматриваемом отрезке сигнала затухающая синусоида частотой 30 кГц воз-

никла 10 раз (некоторые синусоиды частично перекрылись друг с другом). Амплитуда и 
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фаза синусоид — различны, частота и коэффициент затухания всех синусоид — одина-

ковы. Частота дискретизации  сигнала — 100 кГц. 

 Зашумленный сигнал (в качестве шума взяты отсчеты нормально распределенной 

случайной величины) представлен на рис. 3. Отношение сигнал/шум (SNR) для данного 

сигнала будем вычислять по формуле: 

2

1

211

log10
σ

M

s

Nsη

sηk
kyNM

SNR

∑

=

∑

+

=
=  ,                                  (11) 

Здесь М — число импульсов на рассматриваемом временном отрезке сигнала, N — 

число отсчетов, за которое синусоида затухает до уровня 5 % от энергии в момент воз-

никновения импульса, 
s

η — номер  отсчета, соответствующий времени возникновения 

затухающей синусоиды, yk — значения выходного сигнала в отсутствии шума, а σ — 

дисперсия шумового сигнала. 

 

 
Рис. 3. Зашумленный сигнал 

Для сигнала на рис. 3 значение SNR составило 7 дБ. Со сдвигом на 1 отсчет, пред-

ложенным в статье методом были обработаны сегменты сигнала длиной 0,5 мс каждый.  

Значение параметра ε  было выбрано равным 01,0 . Найденные значения частоты пока-

заны на рис. 4. Видно, что на участках с полезным сигналом модифицированным мето-

дом матричных пучков была обнаружена частота около 30 кГц. Важно, что на участках 

сигнала без полезной составляющей никаких частот не было найдено. Таким образом, 

предложенный метод позволяет найти время прихода сигнала и даже оценить его ча-

стоту. 

 
Рис. 4. Зависимость найденной частоты от отсчетов сигнала. 
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Заметим, что классический метод матричных пучков будет подстраивать шум под 

сумму синусоид и находить различные частоты на протяжении всего сигнала.  

Сравним классический и модифицированный ММП. Для этого рассмотрим отрезок 

сигнала с 4100 по 4150 отсчет, в котором присутствует затухающая синусоида с часто-

той 30 кГц и «чисто шумовой» отрезок сигнала с 6000 по 6050 отсчет. Результаты срав-

нения сигналов представлены в табл. 1 и 2.  

                                                                               Таблица 1 

 Результаты обработки сигнала с полезной составляющей с частотой 30 кГц  

 Классический метод 

матричных пучков 

Модифицированный 

метод матричных 

пучков 

Полюса   –0,3138 + 0,9596i 

   0,8366 + 0,4215i 
–0,3130 + 0,9354i 

Частоты (кГц) 30,223 

7,428 
30,140 

 

                                                                               Таблица 2 

Результаты обработки сигнала без полезной составляющей (шума) 
 

 Классический метод 

матричных пучков 

Модифицированный 

метод матричных 

пучков 

Полюса 

 

 

0,0518 + 0,7307i 

0,7149 + 0,5868i 

0,1290 + 0,0000i 

— 

Частота (кГц) 23,874 

10,938 

0 

— 

 

Как можно видеть, для первого отрезка сигнала классический метод, помимо 

30 кГц, нашел лишнюю частоту. Для второго отрезка классический метод также нашел 

ряд частот, подстроив под данный шум сумму комплексных экспонент. 

 Таким образом, ясно, что классический ММП не позволит определить время при-

хода полезного сигнала. 

Заключение 

В статье рассмотрен параметрический метод спектрального анализа — метод мат-

ричных пучков. Представлена его модификация, использующая помимо полюсов сигна-

ла обратные к ним. При использовании предложенного метода вывод делается на основе 

поиска соответствующих пар полюсов. Проведено численное моделирование. Результаты 

показывают, что  предложенный метод, в отличие от классического, способен выделять 

полюса, соответствующие полезному сигналу и определять время прихода полезного 

сигнала и его частоту.  
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Хотя в настоящее время имеется достаточно много методов, позволяющих решить 

задачу оценки параметров экспоненциально затухающего синусоидального сигнала (ме-

тод Прони, метод максимального правдоподобия, различные методы фильтрации), ми-

нимальные требования к объему априорной информации и возможность непосредствен-

ного определения всех параметров сигнала, позволяет говорить о перспективности пред-

ложенного метода для использования в алгоритмах идентификации систем и оценке их 

состояния, в частности для обработки сигналов с кориолисового расходомера при его 

работе в многофазных средах. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки 

Российской Федерации, проект «Разработка отечественного массового кориолисового 

расходомера для нефтегазовой промышленности с функцией измерения расхода много-

фазных потоков» (соглашение № 14.578.21.0191 от 3.10.2016, идентификатор исследо-
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The Prony-like parametric method of signal processing, namely the Matrix Pencil Method, is considered in 

the paper. The method is able to find frequencies, damping factors, phases and amplitudes of a sinusoids sum. It 

needs fewer number of operations than Prony method and hence lower computational error. A modification of the 

method using a combined evaluation of signal poles and their inverses is proposed. This modification is able to 

solve the problem of true/false poles separation. Two matrix pencils with eigenvalues coinciding (in the absence of 

noise) with signal poles and their inverses are constructed from the signal samples. In case of noisy signal 

true/false poles separation is performed by: 1) SVD; 2) excessive order of prediction; 3) analysis of eigenvalues of 

two matrix pencils. Algorithms of the modified and classical Matrix Pencil Methods are given and compared on 

the example of signal detection in noise. It is shown that the classical method is not able to detect the time of 

arrival of the signal since it fits an exponential sum to the noise. The modified method can detect both the time of 

arrival and the signal frequency. The proposed algorithm of signal detection is suitable for use with signals of suf-

ficiently general form (sum of decaying sine waves) and does not require distribution laws of signal and its noise 

component, as the maximum likelihood method. 

Keywords: signal processing, matrix pencil method, detection of signal in noise, unknown time of arrival, 

frequency estimation. 
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