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Изучение спектральных свойств возмущенных дифференциальных 
операторов является одной из важных задач спектральной теории. Для ре-
шения этой задачи нужно определить асимптотику спектра. Но при изуче-
нии асимптотики улучшение остаточного члена зачастую оказывается не-
возможным, более того, невозможно даже выделение из него второго члена 
асимптотики. Как следствие возникает необходимость перейти к исследо-
ванию более глубокой структуры спектра. Стандартным средством иссле-
дования стало получение формул регуляризованных следов. В работе с по-
мощью теории регуляризованных рядов осуществляется вычисление четы-
рех поправок теории возмущений с последующим выходом на собственные 
числа эллиптических дифференциальных операторов с потенциалом на 
проективной плоскости. Проективная плоскость при этом отождествляется 
со сферой за счет сопоставления противоположных точек и выкалывания 
полюсов. 

Ключевые слова: дифференциальные операторы; спектральная теория; ре-
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Рассмотрим на проективной плоскости F дифференциальный оператор  
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действующий в гильбертовом пространстве Н. Собственные числа оператора Лапласа–Бельтрами 
образуют систему ортонормированных сферических функций. Обозначим 

( ) ( )1 0,n n n   nλ = + = ∞  – собственные числа, 2 1n nν = +  – кратность собственного числа nλ  опе-

ратора Т; ( ), 0,2n iv   i n=  – собственные функции, { }| 1 ,n nl n ip  pλ λ λ= = + + + − ∞ < < +∞  – пря-

мые на комплексной плоскости, ,n iμ  – собственные числа оператора T P+  

( ), 1 constn i n nμ − + ≤ . 

Определим собственные числа дифференциального оператора с помощью теории регуляри-
зованных рядов. Рассмотрим четырех поправки теории возмущений. 

Первая поправка теории возмущений [1]  
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Вычислим вторую поправку теории возмущений. Для этого введем так называемое Λ  пре-
образование ( )f α  функции ( ),p θ ϕ  [2]. Обозначим ( )T α  – пересечение конуса со сферой, 

( ), ,φ θ θ α′  – якобиан перехода , , ,θ ϕ θ ϕ′ ′  к координатам , , ,θ ϕ θ α′ . 
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При этом знак «плюс» берется, если ϕ ϕ′ < , знак «минус», если ϕ ϕ′ > . Тогда [4] 
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Очевидно, что функция ( )f α  нечетная, то есть ( ) ( ),f fα π α= − −  0 α π≤ ≤ . Докажем, что 
(0) ( ) 0.f f π= =  Для этого введем функцию [6] 
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Если (0) ( ) 0f f π= ≠ , то ( ) ( )
0

sin .f d
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α ς α α α = ∞  С другой стороны [5] 
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В результате, (0) ( ) 0.f f π= =  Докажем, что функция ( )f α почти всюду дважды дифферен-

цируема и [ ]1( ) 0, .f Lα π′′ ∈   Запишем равенство [8] 
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Далее имеем [7] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, , sin sin
F F

f d p p
π

α ς α α θ ϕ θ ϕ ς α θ θ′ ′ ′ ′ ′= ± ×    

( )( ) ( )( )
1

cos cos cos cos
d d d dθ ϕ θ α

α θ θ α θ θ
′× =

′ ′− + − − +
 

( ) ( ){ } ( ), , sin sin
F F

p p
ϕθ ϕ θ ϕ ς α θ θ

ϕ α
′∂ ∂′ ′ ′= ± ×

′∂ ∂   



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2016, vol. 8, no. 2, pp. 36–43 

38 

( )( ) ( )( )
1

cos cos cos cos
d d d dθ ϕ θ α

α θ θ α θ θ
′× =

′ ′− + − − +
 

( ) ( ) ( ), , sin sin
F F

p pϕθ ϕ θ ϕ ς α θ θ′′ ′ ′ ′= ×   

( )( ) ( )( )
1

cos cos cos cos
d d d dθ ϕ θ α

α θ θ α θ θ
′× ±

′ ′− + − − +
 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )3 2 1 2

sin1 1
, , sin sin

2 cos cos cos cosF F

p p d d d d
ας α

θ ϕ θ ϕ θ θ θ ϕ θ α
α θ θ α θ θ

′ ′ ′ ′ ′± ±
′ ′− + − − +

   

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )1 2 3 2

sin1 1
, , sin sin

2 cos cos cos cosF F

p p d d d d
ας α

θ ϕ θ ϕ θ θ θ ϕ θ α
α θ θ α θ θ

′ ′ ′ ′±
′ ′− + − − +

   

Произведем замены: в первом интеграле , ,сh   сhθ θ α φ θ θ α φ′ ′ ′− = + =  а во втором 
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зультате по формуле Фубини получим ( ) [ ]1 0,f Lα π′ ∈ , где производная взята в смысле С. Л. Со-

болева [9]. 
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По аналогии в формуле для ( )f α′′   получим  
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Сделаем замены 4, sh ,сh   сhθ θ α φ θ θ α φ φ′ ′ ′+ = − =  3 32 , sh ch .сh   θ θ α φ θ θ α φ φ′ ′ ′− + = − =  

Воспользовавшись теоремой Фубини, получим, что ( ) [ ]1 0,f Lα π′′ ∈  и существует почти всюду 

[11]. 
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Тогда 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2 2

, 2 22
1 10

2 1 2 1
cos cos sin

4
k n i k i n

i i

k n
f L P L P d

π
α α α α α α

π = =

+ +
= =   

( )( ) ( ) ( ) ( )2 22
0

2 1 2 1
cos cos sin .

4
k n

k n
f P P d

π
α α α α α

π
+ +

=   

В результате вторая поправка теории возмущений  
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где ε  – положительное число 
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С учетом асимптотических формул [4] получим 
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Выбирая в качестве 
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Вычислим третью поправку теории возмущений  
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Для оценки четвертой поправки докажем теорему. 
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Здесь была использована эквивалентность норм a b+  и 
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Теорема доказана. 
Учитывая результаты теоремы 1, рассмотрим четвертую поправку теории возмущений. 
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Теорема 2. Пусть p  – потенциал, удовлетворяющий условию Липшица,  тогда для собст-
венных чисел оператора T P+  верна оценка 
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Интерес к подобного рода задачам все время возрастает в связи с широкой областью их при-
менения [12–14]. 

Литература 
1. Дубровский, В.В. Проблема решения задач на собственные значения для дифференциаль-

ных операторов со сложным вхождением спектрального параметра / В.В. Дубровский, 
О.А. Торшина // Новые математические методы. Электромагнитные волны и электронные систе-
мы. – 2002. – Т. 7, no. 9. – С. 4–10. 

2. Дубровский, В.В. Формула первого регуляризованного следа для дифференциального опе-
ратора Лапласа–Бельтрами / В.В. Дубровский, О.А. Торшина // Дифференциальные уравнения и 
их приложения. – 2002. – № 1. – С. 9–19. 

3. Торшина, О.А. Алгоритм вычисления регуляризованного следа оператора Лапласа – 
Бельтрами с потенциалом на проективной плоскости / О.А. Торшина // Вестник МаГУ. Матема-
тика. – 2003. – Вып. 4. – С. 183–215. 

4. Торшина, О.А. Следы дискретных операторов с частными производными / О.А. Торшина // 
Альманах современной науки и образования. Научно-теоретический тематический журнал. – 
2012. – № 4(59). – С. 220–222. 

5. Торшина, О.А. Формула первого регуляризованного следа Лапласа–Бохнера с потенциа-
лом на проективной плоскости / О.А. Торшина // Воронежская зимняя математическая школа. – 
2004. – С. 104–105. 

6. Торшина, О.А. Формула первого регуляризованного следа оператора Лапласа–Бельтрами с 
негладким потенциалом на проективной плоскости / О.А. Торшина // Вестник Самарского госу-
дарственного технического университета. Математика. – 2006. – С. 32–40. 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2016, vol. 8, no. 2, pp. 36–43 

42 

7. Торшина, О.А. Формула регуляризованного следа дифференциального оператора со слож-
ным вхождением спектрального параметра / О.А. Торшина // Общие проблемы управления и их 
приложения. – 2003. – С. 467–468. 

8. Торшина, О.А. Численный метод вычисления поправок теории возмущений / 
О.А. Торшина // Альманах современной науки и образования. – 2013. – № 12. – С. 168–170. 

9. A new method for approximate evaluation of the first eigenvalues in the spectral problem of hy-
drodynamic stability of poiseuille flow in a circular pipe / V.V. Dubrovskii, S.I. Kadchenko, 
V.F. Kravchenko, V.A. Sadovnichii // Doklady Mathematics. – 2001. – Т. 64, № 2. – С. 165–168. 

10. A new method for the evaluation of the first eigenvalues in the spectral problem of hydrody-
namic stability of viscous fluid flow between two rotating cylinders / V.V. Dubrovskii, S.I. Kadchenko, 
V.F. Kravchenko, V.A. Sadovnichii // Doklady Mathematics. – 2001. – Т. 64, № 3. – С. 425–429. 

11. A new metod for approximate evaluation of the first eigenvalues in the Orr–Sommerfelg eigen-
value problem / V.V. Dubrovskii, S.I. Kadchenko, V.F. Kravchenko, V.A. Sadovnichii // Doklady Ma-
thematics. – 2001. – Т. 63, № 3. – С. 355–358. 

12. Computation of the first eigenvalues of a discrete operator / V.V. Dubrovskii, S.I. Kadchenko, 
V.F. Kravchenko, V.A. Sadovnichii // Электромагнитные волны и электронные системы. – 1998. – 
Т. 3, № 2. – С. 4. 

13. Computation of the first eigenvalues of the hydrodynamic stability problem for a viscous fluid 
flow between two rotating cylinders / V.A. Sadovnichii, V.V. Dubrovskii, S.I. Kadchenko, 
V.F. Kravchenko // Differential Equations. – 2000. – Т. 36. – Вып. 6. – С. 819–824. 

14. Evaluation of eigenvalues of the problem of hydrodynamic stability of viscous liquid flow be-
tween two rotating cylinders at small Reynolds numbers / V.A. Sadovnichii, V.V. Dubrovskii, 
S.I. Kadchenko, V.F. Kravchenko // Doklady Mathematics. – 1998. – Т. 58, № 3. – С. 483–486. 

 
Поступила в редакцию 10 декабря 2015 г. 

____________________________________________________________________________________ 
 

DOI: 10.14529/mmph160205 
 

CALCULATION OF EIGENVALUES OF ELLIPTIC DIFFERENTIAL 
OPERATORS USING THE THEORY OF REGULARIZED SERIES 
 
S.I. Kadchenko, O.A. Torshina 
Magnitogorsk State Technical University of G.I. Nosova, Magnitogorsk, Russian Federation 
E-mail: kadchenko@masu.ru  

 
The study of the spectral properties of perturbed differential operators is one of the significant prob-

lems of the spectral theory. In order to solve this problem it is necessary to determine the asymptotic 
behavior of the spectrum. But when investigating the asymptotic behavior, the improvement of remaind-
er term is often impossible. Moreover, even the separation of the second term of the asymptotics from 
the remainder term is impossible. As a consequence it is necessary to come over to the study of deeper 
spectrum structure. A standard research tool is the derivation of formulas for regularized traces. The au-
thor makes a calculation of four amendments of the perturbation theory with the help of the theory of 
regularized series, followed by the access to the eigenvalues of elliptic differential operators with poten-
tial on a projective plane. In this case the projective plane is identified with the sphere by comparing 
opposite points and poles puncturing. 
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