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Множество групп, содержащее вместе с каждой группой и ей изоморф-
ные, называется классом групп. Среди классов конечных групп особо вы-
делены формации, классы Фиттинга и классы Шунка. Изучение классов 
конечных групп в нашей стране было начато в работах Л.А. Шеметкова, 
где была показана роль функции в исследованиях формации, определены 
различные типы формаций. В последние годы А.Н. Скибой, С.Ф. Каморни-
ковым и М.В. Селькиным рассмотрены подгрупповые функторы, установ-
лена связь между ними и классами групп, введено понятие замкнутости 
класса групп относительно подгруппового функтора. Можно проследить 
успешное изучение формаций, замкнутых относительно подгрупповых 
функторов. Однако классы Фиттинга в этом направлении изучены очень 
мало. Поэтому исследования классов Фиттинга, замкнутых относительно 
подгрупповых функторов, весьма актуальны. В данной работе введено по-
нятие корегулярного и корадикального подгруппового функтора и получе-
но описание строения единственного минимального спутника кратно рас-
слоенного класса Фиттинга, замкнутого относительно подгруппового функ-
тора. При доказательстве основных теорем использовался метод встречных 
включений. Также в работе получен ряд свойств кратно расслоенных клас-
сов Фиттинга, замкнутых относительно подгруппового функтора, а именно 
свойство кратности, пересечения, зависимости между самим классом Фит-
тинга и его спутником.  

Ключевые слова: конечная группа; класс Фиттинга; подгрупповой функ-
тор; Ω-расслоенный класс Фиттинга; минимальный спутник. 

 
Рассматриваются только конечные группы. Для удобства чтения статьи приведем необходи-

мые определения и обозначения из работ [1–5]. В частности, G – класс всех конечных групп; Ω  

– непустой подкласс класса всех конечных простых групп I ; U  – класс всех конечных абелевых 
групп; \′Ω = ΩI ; ( )K G  – класс всех простых групп, изоморфных композиционным факторам 
группы G ; ( )K X  – объединение классов ( )K G  для всех X∈G , где X  – класс конечных групп; 

( )G  – класс всех групп, изоморфных группе G ; ΩG  – класс всех конечных Ω -групп, т. е. таких 

групп G , для которых ( )K G ⊆ Ω , причем 1 Ω∈G ; для A∈Ι  полагают ( )A A=G G , \ ( )A A′ = I .  

Класс групп F  называется формацией Фиттинга, если F  является формацией и классом 
Фиттинга одновременно. Все рассматриваемые функции принимают одинаковые значения на 
изоморфных группах из их области определения. Функция f , отображающая множество 

{ }′Ω ∪ Ω  в множество классов Фиттинга, называется RΩ -функцией; функция ϕ , отображающая 

множество I  в множество непустых формаций Фиттинга, называется FR-функцией. Через 

( )O GΩ  обозначается ΩG -корадикал группы G , ( )AGϕ  – ( )Aϕ -корадикал группы G . Класс Фит-

тинга ( , ) ( : ( ) ( )R f G O G fϕ Ω ′= Ω = ∈ ΩF и ( ) ( )AG f Aϕ ∈  для любой ( ))A K G∈ Ω ∩  называется 

Ω -расслоенным с Ω -спутником f  и направлением ϕ . Направление ϕ  является r -

направлением, если ( ) ( ) AA Aϕ ϕ ′= G  для любой A∈I . Класс Фиттинга ( , )R f ϕ= ΩF  называется 

Ω -свободным ( ( )FrR f= ΩF ), если ( ) AAϕ ′= G  для любой A∈I ; Ω -биканоническим 

( ( )BR f= ΩF ), если ( ) AAϕ ′= G  для любой неабелевой A∈I  и ( ) A AAϕ ′= G G  для любой абелевой 

A∈I ; Ω -каноническим ( ( )KR f= ΩF ), если ( ) A AAϕ ′= G G  для любой A∈I . Направления Ω -
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свободного, Ω -биканонического и Ω -канонического классов Фиттинга обозначаются через 0ϕ , 

2ψ  и 2ψ ′  соответственно. 

Пусть N∈n , N  – множество всех натуральных чисел. При 1≥n  класс Фиттинга F  называ-

ется n-кратно Ω -расслоенным c направлением ϕ  ( nϕΩ -расслоенным классом Фиттинга), если 

F  имеет хотя бы один Ω -спутник, все непустые значения которого являются )1( −n -кратно Ω -

расслоенными классами Фиттинга с тем же направлением ϕ  ( 1nϕ −Ω -спутник); произвольный 

класс Фиттинга считается 0-кратно Ω -расслоенным с направлением ϕ . 

Через τ  обозначается отображение, сопоставляющее каждой группе G  некоторую систему 

ее подгрупп )(Gτ . Если ( ) ( )G Gϕ ϕτ τ=  для любого изоморфизма ϕ  группы G , то τ  называется 

подгрупповым функтором. Если ( ) ( )K N K G⊆  для любой подгруппы )(GN τ∈ , то говорят, что 

подгрупповой функтор τ  замкнут относительно композиционных факторов. Класс групп F  на-
зывается τ -замкнутым, если F∈)(Gτ  для любой группы F∈G .  

Перейдем к изложению полученных результатов. 
В леммах 1, 2 изучаются свойства кратности и пересечения τ -замкнутых n-кратно Ω -

расслоенных классов Фиттинга.  
Лемма 1. Если F  является τ -замкнутым nϕΩ -расслоенным классом Фиттинга, то F  яв-

ляется τ -замкнутым 1nϕ −Ω -расслоенным классом Фиттинга, N∈n . 

Доказательство.  
Покажем, что F  является 1nϕ −Ω -расслоенным классом Фиттинга.  
Используем метод математической индукции. 
Пусть n  = 1. Тогда F  – Ω -расслоенный класс Фиттинга с направлением ϕ , а значит F  – 

класс Фиттинга. В этом случае по определению кратности F  является 0-кратно Ω -расслоенным 
с направлением ϕ . 

Предположим, что утверждение леммы верно при kn = . 

Докажем справедливость утверждения леммы при 1+= kn . Пусть F  – ( 1)kϕ +Ω -расслоенный 

класс Фиттинга. Тогда по определению кратности F  имеет Ω -спутник f , все непустые значе-

ния которого являются kϕΩ -расслоенными классами Фиттинга. Используя предположение ин-

дукции, получаем, что все непустые значения f  являются ( 1)kϕ −Ω -расслоенными классами Фит-

тинга, т. е. f  является ( 1)kϕ −Ω -спутником. Следовательно, по определению кратности F  являет-

ся kϕΩ -расслоенным классом Фиттинга. 
Таким образом, утверждение леммы выполняется для любого N∈n . 
Лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть ϕ  – RΩ -функция, τ  – подгрупповой функтор. Тогда пересечение любой со-

вокупности τ -замкнутых nϕΩ -расслоенных классов Фиттинга является τ -замкнутым nϕΩ -

расслоенным классом Фиттинга, N∈n . 

Доказательство. Пусть 
iIi

FF
∈

∩= , где 
i

F  – τ -замкнутый nϕΩ -расслоенный класс Фиттин-

га, Ii ∈ . Покажем, что F  – τ -замкнутый nϕΩ -расслоенный класс Фиттинга. 

1. Докажем, что F  является τ -замкнутым классом Фиттинга. 
Пусть 

iIi
G FF

∈
∩=∈ . Тогда 

i
G F∈  для всех Ii ∈ . Так как 

i
F  – τ -замкнутый класс Фиттинга, 

то из )(GN τ∈  следует 
i

N F∈  для всех Ii ∈ . Следовательно, FF =∩∈
∈ iIi

N  и F  – τ -замкнутый 

класс Фиттинга. 
2. По лемме 1 [6] F  является nϕΩ -расслоенным классом Фиттинга. 
Лемма доказана.  
По аналогии с определениями работы [7] введем следующие определения. 
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Подгрупповой функтор τ  назовем корегулярным, если из GN ⊲ , )(GM τ∈  следует 
)(NMN τ∈∩ . 

Подгрупповой функтор τ  назовем Ω -корадикальным, если для любой группы G  и для лю-

бой )(GN τ∈  выполняется равенство ( ) ( )O G N O NΩ Ω∩ = ; ϕ -корадикальным, если для любой 

группы G  и для любой )(GN τ∈  выполняется равенство 
)()( AA

NNG
ϕϕ

=∩  для всех I∈A ; ϕΩ -
корадикальным, если τ  является Ω -корадикальным и ϕ -корадикальным. 

В лемме 3 устанавливается связь между τ -замкнутостью n-кратно Ω -расслоенного класса 

Фиттинга с направлением ϕ  и τ -замкнутостью его ( 1)nϕ −Ω -спутника. 

Лемма 3. Пусть F  – Ω -расслоенный класс Фиттинга с направлением ϕ , τ  – корегулярный 

ϕΩ -корадикальный подгрупповой функтор, замкнутый относительно композиционных факто-

ров, N∈n . Если F  обладает хотя бы одним τ -замкнутым ( 1)nϕ −Ω -спутником, то F  является 

τ -замкнутым nϕΩ -расслоенным классом Фиттинга. 

Доказательство.  
Пусть f  – τ -замкнутый ( 1)nϕ −Ω -спутник класса Фиттинга F , F∈G , )(GN τ∈ . Покажем, 

что F∈N . 

Из ( , )G R f ϕ∈ = ΩF  следует, что ( ) ( )O G fΩ ′∈ Ω . В силу корегулярности подгруппового 

функтора τ  из ( )O G GΩ
⊲ , )(GN τ∈  имеем ( ) ( ( ))O G N O GτΩ Ω∩ ∈ . Так как ( )f ′Ω  – τ -

замкнутый класс Фиттинга, то ( ) ( )O G N fΩ ′∩ ∈ Ω . Так как τ  – Ω -корадикальный подгрупповой 

функтор, то ( ) ( )O G N O NΩ Ω∩ = . Тогда ( ) ( )O N fΩ ′∈ Ω . 

Кроме того, из ( , )G R f ϕ∈ = ΩF  следует, что ( ) ( )AG f Aϕ ∈ для любой ( )A K G∈ Ω ∩ . Так как 
( )N Gτ∈  и τ  – подгрупповой функтор, замкнутый относительно композиционных факторов, то 

)()( GKNK ⊆ , а следовательно, )(
)(

AfG
A

∈
ϕ

для любой ( )A K N∈Ω ∩ . Пусть ( )A K N∈ Ω ∩ . В 

силу корегулярности подгруппового функтора τ  из GG
A
⊲

)(ϕ
, )(GN τ∈  получаем 

)(
)()( AA

GNG
ϕϕ

τ∈∩ . Так как )(Af  – τ -замкнутый класс Фиттинга, то )(
)(

AfNG
A

∈∩
ϕ

. Так как 

τ  – ϕ -корадикальный подгрупповой функтор, то 
)()( AA

NNG
ϕϕ

=∩ . Тогда )(
)(

AfN
A

∈
ϕ

. 

Следовательно, ( , )N R f ϕ∈Ω = F  и класс Фиттинга F  является τ -замкнутым.  

Учитывая определение кратности, получаем, что F  – nϕΩ -расслоенный класс Фиттинга.  
Лемма доказана.  
Пример. Согласно лемме 1 [6] класс всех конечных групп nϕ∈ ΩG  для любого ,Ω ⊆ G  

N∈n , причем ( , )R mϕ= ΩG , где G=)(Am  для всех { }A ′∈ Ω ∪ Ω , ϕ  – произвольное направле-
ние. 

Так как G  и система подгрупп )(Gτ  являются конечными группами, то G  является τ -
замкнутым классом Фиттинга.  

Через ( , )nRτ ϕΩ X  обозначим пересечение всех τ -замкнутых nϕΩ -расслоенных классов 

Фиттинга, содержащих класс групп X . 
Теорема 1. Пусть X  – непустой класс групп, F  – Ω -расслоенный класс Фиттинга с на-

правлением ϕ , 0ϕ ϕ≤ , обладающий хотя бы одним τ -замкнутым ( 1)nϕ −Ω -спутником, τ  – коре-

гулярный ϕΩ -корадикальный подгрупповой функтор, замкнутый относительно композицион-

ных факторов, N∈n . Если ( , )nRτ ϕ= ΩF X , то F  имеет единственный минимальный τ -

замкнутый ( 1)nϕ −Ω -спутник f  вида 

( ) ( 1) (( ( ) ), )nf R O G Gτ ϕ− Ω′Ω = Ω ∈ X , 



Камозина О.В. Минимальный спутник τ-замкнутого 
 n-кратно Ω-расслоенного класса Фиттинга 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2018, том 10, № 2, С. 22–27 

25 

( 1) ( )( ) (( ), )n Af A R G Gϕτ ϕ−= Ω ∈ X  для любой ( )A K∈Ω ∩ X , 

( )f A = ∅  для любой \ ( )A K∈ Ω X . 

Доказательство. Поскольку GX ⊆ , то ввиду рассмотренного выше примера класс Фиттинга 

( , )nRτ ϕΩ X  существует. Так как F  обладает хотя бы одним τ -замкнутым ( 1)nϕ −Ω -спутником, то 

множество L  всех τ -замкнутых ( 1)nϕ −Ω -спутников класса Фиттинга F  не является пустым. 

Обозначим через 1f  пересечение всех элементов из L . По лемме 12 [4] 1f  является Ω -

спутником класса Фиттинга F , по лемме 2 все значения 1f  – τ -замкнутые ( 1)nϕ −Ω -расслоенные 

классы Фиттинга. Кроме того, из 1 if f≤  для любого if L∈  следует, что 1f  – единственный ми-

нимальный τ -замкнутый ( 1)nϕ −Ω -спутник класса Фиттинга F . 

Пусть f  – RΩ -функция, описание которой приведено в заключении теоремы. 

Покажем, что ( , )R f ϕ⊆ ΩF . Если X∈M , то из строения f  получаем ( ) ( )O M fΩ ′∈ Ω  и 

)(
)(

AfM
A

∈
ϕ

 для всех ( ) ( )A K M K∈ Ω ∩ ⊆ Ω ∩ X . Следовательно, ( , )M R f ϕ∈Ω  и 

( , )R f ϕ⊆ ΩX . Поскольку все значения f  являются τ -замкнутыми ( 1)nϕ −Ω -классами Фиттинга, 

то по лемме 3 класс Фиттинга ( , )R f ϕΩ  является τ -замкнутым nϕΩ -расслоенным классом Фит-

тинга, и значит ( , ) ( , )nR R fτ ϕ ϕ= Ω ⊆ ΩF X . 

Покажем, что ( , )R f ϕΩ ⊆ F . Пусть X∈G . Так как 1( , )R f ϕ⊆ = ΩX F , то 1( ) ( )O G fΩ ′∈ Ω . В 

силу того, что 1f  – τ -замкнутый ( 1)nϕ −Ω -спутник, получаем 

( ) ( 1)
1(( ( ) ), ) ( )nf R O G G fτ ϕ− Ω′ ′Ω = Ω ∈ ⊆ ΩX . 

Пусть ( )A K∈ Ω ∩ X . Тогда существует такая группа X∈H , что ( )A K H∈Ω ∩ . Так как 

1( , )R f ϕ⊆ = ΩX F , то ( )
1( )AH f Aϕ ∈  и 1( )f A ≠ ∅ . Пусть G∈ ⊆X F . Если ( )A K G∈ Ω ∩ , то из 

1( , )R f ϕ= ΩF  получаем ( )
1( )AG f Aϕ ∈ . Пусть ( ( )) \ ( )A K K G∈ Ω ∩ X . Тогда 

0( ) ( )AG A Aϕ ϕ′∈ = ⊆G , а следовательно, ( )
11 ( )AG f Aϕ = ∈ . Таким образом, 

( 1) ( )
1( ) (( ), ) ( )n Af A R G G f Aϕτ ϕ−= Ω ∈ ⊆X . 

Пусть \ ( )A K∈ Ω X . Тогда из строения f  следует  

1( ) ( )f A f A= ∅ ⊆ . 

Получаем 1f f≤  и ( , )R f ϕΩ ⊆ F . Следовательно, ( , )R f ϕ= ΩF , и значит f L∈ . Так как 1f  – 

единственный минимальный τ -замкнутый ( 1)nϕ −Ω -спутник класса Фиттинга F , то из 1f f≤  по-
лучаем, что 1f f= . 

Теорема доказана. 
Теорема 2. Пусть X  – непустой класс групп, F  – Ω -расслоенный класс Фиттинга с r -

направлением ϕ , обладающий хотя бы одним τ -замкнутым ( 1)nϕ −Ω -спутником, τ  – корегуляр-

ный ϕΩ -корадикальный подгрупповой функтор, замкнутый относительно композиционных 

факторов, N∈n . Если ( , )nRτ ϕ= ΩF X , то F  имеет единственный минимальный τ -замкнутый 
( 1)nϕ −Ω -спутник f  вида 

( ) ( 1) (( ( ) ), )nf R O G Gτ ϕ− Ω′Ω = Ω ∈ X , 
( 1) ( )( ) (( ), )n Af A R G Gϕτ ϕ−= Ω ∈ X  для любой ( )A K∈Ω ∩ X , 

( )f A = ∅  для любой \ ( )A K∈ Ω X . 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 2 с учетом того, что ес-

ли ( ( )) \ ( )A K K G∈ Ω ∩ X , то ( ) ( )A AG A Aϕ ϕ′ ′∈ ⊆ =G G . 

Следствие 1. Пусть X  – непустой класс групп, F  – Ω -свободный класс Фиттинга, обла-

дающий хотя бы одним τ -замкнутым ( 1)nFr −Ω -спутником, τ  – корегулярный FrΩ -
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корадикальный подгрупповой функтор, замкнутый относительно композиционных факторов, 

N∈n . Если ( )nFrRτ= ΩF X , то F  имеет единственный минимальный τ -замкнутый ( 1)nFr −Ω -

спутник f  вида 

( ) ( 1) ( ( ) )nf FrR O G Gτ − Ω′Ω = Ω ∈ X , 
( 1)( ) ( ( ) )n Af A FrR O G Gτ ′−= Ω ∈ X  для любой ( )A K∈Ω ∩ X , 

( )f A = ∅  для любой \ ( )A K∈Ω X . 

Следствие 2. Пусть X  – непустой класс групп, F  – Ω -биканонический класс Фиттинга, 

обладающий хотя бы одним τ -замкнутым ( 1)nB −Ω -спутником, τ  – корегулярный BΩ -
корадикальный подгрупповой функтор, замкнутый относительно композиционных факторов, 

N∈n . Если ( )nBRτ= ΩF X , то F  имеет единственный минимальный τ -замкнутый ( 1)nB −Ω -

спутник f  вида 

( ) ( 1) ( ( ) )nf BR O G Gτ − Ω′Ω = Ω ∈ X , 
( 1)( ) ( ( ) )n Af A BR O G Gτ ′−= Ω ∈ X  для любой ( \ ( )A ) K∈ Ω ∩U X , 
( 1) ,( ) ( ( ) )n A Af A BR O G Gτ ′−= Ω ∈ X  для любой ( )A K∈Ω ∩ ∩U X , 

( )f A = ∅  для любой \ ( )A K∈Ω X . 

Следствие 3. Пусть X  – непустой класс групп, F  – Ω -канонический класс Фиттинга, об-

ладающий хотя бы одним τ -замкнутым ( 1)nK −Ω -спутником, τ  – корегулярный KΩ -
корадикальный подгрупповой функтор, замкнутый относительно композиционных факторов, 

N∈n . Если ( )nKRτ= ΩF X , то F  имеет единственный минимальный τ -замкнутый ( 1)nK −Ω -

спутник f  вида 

( ) ( 1) ( ( ) )nf KR O G Gτ − Ω′Ω = Ω ∈ X , 
( 1) ,( ) ( ( ) )n A Af A KR O G Gτ ′−= Ω ∈ X  для любой ( )A K∈Ω ∩ X , 

( )f A = ∅  для любой \ ( )A K∈Ω X . 
Доказательство. Поскольку 0 0ϕ ϕ= , 0 2ϕ ψ≤ , 0 2ϕ ψ ′≤  и 0ϕ , 2ψ , 2ψ ′  являются r -

направлениями, то следствия 1, 2, 3 получаются непосредственно из теоремы 1 или теоремы 2. 
Учитывая определения указанных направлений, получаем строение минимального τ -замкнутого 
спутника τ -замкнутого n-кратно Ω -свободного (Ω -биканонического, Ω -канонического) клас-
са Фиттинга. 
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A multitude of groups containing isomorphic ones to each group is called a class of groups. Among 
the classes of finite groups formations, Fitting classes, and Schunk classes are distinguished. The study 
of classes of finite groups in our country was begun in the works of L.A. Shemetkov, where the role of 
the function in the study of formation was shown, different types of formations were defined. In recent 
years, A.N. Skiba, S.F. Kamornikov and M.V. Selkin considered subgroup functors, established a con-
nection between them and classes of groups, introduced the notion of closedness of a class of groups 
with respect to a subgroup functor. You can trace the successful study of formations, closed respective 
of subgroup functors. However, Fitting classes in this field have been studied very little. Therefore re-
search on the Fitting classes closed respective of subgroup functors is highly relevant. In this work, we 
introduced the concept of coregular and coradical subgroup functor, and the description was obtained of 
the structure of the only minimum satellite of an n-fold foliated Fitting class closed respective of sub-
group functor. To prove the fundamental theorems a method of colliding particles was used. The work 
also resulted in obtaining a number of properties of n-fold foliated Fitting classes closed respective of 
subgroup functor, and namely, the property of multiplicity, crossing, dependency between a Fitting class 
and its satellite. 

Keywords: finite group; Fitting class; subgroup functor; Ω-foliated Fitting class; minimum satel-
lite. 
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