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Предложен алгоритм настройки систем типа Мамдани, использующий 
для подстройки правил нечёткого логического вывода принцип пропор-
ционально-интегрального регулятора с ограниченной интегральной со-
ставляющей. Для уменьшения времени подстройки по сравнению с про-
порциональным регулятором и уменьшения величины перерегулирования, 
по сравнению с пропорционально-интегральным регулятором с теми же 
значениями коэффициентов интегральной и пропорциональной состав-
ляющих, используется ограничение интегральной составляющей. Достоин-
ство разработанного алгоритма заключается в возможности осуществления 
локальной подстройки без полного набора данных области определения 
входных переменных и соответствующих им значений отклика системы. В 
качестве приоритетного направления дальнейших исследований рассмат-
ривается адаптация применения алгоритмов для функций принадлежности 
других (отличных от гауссовых) типов. Эффективность алгоритма под-
тверждена результатами его сопоставления с алгоритмами подстройки сис-
тем нечёткого логического вывода на основе нечётких нейронных сетей и 
нечёткой кластеризации при решении идентичных задач. 

Ключевые слова: системы нечёткого логического вывода; адаптивные сис-
темы; системы Мамдани; интеллектуальные системы; нечёткая логика; функ-
ции принадлежности; пропорционально-интегральный регулятор. 

 
Введение 

Использование систем нечёткого логического вывода приобрело широкое распространение, 
начиная с 1980-х гг., когда разработанные в 1965 году Л. Заде математические принципы стало 
возможным применить в алгоритмах, выполняемых с использованием ЭВМ. Математическое 
подтверждение возможности использования нечётких моделей в задачах моделирования функ-
циональных зависимостей получено после доказательства Б. Коско теоремы [1] о том, что систе-
мы нечёткого логического вывода типа Мамдани могут аппроксимировать любую функциональ-
ную зависимость с заданной точностью (впоследствии аналогичные теоремы доказаны в отноше-
нии систем нечёткого вывода типа Сугено). Для настройки правил нечётких моделей существуют 
различные алгоритмы, наиболее распространенными из которых являются алгоритмы, построен-
ные на основе нейронных сетей или алгоритмы нечёткой кластеризации. Но указанные методы 
более часто применяются для настройки систем типа Сугено [2–5], в связи с большей вычисли-
тельной простотой и точностью. Тем не менее остаётся класс систем типа Мамдани [6–9], кото-
рые применяются при реализации экспертных систем, в связи с интуитивной понятностью ин-
терпретации правил и большей близостью к логическому мышлению человека, для которых по-
сле настройки системы экспертами требуется корректировка правил нечёткого логического вы-
вода на основе статистических данных, получаемых в процессе функционирования системы.  

В качестве объекта применения адаптивного алгоритма возьмем классическую систему не-
чёткого логического вывода типа Мамдани, содержащую m входных переменных и одну выход-
ную переменную. Каждая входная переменная может содержать от 2 до m функций принадлеж-
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ности к нечёткому множеству. Выходная переменная содержит k ≥ 2 функций принадлежности. 
Общая схема вывода для систем типа Мамдани производится по следующему алгоритму: 

1. Этап фаззификации: чёткие значения входных переменных x приводятся к нечётким зна-
чениям посредством вычисления их степени истинности выражения: xu есть Au

j как вычисления 
значения соответствующего значения входной функции принадлежности µA(xu), где u – номер 
входной переменной, j – номер правила нечёткого логического вывода. 

2. Этап нечёткого вывода: используя полученные на первом этапе значения степеней истин-
ности, вычисляются результирующие значения для каждого j-го правила из набора в m правил: 

1 1:ЕСЛИ ( ),...,И ( ) ТОj jj
j n n kR x есть А x есть А y есть B ,                              (1)

 
где И – операция пересечения нечётких множеств (t-норма). В статье в качестве оператора t-
нормы используется оператор умножения (оператор MIN), k – номер функции принадлежности 
выходной переменной. 

3. Этап дефаззификации: получение чёткого значения. В статье будет рассматриваться мо-
дель с выполнением дефаззификации методом вычисления центра тяжести 

max max

min min

( ) ( )r ry y y dy y dyµ µ= ∫ ∫ ,                (2) 

где µr(y) – результирующая функция принадлежности, полученная посредством суммирования 
частных усечённых функций принадлежности µjr(y), полученных при срабатывании j-го правила. 
 
Синтез алгоритма настройки системы нечёткого логического вывода 

Для применения принципов регулятора, работающего по пропорционально-интегральному 
принципу (ПИ-регулятор) [10], для каждого правила введём понятие накапливаемой (интеграль-
ной) ошибки, рассчитываемой по формуле (3), и пропорциональной ошибки: 

1

( )
N

ij j i i
i

I w y s
=

= −∑ ,              (3) 

( )ij j i iP w y s= − ,           (4) 

где j – номер сработавшего правила; i – номер шага, на котором было получено прогнозируемое 
значение на выходе системы нечёткого логического вывода y; Si – реальное значение прогнози-
руемой величины; jw  – вес вклада результирующей функции принадлежности j-го правила при 

формировании i-й оценки, вычисляется по формуле: 

1 1 2 2 1( ( ), ( ),..., ( ))j A j A j Anjw T x x xµ µ µ= ,         (5) 

где T – операция вычисления t-нормы. В качестве t-нормы нами использована операция MIN, но 
можно использовать другие варианты t-норм, такие как оператор произведения или оператор 
усиленного произведения [11]. В представленной интерпретации wi соответствует уровню акти-
вации j-го правила при получении результирующей функции принадлежности. Для каждого пра-
вила выделим чёткое значение заключения yj, получаемое по тому же правилу, что и общее ре-
зультирующее значение (6), только в функция принадлежности µjr(y) является результирующей 
функцией от срабатывания j-го правила: 

max max

min min

( ) ( )j jr jry y y dy y dyµ µ= ∫ ∫ .                                                 (6) 

В качестве формы функции принадлежности для описания входных и выходной переменных 
выбрана симметричная гауссова функция принадлежности: 

2

2
( )

2( )
x b

ax eµ
−−

= ,                                                                (7) 
где a – параметр, определяющий ширину функции принадлежности; b – параметр, 
определяющий положение ядра функции принадлежности. Поскольку в выбранной системе 
каждому правилу соответстует только одна функция принадлежности выходной переменной, 
которая является симметричной относительно центра b, то результат дефаззификации для 
правила (6) будет совпадать с ядром функции принадлежности b.  
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Алгоритм подстройки основан на вычислении ошибки по принципу работы ПИ-регулятора с 
ограниченной интегральной составляющей и последующим изменением на её основе параметров 
консеквента для правил логического вывода [11–13]. 

Для корректной работы алгоритма необходимо соблюдение следующих ограничений: 
1. Для задания выходной переменной используются симметричные гауссовы функции при-

надлежности, описываемые уравнениями (7). 
2. Число функций принадлежности выходных переменных равно числу правил логического 

вывода и равно произведению числа функций принадлежности разных входных переменных. 
3. Центры (ядра) входных функций принадлежности должны быть равномерно расположе-

ны на всей области определения. При этом расстояние между центрами функций принадлежно-
сти ∆x вычисляется по формуле 

( )max min 1x x x N∆ = − − ,          (8) 

где xmax  –  верхняя граница области определения входной переменной, xmin – нижняя граница об-
ласти определения выходной переменной. В предельном случае для числа функций принадлеж-
ности, равным двум, центры функций принадлежности будут совпадать с границами области оп-
ределения, N – число функций принадлежности. 

4. Значение истинности в точке пересечения двух соседних функций принадлежности xk 
равно 0,5: ( ) 0,5kxµ = . При задании функции принадлежности гауссова типа (6) оценка парамет-
ра а, определяющего ширину функции принадлежности, будет рассчитываться по формуле 

( )0,5 2 ln0,5a b x= − ∆ .                                                       (9) 

Алгоритм основан на изменении ядер функций принадлежности при возникновении ошибки 
вычислений и состоит из следующих шагов: 

1. Берётся набор значений входных переменных [x1, xn] и соответствующее им расчётное yi и 
фактическое si значения выходной переменной (i – номер шага, на котором было получено про-
гнозируемое значение на выходе системы нечёткого логического вывода для заданного фиксиро-
ванного значения входных переменных). 

2. Для каждого j-го правила j = [1, M], где M – число правил в системе, выполняются шаги 
3–6. 

3. На основе данных, полученных в результате предыдущих измерений, вычисляется значе-
ние ошибки для интегральной составляющий по формуле (3).  

4. Для уменьшения значения перерегулирования вводится ограничение интегральной со-
ставляющей с помощью указания максимального значения Is, выше которого значение инте-
гральной составляющей быть не может: 

, если ,

, если .

ij ij

ij ij

I Is I Is

I I Is

= ≥
 <

        (10) 

5. Вычисляется значение пропорциональной составляющей по формуле (4). 
6. Вычисляется общее значение ошибки Eij как сумма пропорциональной и интегральной 

составляющих  
Eij = KII ij + KPPij,                                                             (11) 

где KI и Kp – коэффициенты для интегральной и пропорциональной составляющих, используемые 
для изменения скорости реагирования на ошибку выхода. 

7. Производится корректировка параметра b функции принадлежности заключения j-го пра-
вила по формуле 

j j ijb b E= +              (12) 

 
Рис. 1. Графическая интерпретация терм-множества входной переменной 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2018, vol. 10, no. 3, pp. 19–29 

22 

 

 
Рис. 2. Графическая интерпретация терм-множества выходной переменной 

Рассмотрим работу алгоритма при различных значениях коэффициентов KI и Kp для того, 
чтобы показать их влияние на скорость и точность подстройки параметров модели. Для этого 
возьмем систему нечёткого логического вывода, содержащую одну входную переменную, терм-
множество которой содержит 10 функций принадлежности и одну выходную переменную, терм-
множество которой также содержит 10 функций принадлежности (для соблюдения второго огра-
ничения).  

Графическое представление терм-множества входной переменной представлено на рис. 1, 
выходной переменной – на рис. 2. Система будет содержать 10 правил нечёткого логического 
вывода, посредством которых функция принадлежности входной переменной с номером 1 связа-
на с функцией входной переменной номер 1, функция принадлежности с номером 2 связана с 
функцией принадлежности выходной переменной с номером 2 и т. д. 

Влияние коэффициентов KI и Kp будет показано следующим образом: зафиксировано значе-
ние входной переменной, равное 3,018. При заданных выше первоначальных настройках системы 
соответствующее выходное значение будет равно s = 2,7725. На первых 5 шагах задано значение 
s = 2,7725, начиная с 20 шага задано значение s = 6,0829 (произведено ступенчатое изменение 
ожидаемой величины). Графики изменения выходного значения y от шага применения алгоритма 
при различных коэффициентах KI и Kp представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Зависимость выходного значения системы от шага выполнения алгоритма подстройки  

при различных коэффициентах KI и Kp 

 
Рис. 4. Зависимость выходного значения от шага выполнения алгоритма подстройки  

при различных значениях коэффициентов K I, Kp, Is 
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При значениях коэффициента интегральной составляющей больше 0,5 амплитуда перерегу-
лирования становится большой – может превысить 0,7 от значения изменения отслеживаемой 
выходной величины, но при этом интегральная составляющая позволяет быстрее реагировать на 
возмущающее воздействие (в этом случае сохраняется скорость подстройки, но уменьшается ам-
плитуда перерегулирования) [14, 15]. Графики изменения выходного значения от шага примене-
ния алгоритма для различных значений коэффициентов KI, Kp, Is представлены на рис. 4. 

За счёт изменения параметров выходной переменной алгоритм производит интерполяцион-
ную подстройку поверхности нечёткого вывода. При этом подстройка производится за счёт сдви-
га «опорных точек», формируемых центрами функций принадлежности выходных переменных. 
Рассмотрим изменение поверхности вывода и расположения функций принадлежности входных 
переменных для следующих значений входной переменной: в которой функция принадлежности 
принимает значение ( ) 0,5xµ =  и происходит пересечение двух функций принадлежности, для 
этого возьмем x = 2,77, в которой значение функции принадлежности равно ( ) 0,5xµ = , возьмём 
x = 3,33, в которой только одна функция принадлежности с номером 4 активирует правило, для 
неё µ(x) = 1, и промежуточное значение x = 3. Выбранные значения x и их взаимосвязь с функ-
циями принадлежности входной переменной представлены на рис. 5. 

 
Рис. 5. Выбранные значения x и их взаимосвязь с функциями принадлежности входной переменной 

 
Исходный график поверхности нечёткого логического вывода и его изменения в результате 

подстройки представлены на рис. 6, изменение расположений функций принадлежности выход-
ной переменной представлены на рис. 7–9. 

 
Рис. 6. Изменение поверхности вывода для разных значений входной переменной 

 

 
Рис. 7. Расположение функций принадлежности после подстройки параметров для входного значения 3,33 
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Рис. 8. Расположение функций принадлежности после подстройки параметров для входного значения 2,77 

 

 
Рис. 9. Расположение функций принадлежности после подстройки параметров для входного значения 3 

 
Получаемая нечёткая поверхность вывода для системы вывода по типу Мамдани и гауссовых 

функций принадлежности является гладкой функцией, интерполирующей значения между цен-
трами функций принадлежности выходных переменных. В связи с этим при значении х = 2,77 
алгоритмом было выполнено перемещение выходных функций принадлежности с номерами 3 и 4 
(рис. 8). При этом результирующая поверхность вывода имеет более пологий вид, чем поверх-
ность вывода, изменённая для x = 3, когда четвертая выходная функция принадлежности имела 
более существенный вклад в результирующее значение и была перемещена дальше, чем функция 
с номером 3 (рис. 9). При расчёте степень истинности четвертой выходной функции принадлеж-
ности равна 0,8, степень истинности третьей выходной функции принадлежности равна 0,2. При 
подстройке при значении x = 3,33 перемещалась только одна функция принадлежности под но-
мером 4 (рис. 3), при этом полученная функциональная зависимость подстройки для значения 
3,33 имеет наименьшее значение максимума на участке [1, 5] области определения входной пе-
ременной.  
 
Сравнение эффективности алгоритмов подстройки системы нечёткого логического вывода 

В качестве критерия для сравнения предложенных алгоритмов будем использовать среднюю 
величину ошибки, вычисляемую по формуле 

*1 N

i i
i

e y y
N

= −∑ ,                                                            (13) 

где N – число точек, в которых проводилась проверка; iy  – значение, спрогнозированное систе-

мой; *
i

y  – моделируемое значение функции. 

Для выполнения сравнения будем использовать нечёткую нейронную сеть ANFIS (adaptive-
network-based fuzzy inference system) для подстройки системы нечёткого логического вывода Та-
каги–Сугено–Канга (TSK) первого порядка с результирующими функциями принадлежности 

f(x) = b, 
где b – константа, значение которой совпадает с ядром выходной функции принадлежности сис-
темы Мамдани (на графиках и далее будем обозначать ANFIS) и генерацию нечёткой системы 
типа Мамдани на основе статистических данных c использованием нечёткого алгоритма C-
средних (на графиках и далее будем обозначать FCM – fuzzy C-means). Область определения мо-
делей примем D = [0, 10], область значений E = [0, 10]. Первоначально нечёткие модели настрое-
ны на вывод зависимости y = 5 для любого значения x.  

Сравнение проведено на двух типах проверок:  
1. Подстройка системы по одной моделируемой зависимости. 
2. Подстройка системы по трём, последовательно изменяемым зависимостям. 
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Первая проверка производится на моделируемой нелинейной зависимости, имеющей один 
максимум:  

2( 5) / 2,53 4 xy e− −= + .     (14) 
Моделируемая зависимость служит математическим ожиданием для генерации пяти случай-

ных последовательностей (этапов), значения которых распределены по нормальному закону рас-
пределения с дисперсией, равной 0,5. Исходная зависимость и сгенерированные случайные по-
следовательности для пяти этапов представлены на рис. 10. 

 
Рис. 10. График исходной зависимости и сгенерированные случайные последовательности 

 
При сравнении алгоритмов нейронная сеть ANFIS будет использовать 10 эпох обучения. 

Средние значения полученных ошибок представлены в табл. 1. Итоговые графики зависимостей, 
полученные в результате обработки зашумлённых данных с использованием проверяемых алго-
ритмов, приведены на рис. 11. 

 
Рис. 11. Зависимости, полученные в результате обработки зашумлённых данных  

с использованием проверяемых алгоритмов 
 
 

Таблица 1 
 Средние значения ошибок на обучающих и контрольных выборках для подстройки  

с использованием сравниваемых алгоритмов 

Номер этапа 
Алгоритм Тип выборки 

1 2 3 4 5 
Обучающая 1,118256 0,574143 0,44774 0,354911 0,233608 

Предложенный 
Контрольная 1,135829 0,573822 0,447369 0,351716 0,216397 
Обучающая 0,370094 0,270445 0,340054 0,29814 0,24303 

ANFIS 
Контрольная 0,367198 0,277986 0,342855 0,287561 0,240048 
Обучающая 0,42473 0,43392 0,440363 0,438923 0,390062 

FCM 
Контрольная 0,432041 0,43917 0,4501 0,450138 0,398141 

 
Вторая проверка выполнена на серии из трёх последовательностей, являющихся нелинейны-

ми и имеющих несколько максимумов и минимумов: формулы (15)–(17). Таким образом, прове-
рена возможность аппроксимации динамической зависимости. Проверка адаптационных свойств 
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проведена для трёх итераций по четыре этапа в каждой. Исходные настройки систем и правила 
генерации случайных последовательностей для алгоритмов идентичны исходным настройкам и 
правилам генерации случайных последовательностей из предыдущей проверки: 

53 1 (0,3 0,2 )xy e −= + + ,                (15) 

( )0,1( 5)sin 2 8 4xy e x− −= − + ,       (16) 

( )( )2
5 sin( ) 0,5 0,7 ln 0,09y x x= + + + .              (17) 

Графики трёх исходных зависимостей и точек, случайно сгенерированных с использованием 
этих зависимостей в качестве среднего значения для проверки адаптации алгоритмов, представ-
лены на рис. 12. Результаты аппроксимации этих зависимостей с использованием проверяемых 
алгоритмов представлены в виде графиков на рис. 13 и в виде числовых значений в табл. 2. 

 

 
Рис. 12. Распределение исходной величины x и моделирования случайных результатов измерений  

по итерациям 1–3, содержащим по 5 этапов в каждой 
 

 
Рис. 13. Графики зависимостей, полученных в результате обработки зашумлённых данных  

с использованием проверяемых алгоритмов 
 

Проведённые сравнения показывают, что предложенный алгоритм выполняет подстройку за-
висимости на уровне алгоритмов ANFIS и FCM. Средняя ошибка на обучающей выборке на пя-
том этапе за три итерации составила 0,201446 для предложенного алгоритма, 0,161623 для алго-
ритма ANFIS и 0,206263 для алгоритма FCM. На контрольной выборке средняя ошибка на пятом 
этапе за три итерации составила 0,193556 для предложенного алгоритма, 0,164013 – для алгорит-
ма ANFIS и 0,19779 – для алгоритма FCM. 
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Таблица 2 
Средние значения ошибок на обучающих (ОВ) и контрольных (КВ) выборках по трём итерациям  

для предложенного алгоритма подстройки с использованием нечёткой сети ANFIS,  
генерации системы с использованием алгоритма FCM 

Предложенный  
алгоритм 

Алгоритм AFNFIS Алгоритм FCM Номер 
итерации 

Номер 
этапа 

ОВ КВ ОВ КВ ОВ КВ 

1 0,46926 0,47266 0,17618 0,17454 0,12255 0,12249 

2 0,19537 0,19857 0,15471 0,14542 0,05548 0,05549 

3 0,20666 0,20123 0,17847 0,17895 0,10935 0,11191 

4 0,12472 0,12134 0,16901 0,17085 0,0789 0,07762 

1 

5 0,12951 0,12919 0,12179 0,11241 0,06711 0,06843 

1 0,66071 0,66577 0,19378 0,19846 0,45681 0,45056 

2 0,41051 0,40337 0,13703 0,13326 0,34301 0,34559 

3 0,24624 0,23246 0,17043 0,16858 0,37221 0,37075 

4 0,23783 0,22348 0,20851 0,20771 0,37072 0,3561 

2 

5 0,24675 0,24498 0,16294 0,16389 0,3795 0,37116 

1 0,59862 0,59041 0,17529 0,18355 0,20335 0,18813 

2 0,35333 0,35615 0,18398 0,18221 0,20071 0,18264 

3 0,23531 0,20726 0,18021 0,1796 0,18457 0,17185 

4 0,23134 0,20509 0,18918 0,18109 0,18346 0,15748 

3 

5 0,22808 0,2065 0,20014 0,21574 0,17218 0,15378 
 
Заключение 

Проведённое исследование показывает, что достоинство разработанного алгоритма настрой-
ки системы нечёткого логического вывода типа Мамдани заключается в возможности осуществ-
ления локальной подстройки: для одного фиксированного набора входных переменных можно 
настроить выходное значение (отклик) системы. Для аналогичной подстройки алгоритмам ANFIS 
и FCM требуется передавать полный набор данных области определения входных переменных и 
соответствующие им значения отклика системы. В качестве приоритетного направления даль-
нейших исследований рассматривается адаптация применения алгоритмов для функций принад-
лежности других (отличных от гауссовых) типов. 
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An algorithm to adjust the Mamdani-type systems is given; it uses the principle of a proportional-

integral controller with a limited integral component to adjust fuzzy inference rules. To reduce the ad-
justment time in comparison with proportional controller and to reduce the overshoot amount in com-
parison with the proportional-integral controller with the same values of the coefficients of the integral 
and proportional components, the integral component limitation is used. The advantage of the developed 
algorithm is in the possibility of performing a local adjustment without a complete set of data for the 
domain of definition of input variables and the corresponding response values of the system. As a prior-
ity area for further research adaption of the application of the algorithms to the membership functions of 
other types (non-Gaussian) is considered. The efficiency of the algorithm is confirmed by the results of 
its comparison with algorithms of fuzzy inference system adjustment based on fuzzy neural networks 
and fuzzy clustering in solving identical problems. 

Keywords: fuzzy inference systems; adaptive systems; Mamdani-type systems; intelligent systems; 
fuzzy logic; functions of membership; proportional-integral controller. 
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