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1. Ââåäåíèå

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü E � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå ñòðóêòóðîé

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî íà E çàäà-

íà õàóñäîðôîâà òîïîëîãèÿ. Åñëè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-



æåíèÿ íà ñêàëÿð íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ýòîé òîïîëîãèè,

òî ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì.

Ëèíåéíàÿ òîïîëîãèÿ â E ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé

îêðåñòíîñòåé íóëÿ.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ

ìåòðèêà. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå E çàäàíà ìåòðèêà ρ(x, y), èí-

âàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ρ(x + h, y + h) = ρ(x, y) è

òàêàÿ, ÷òî

∀|λ| ≤ 1 ρ(λx, 0) ≤ ρ(x, 0), lim
ε→0

ρ(εx, 0) = 0,

òî ïðîñòðàíñòâî E, ñíàáæåííîå òàêîé ìåòðèêîé, áóäåò ëèíåé-

íûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Íå âñÿêîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ

ìåòðè÷åñêèì. Îäíàêî, åñëè â íåì ìîæíî ââåñòè ìåòðèêó, òî

îíî íàçûâàåòñÿ ìåòðèçóåìûì.

Ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíî-

ñòè � ìåòðèçóåìû. (òåîðåìà Áèðêãîôà-Êàêóòàíè)

Ìåòðèçóåìîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçû-

âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå, åñëè îíî ïîëíî îòíîñèòåëüíî

ëþáîé ìåòðèêè, ïîðîæäàþùåé òîïîëîãèþ â E.



×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ýòîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ íîðìèðî-

âàííûå è ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Âàæíûé âîïðîñ î íîðìèðóåìîñòè ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ò.å. âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ââåäåíèÿ â ëè-

íåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íîðìû, ñîãëàñîâàííîé

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ òîïîëîãèåé) ðåøàåòñÿ òåîðåìîé Êîë-

ìîãîðîâà À.Í.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

áûëî íîðìèðóåìûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâà-

íèÿ âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ëþáîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñòàí-

äàðòíûì îáðàçîì ïîïîëíèòü. Ïðè ýòîì ïîïîëíåíèå ìåòðè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, ïîïîëíåíèå

íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâî Áàíàõà, ïîïîë-

íåíèå ïðåäãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî.

Ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî çàìêíóòî òîïîëîãè÷åñêè

è çàìêíóòî àëãåáðàè÷åñêè (ò.å., îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïå-

ðàöèé). Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî



ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì.

Ïóñòü L ⊂ E � ïîäïðîñòðàíñòâî. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

E/L â ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè-

÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè ïðîñòðàíñòâî E ìåòðèçóåìî, òî

è ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî E/L ìåòðèçóåìî ïîñðåäñòâîì åñòå-

ñòâåííîé èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè

∀X, Y ∈ E/L : ρ̂(X, Y ) = inf ρ(x, y), x ∈ X, y ∈ Y.

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.

Äëÿ ñëó÷àÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïðåäûäóùàÿ ìåòðèçà-

öèÿ ïðèâîäèò ê íîðìèðîâêå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà, çàäàâàå-

ìîé àíàëîãîì ïðèâåäåííîãî âûøå ñîîòíîøåíèÿ:

∀X ∈ E ‖X‖ = inf
x∈X
‖x‖.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â

ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (íå îáÿçàòåëüíî ïîë-

íîì), âñåãäà ïîëíû.

Âàæíûì êà÷åñòâîì, õàðàêòåðèçóþùèì áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîñòü.



Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâîE íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì,

åñëè â íåì åñòü ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî, ò.å. â ëþ-

áîé îêðåñòíîñòè êàæäîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà E èìåþòñÿ

ýëåìåíòû èç óêàçàííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

1.2. Îïåðàòîðû è ôóíêöèîíàëû

Ïóñòü äàíû äâà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâà B1 è B2. Îïåðà-

òîð A(x), îïðåäåëåííûé íà B1 è ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé, ðàñïî-

ëîæåííîé â B2, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

1. Îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ åñòü ïëîòíîå â B1 ìíîæåñòâî.

2. A(λx) = λA(x).

3. A(x + y) = A(x) + A(y).

Îïåðàòîð A(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíâûì, åñëè äëÿ âñÿêîé

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} â B1 ñõîäèòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü èõ îáðàçîâ {A(xn)} â B2.

Îïåðàòîð A(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îí îòîáðà-

æàåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå. Ïðè ýòîì ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî ∀x ∈ B1 ‖A(x)‖B2 ≤

C‖x‖B1. Îïåðàòîð A(x) îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà îí íåïðåðûâåí.



Åñëè îáëàñòüþ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, òî îïå-

ðàòîð íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì. Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë íà-

çûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äîïîëíèòåëüíî ê ñôîðìóëèðîâàí-

íûì âûøå òðåáîâàíèÿì îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííî-

ñòè (èëè, ÷òî òî æå, íåïðåðûâíîñòè).

1.3. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ

Ñîïðÿæåííûì ê ëèíåéíîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó

E íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà E. Îáû÷íî îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-

âîëîì E∗.

Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ñ íîð-

ìîé

‖f (x)‖ = sup
‖x‖6=0

|f (x)|
‖x‖

.

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà E

îòíîñèòåëüíî íîðìû íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xn, . . . ýëåìåí-

òîâ ïðîñòðàíñòâà E ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x0 ∈ E, åñëè

∀f ∈ E∗ : lim
n→∞

f (xn) = f (x0).



Ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷åò çà ñîáîé ñëàáóþ. Îáðàòíîå, âî-

îáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îáà ýòè

âèäà ñõîäèìîñòè ýêâèâàëåíòíû. Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâàõ

êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñèëüíàÿ.

Àíàëîãè÷íî è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå l1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäèëàñü, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà îãðàíè÷åíà è ñõîäèëàñü

äëÿ ïëîòíîãî â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâà ôóíê-

öèîíàëîâ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] ñëàáàÿ

ñõîäèìîñòü îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ôóíêöèé è ñõîäèìîñòü â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà

[a; b].

Òàê êàê E∗ ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìîæ-

íî ïîñòðîèòü E∗∗ = (E∗)∗ è ò.ä. Ïðîñòðàíñòâî E∗∗ íàçûâàåòñÿ

âòîðûì ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó E. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿ-

êèé ýëåìåíò èç E ïîðîæäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíê-

öèîíàë íà E∗. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîìó x ∈ E ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàë Fx ∈ E∗∗, ïðè÷åì ýòî ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó E è ìíîæåñòâîì {Fx} ⊂ E∗∗ âçàèìíî îäíîçíà÷íî, èçî-

ìîðôíî è èçîìåòðè÷íî, ò.å. E ⊂ E∗∗. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðè



òàêîì ñîîòâåòñòâèè îêàçûâàåòñÿ E = E∗∗, ïðîñòðàíñòâî E

íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.

1.4. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A(x), îòîá-

ðàæàþùèé áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî B2. Ïóñòü ϕ(y) - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,

îïðåäåëåííûé íà B2. Òîãäà ϕ(y) îïðåäåëåí äëÿ y = A(x), ãäå

x ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B1, è ìû èìååì

ϕ(y) = ϕ(A(x)) = f (x), (1.1)

ãäå f (x)− ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà B1. Î÷åâèäíî, ÷òî

f (x) ëèíååí è íåïðåðûâåí. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âñÿ-

êîìó ôóíêöèîíàëó ϕ(y) ∈ B∗2 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôóíê-

öèîíàë f (x) ∈ B∗1 . Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí îïåðàòîð ñ îáëà-

ñòüþ îïðåäåëåíèÿ â B∗2 è îáëàñòüþ çíà÷åíèé, ëåæàùåé â B∗1 .

Ýòîò îïåðàòîð A∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A.

Ðàâåíñòî ϕ(y) = f (x) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f = A∗(ϕ) (1.2)



1.5. Óíèâåðñàëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà C[0;1]

Ñîãëàñíî òåîðåìå Áàíàõà-Ìàçóðà, ïðîñòðàíñòâîC[0, 1] íåïðå-

ðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ñ ÷åáûøåâñêîé ìåòðèêîé îáëà-

äàåò ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè � îíî ñî-

äåðæèò ÷àñòè, èçîìåòðè÷íûå ëþáîìó ñåïàðàáåëüíîìó íîðìè-

ðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Âñÿêîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E èçîìîðôíî

è èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà

C[0;1].

Ýòà òåîðåìà äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòåëþ èçó÷àòü ñâîé-

ñòâà ñåïàðàáåëüíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ íà èõ ìîäå-

ëÿõ � ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ

ïðîñòðàíñòâà C[0;1].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ÿâ-

ëÿåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå êëàññèôèêàöèè, ñðåäè êîòîðûõ íå ïî-



ñëåäíåå ìåñòî çàíèìàåò êëàññèôèêàöèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðî-

ñòðàíñòâå, ñîïðÿæåííîì ê íîðìèðîâàííîìó.

2.1. Âëîæåíèÿ è øêàëû

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E1 âëîæåíî â

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E0, åñëè:

1. Èç x ∈ E1 ñëåäóåò, ÷òî x ∈ E0.

2. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C01 òàêàÿ, ÷òî

‖x‖E0 ≤ C01‖x‖E1 (2.1)

Ïðîñòðàíñòâî E1 ïëîòíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî E0, åñëè

êðîìå 1. è 2. âûïîëíåíî

3. E1 ïëîòíî â E0.

Ñåìåéñòâî áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Eα(α0 ≤ α ≤ β0) ñ íîðìà-

ìè ‖x‖α(x ∈ Eα) íàçûâàåòñÿ øêàëîé ïðîñòðàíñòâ, åñëè:

1. Ïðîñòðàíñòâî Eβ ïëîòíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî Eα, åñ-

ëè β > α, ïðè÷åì

‖x‖α ≤ C(α, β)‖x‖β. (2.2)



2. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ C(α, β, γ), êîíå÷íàÿ âî âñåõ òî÷êàõ

îáëàñòè α0 ≤ α < β < γ ≤ β0 òàêàÿ, ÷òî

‖x‖β ≤ C(α, β, γ)‖x‖
γ−β
γ−α
α ‖x‖

β−α
γ−α
γ . (2.3)

äëÿ ëþáîãî x ∈ Eγ.

Ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1] îáðàçóþò øêàëó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-

ñòðàíñòâî Lp[0, 1] âëîæåíî â Lq[0, 1], åñëè p > q, â ñèëó íåðà-

âåíñòâà Ãåëüäåðà:

‖x(t)‖Lq[0,1] = (
1∫
0

|x(t)|q dt)
1
q ≤ (

1∫
0

|x(t)|q
p
q dt)

q
pq = ‖x(t)‖Lp[0,1],

è Lp[0, 1] ïëîòíî â Lq[0, 1].

2.2. Õàðàêòåðèñòèêà ïîäïðîñòðàíñòâà â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàí-

ñòâå

Ïóñòü E � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, E∗ � ñîïðÿæåí-

íîå ê íåìó, è ïóñòü M ⊂ E∗ � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå. Âñå

òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ðàñïàäþòñÿ íà äâà êëàññà:

1. Òîòàëüíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ: èç óñëîâèÿ f (x) = 0

äëÿ ëþáîãî f ∈M ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

2. Íåòîòàëüíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ - òå, êîòîðûå íå ïî-

ïàëè â ïåðâûé êëàññ.



Îäíàêî, òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé (ïîä-

ïðîñòðàíñòâ) E∗ ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ãðóáîé. Äåéñòâèòåëüíî,

äâà òîòàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ äðóã

îò äðóãà ïî íàáîðó ôóíêöèîíàëîâ, è, êàê ñëåäñòâèå, ïî ñâîèì

ñâîéñòâàì. Ïîýòîìó æåëàòåëüíà áîëåå òîíêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

ìíîãîîáðàçèé M ⊂ E∗.

Õàðàêòåðèñòèêîé r(M) òîòàëüíîãî ëèíåéíîãî ìíîîãîîáðà-

çèÿ M ⊂ E∗ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáðàòíîå ê sup‖x‖E, ãäå x

ïðîáåãàåò çàìûêàíèå åäèíè÷íîãî øàðà S1 ⊂ E ïî òîïîëîãèè

σ(E,M).

Äàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Õàðàêòåðèñòèêîé r(M) òîòàëüíîãî ëèíåéíîãî ìíîîãîîáðà-

çèÿ M ⊂ E∗ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî t òàêîå, ÷òî çà-

ìûêàíèå ìíîæåñòâà S1(M) = S1 ∩M , ãäå S1 ⊂ E∗, â ñëàáîé

òîïîëîãèè σ(E∗, E) ñîäåðæèò øàð St ⊂ E∗.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà r(M) ëþáîãî ëèíåé-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëåæèò ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü E = C[0, 1]. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ô. Ðèññà,

ïðîñòðàíñòâî E∗ = C∗[0, 1] èçîìåòðè÷íî è èçîìîðôíî ïðî-

ñòðàíñòâó ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå [0, 1].



Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðè-

àöèè, íà îòðåçêå [0, 1] ìíîæåñòâî M ôóíêöèé âèäà x(t) =

λt, λ ∈ R. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíûì ìíîãîîáðàçè-

åì. Äåéñòâèòåëüíî,M çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïå-

ðàöèé è îáùèé êîðåíü ñèñòåìû óðàâíåíèé {λt = 0, λ ∈ R}

îòíîñèòåëüíî t åñòü òîëüêî t0 = 0.

Õàðàêòåðèñòèêà òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà 0. Äåéñòâèòåëü-

íî, âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðà-

çèÿ. Â S1(M) ïîïàäóò ëèøü ôóíêöèè âèäà x(t) = λt, λ ∈

[−1, 1]. Äàëåå, âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç M â

êàæäîé òî÷êå (ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü) ìîæåò ñõîäèòñÿ ëèøü ê

ôóíêöèè èçM . Ò.å., â ñëàáîì çàìûêàíèè S1(M) ìîãóò ñîäåð-

æàòüñÿ òîëüêî ôóíêöèè èçM . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè

ñ îïðåäåëåíèåì õàðàêòåðèñòèêè, r(M) = 0.

2. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âà-

ðèàöèè, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ìíîæåñòâî M , ñîñòî-

ÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì ôóíê-

öèé âèäà x(t) = λt, λ ∈ R. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîòàëü-

íûì ìíîãîîáðàçèåì. Äåéñòâèòåëüíî,M çàìêíóòî îòíîñèòåëü-

íî ëèíåéíûõ îïåðàöèé è îáùèé êîðåíü ñèñòåìû óðàâíåíèé

x(t) = 0, x(t) ∈M îòíîñèòåëüíî t åñòü òîëüêî t0 = 0.



Õàðàêòåðèñòèêà òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà 1. Äåéñòâèòåëü-

íî, Â S1(M) ïîïàäóò âñå ôóíêöèè èç åäèíè÷íîãî øàðà, çà

èñêëþ÷åíèåì ôóíêöèé âèäà x(t) = λt, λ ∈ [−1, 1]. Â çàìû-

êàíèå S1(M) ïî ñëàáîé òîïîëîãèè âõîäèò âåñü åäèíè÷íûé

øàð. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç M âèäà

{ λt
et/n
}∞n=1, λ ∈ R. Îíà ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè x(t) = λt â êàæäîé

òî÷êå (ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü), ò.å. êàæäàÿ ôóíêöèÿ x(t) = λt

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ M â ñëàáîé òîïîëîãèè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â êàæäîé ε-îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà íàõîäèòñÿ

ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ äëÿ íåãî ïðå-

äåëüíîé îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè, ïîòîìó ÷òî â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ìû íàøëè áû òàêóþ ε-îêðåñòíîñòü åäèíè÷íîãî

øàðà, âñå ôóíêöèè êîòîðîé áûëè áû ïðåäåëüíûìè ïî ñëàáîé

òîïîëîãèè, íî â òàêîì ñëó÷àå , r(M) = 1 + ε, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò ñâîéñòâó õàðàêòåðèñòèêè 0 ≤ r(M) ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì õàðàêòåðèñòèêè, r(M) = 1.

Ïîñòðîåííûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ñîîòâåòñòâåí-

íî õàðàêòåðèñòèêè 0 è 1. Ãîðàçäî ñëîæíåå ïîñòðîèòü ïîä-

ïðîñòðàíñòâà ïðîìåæóòî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî è ÿâëÿåò-

ñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû.



3. Ïîñòðîåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîìåæóòî÷íîé õà-

ðàêòåðèñòèêè â C∗

3.1. Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè. Ðàçáèåíèå îòðåçêà

Íà îòðåçêå [0; 1] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëî÷èñëåí-

íîãî ïàðàìåòðà k = 1, 2, 3 . . . çàäàäèì òî÷êè

t0k =
2k−1
2k
, t1k =

2k+2−3
2k+2 , t2k =

2k+1−1
2k+1 , t

′
k =

t1k+t2k
2

è îïðåäåëèì ïîäîòðåçêè îòðåçêà [0; 1] ñîîòíîøåíèÿìè (ðèñ.1)

I−k = [t0k, t1k), I
+
k = [t1k, t2k], Ik = I−k ∪ I

+
k , k = 1, 2, ...,

Ðèñ. 1: Ðàçáèåíèå îòðåçêà [0; 1].

Ïóñòü {as}, s = 1, 2, 3, . . . íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðìåòðà k ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå ôóíêöèè:



• αk(t) (ðèñ.2) ñîîòíîøåíèÿìè:

αk(t) = 0 ïðè t ∈ [0, 1]\I+k , αk(t′k) =
ak−1
ak+1, αk(t) íåïðåðûâ-

íà íà [0, 1] è ëèíåéíà íà ïðîìåæóòêàõ

[t1k, t
′
k], [t

′
k, t2k].

Ðèñ. 2: Ôóíêöè αk(t).

• βk(t) ñîîòíîøåíèÿìè (ðèñ.3):

βk(t) = 0 ïðè t ∈ [0, 1]\I−k , ëèíåéíà íà I
−
k , íåïðåðûâíà â

t0k è

lim
t→t1k−

βk(t) =
1

(ak + 1)2
.

• xkn(t) ñîîòíîøåíèÿìè: ∀n, k ∈ N xkn(t) = 0 ïðè t ∈

[0, 1]\Ik,

xkn(t) = ak(ak + 1)βk(t) ïðè t ∈ [t0k, t1k −
|I−k |
n ],



Ðèñ. 3: Ôóíêöè βk(t).

ãäå |I−k |− äëèíà ïðîìåæóòêà I−k , k, n = 1, 2, ..., xkn(t1k −
|I−k |
2n ) = 0, xkn(t) = 1 ïðè t ∈ [t1k, t

′
k], xkn(t2k) = 0, íåïðå-

ðûâíà íà [0, 1] è ëèíåéíà íà ïðîìåæóòêàõ

[t1k −
|I−k |
n , t1k −

|I−k |
2n ], [t1k −

|I−k |
2n , t1k], [t

′
k, tk2].

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèè αk(t) è xkn(t) íåïðåðûâíû íà [0, 1], |xkn(t)| ≤ 1 íà [0, 1], βk(t) ðàçðûâíà

íà [0, 1] è |βk(t)| ≤ 1 íà [0, 1].

3.2. Îñíîâíûå ëåììû

Ïóñòü δk(t) = αk(t) + βk(t), k = 1, 2... . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

M ⊂ L2
[0,1] çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L

2
[0,1], íàòÿíóòîå íà

{δk(t)}. Ïóñòü, äàëåå, L2
[0;1]/M � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî L2

[0,1] ïî

M . Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð p : L2
[0,1] → L2

[0,1]/M ,



Ðèñ. 4: Ôóíêöè xnk(t).

êîòîðûé êàæäîìó ýëåìåíòó X ∈ L2
[0,1] ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]/M , êî-

òîðsq ñîäåðæèò X .

Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì p ðàññìîòðèì îïåðàòîð i : C[0,1] →

L2
[0,1], ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

x(t) èç C[0, 1] ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíê-

öèé â L2
[0,1].

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê âM âñå ôóíêöèè, êðîìå òîæäåñòâåí-

íîãî íóëÿ, ðàçðûâíû, òî pi − èíúåêòèâûíé îïåðàòîð.

Ïóñòü, íàêîíåö, (pi)∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê pi. Ðàñ-

ñìîòðèì îáðàç ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ýòî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â C∗[0;1].

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ



Ëåììà 1. (pi)∗(L2[0, 1]/M)∗ ⊂ C∗[0, 1]− òîòàëüíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (pi)∗(L2[0, 1]/M)∗ íå

òîòàëüíîå, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò x0 ∈

C, äëÿ êîòîðîãî f (x0) = 0 äëÿ ëþáîãîf (x) ∈ (pi)∗(L2[0, 1]/M)∗.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, f (x0) = g(pi(x0)) =

g(y0) = 0 äëÿ ëþáîãî g(y) èç (L2[0, 1]/M)∗. Ðàññìîòðèì ýëå-

ìåíò y0 ∈ (L2[0, 1]/M), ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì x0 è, âñëåäñòâèå

èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà, ñàì ÿâëÿþùèéñÿ íåíóëåâûì ýëå-

ìåíòîì. Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Áàíàõà, äëÿ

ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà y0 èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà (L2[0, 1]/M) ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë g′(y) èç (L2[0, 1]/M)∗,

äëÿ êîòîðîãî g′(y0) 6= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëî-

æåíèþ î òîì, ÷òî g(y0) = 0 äëÿ ëþáîãî g(y) èç (L2[0, 1]/M)∗.

È, ñëåäîâàòåëüíî, (pi)∗(L2[0, 1]/M)∗ ⊂ C∗[0, 1]− òîòàëüíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî. Â òåîðåìå 1 ìû âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòèêó

ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ëåììà 2. Åñëè A : X → Y− ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé èíúåê-

òèâûíé îïåðàòîð, òî õàðàêòåðèñòèêà r(A∗(Y ∗)), ãäå A∗(Y ∗ ⊂

X∗) ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê îáðàòíàÿ âåëè÷èíà ê òî÷íîé



âåðõíåé ãðàíè ÷èñåë ‖x‖, ãäå x ïðîáåãàåò çàìûêàíèå åäèíè÷-

íîãî øàðà S1 â X ïî íîðìå ‖x‖1 = ‖Ax‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn(t)} ∈ S1 ⊂

C[0, 1] ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x0(t) ∈ C[0, 1 ïî íîðìå ‖x‖1 =

‖Ax‖. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó èíúåêòèâíîñòè è íåïðåðûâíî-

ñòè îïåðàòîðà, {xn(t)} ñõîäèòñÿ ê x0(t) ïî íîðìå C[0, 1]. Íî

ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, f (x) = g(A(x)), òî

åñòü, |f (x(t) − x(t))| = |g(A(x(t) − xn(t)))| ≤ Cg‖A(x0(t) −

xn(t))‖, ãäå Cg − const. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn(t)} ñõîäèòñÿ ê x0(t) ñëàáî â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî ôóíê-

öèîíàëàì èç (A∗(Y ∗). Îáðàòíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn(t)} ∈

S1 ⊂ C[0, 1] ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x0(t) ∈ C[0, 1] ñëàáî â ñìûñ-

ëå ñõîäèìîñòè ïî ôóíêöèîíàëàì èç A∗(Y ∗) è ïóñòü {xn(t)} íå

ñõîäèòñÿ ê x0(t) ïî íîðìå ‖x‖1 = ‖Ax‖. Òî åñòü,

lim
n→∞
‖Ax0(t)− Axn(t)‖Y 6= 0

òî åñòü, ïðåäåë ðàçíîñòè Ax0(t)−Axn(t) åñòü íåíóëåâîé ýëå-

ìåíò y′. Òîãäà y′ äîëæåí áûòü îáùèì ýëåìåíòîì ÿäðà äëÿ

âñåõ ôóíêöèîíàëîâ èç A∗(Y ∗). Íî òîãäà A∗(Y ∗) íå áóäåò òî-

òàëüíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ëåììå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, {xn(t)}

ñõîäèòñÿ ê x0(t) ïî íîðìå ‖x‖1 = ‖Ax‖



Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòè-

êè r((pi)∗(L2[0, 1]/M)∗) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü âåðõíþþ ãðàíü

‖x‖C , ãäå x ïðîáåãàåò çàìûêàíèå åäèíè÷íîãî øàðà â C[0, 1]

ïî íîðìå ‖x‖1 = ‖pix‖, ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò

íîðìà â L2[0, 1]/M .

Ëåììà 3. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t) ïðèíàäëåæèò

çàìûêàíèþ åäèíè÷íîãî øàðà S1 â C[0, 1] ïî íîðìå ‖ · ‖1, òî

äëÿ ëþáîé òî÷êè ðàçðûâà t1 ôóíêöèé èçM (òàêèå ìíîæåò-

ñâà ïðîáåãàþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåðåäèí îòðåçêîâ Ik) âû-

ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå |x(t1)| ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ x(t1) ≥

0 (åñëè x(t1) < 0, òî ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû). Äîêàæåì, ÷òî

x(t1) ≤ 1. Ïóñòü, íàïðîòèâ x(t1) > 0. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè x(t) ñóùåñòâóþò ÷èñëà α > 0 è δ > 0 òàêèå, ÷òî ïðè

|t− t1| < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

x(t) > 1 + α. (3.1)

Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé (xn(t)), |xn(t)| ≤ 1, òàêàÿ, ÷òî ‖xn − x‖1 → ïðè n → ∞.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωn(t) ∈ M



òàêàÿ, ÷òî ‖xn−x−ωn(t)‖ → 0 ïî íîðìå L2. Òàê êàê t1 ÿâëÿ-

åòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà Ik, òî ñóæåíèå ôóíêöèé ωn(t) íà I
+
k

èìååò âèä

ωn(t)|I+k = Cnαk(t) (3.2)

Èçó÷èì ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Cn). Âî-ïåðâûõ, (Cn)

íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè |t− t1| < δ è t ∈ I+k

x(t)− xn(t) > α (3.3)

Èç 2 è 3 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ìàëîãî δ1 òàêîãî, ÷òî ïðè

t ∈ (t1; t1+ δ1) ðàçíîñòü |x(t)−xn(t)−ωn(t)| ïðåâûøàåò íåêî-

òîðóþ ôèêñèðîâàííóþ êîíñòàíòó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìî-

ñòè ‖xn−x−ωn(t)‖ → 0. Âî-âòîðûõ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Cn)

íå ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé. Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ x(t)

íåïðåðûâíà, çíà÷èò, îãðàíè÷åíà íà [0, 1]. Ïðè óñëîâèè íåîãðà-

íè÷åííîñòè (Cn) èç 2 ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü |x(t)−xn(t)−ωn(t)|

íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû èç I+k ïðåâûøàåò íåêî-

òîðóþ êîíñòàíòó äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ n. À ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè ‖x(t) − xn(t) − ωn(t)‖ → 0. Èòàê,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Cn) íå ìîæåò áûòü íè îãðàíè÷åííîé, íè



íåîãðàíè÷åííîé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåì-

ìó.

3.3. Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèêè ïîäïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà 1.Õàðàêòåðñèòèêà ïîäïðîñòðàíñòâà (pi)∗(L2[0, 1]/M)∗ ⊂

C∗[0, 1] íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r((pi)∗(L2[0, 1]/M)∗) =


1, ïðè a ∈ (0, 1],

1
a, ïðè a ∈ [1,∞], a = sup an

0, ïðè a =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîå óòâåðæäåíèå:

sup{‖x‖C : x ∈ S1} =


1, ïðè a ∈ (0, 1],

a, ïðè a ∈ [1,∞],

∞, ïðè a =∞.

(3.4)

Çäåñü S1 - çàìûêàíèå åäèíè÷íîãî øàðà â C[0, 1] ïî íîðìå

‖x‖1 = ‖pix‖L2/M . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé x′k(t), îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x
′
k(t) =



0 ïðè t ∈ [0, 1]\Ik, x′k(t1k) = 1, x′k(t
′
k) = ak è x

′
k(t) ëèíåéíà íà

[t0k, t1k], [t1k, t
′
k] è [t′k, t2k].

Ïðè a ∈ [1,∞] î÷åâèäíî, ÷òî sup{x′k : t ∈ [0, 1]} = ak, ò.å.

‖x‖C = ak. Ïîêàæåì, ÷òî x
′
k(t) ∈ S1 äëÿ ëþáîãî k = 1, 2....

Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî xkn → x′k ïðè n→∞ äëÿ ëþáîãî k

ïî íîðìå ‖ · ‖1. Ïî ïîñòðîåíèþ ìåðà

µ{t : x′k(t)− xkn(t) 6= λkδk(t)} =
|I−k |
n

; λk = ak + 1. (3.5)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åííîñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì k

ôóíêöèé x′k(t), xkn è δk(t), èç (5) âûâîäèì ñõîäèìîñòü ‖x′k(t)−

xkn(t) − δk(t)‖ → 0 ïðè n → ∞ â L2[0, 1]. Òàê êàê δk(t) ∈ M

ïðè âñåõ k, èìååì ñõîäèìîñòü xkn(t) → x′k(t) ïðè n → ∞ ïî

íîðìå ‖ · ‖1, ò.å. x′k(t) ∈ S1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

sup{‖x‖C : x ∈ S1} ≥ a. (3.6)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èç (4). Òåïåðü ïî-

êàæåì, ÷òî âûïîëíåíî âòîðîå èç ðàâåíñòâ (4). Èòàê, ïóñòü

a ≥ 1. Âñëåäñòâèå (6) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

sup{‖x‖C : x ∈ S1} ≤ a. (3.7)



Ïóñòü, íàïðîòèâ, sup{‖x‖C : x ∈ S1} > a. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t) ∈ S1 è ‖x‖C > a.

Ïóñòü t∗ ∈ [0, 1] òàêîâî, ÷òî x(t∗) > a (åñëè x(t∗) < 0, òî

ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû). Òîãäà íàéäóòñÿ α > 0 è δ > 0

òàêèå, ÷òî

x(t) > a + α (3.8)

ïðè |t − t∗| < δ. Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ωn(t) ∈ M

è xn(t) ∈ S1 â C[0, 1] òàêèå, ÷òî

‖x(t)− xn(t)− ωn(t)‖ → 0 (3.9)

â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]. Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð k0, äëÿ êîòîðîãî êîýôôèöèåíò Cn èç (2), íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî íîìåðà n = N , óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Cn > a + 1 + α1 > 2 + α1, (3.10)

ãäå α1 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t′0 ñåðåäèíó îòðåçêà Ik0. Â ñèëó

ëåììû 3 x(t′0) ≤ 1, çíà÷èò, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè t′0 âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

x(t) < 1 +
α1

2
. (3.11)



Èç (10), (11) ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé ëåâîé ïîëóîêðåñòíî-

ñòè òî÷êè t′0 ðàçíîñòü x(t) − xn(t) − ωn(t) ïðåâûøàåò íåêî-

òîðóþ ôèêñèðîâàííóþ êîíñòàíòó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíî-

øåíèþ (9). Èòàê, äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (7), ÷òî âìåñòå ñ (6)

âëå÷åò âûïîëíèìîñòü âòîðîãî èç ðàâåíñòâ (4).

Îñòàëîñü äîêàçàòü ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (4). Ïóñòü a ∈ (0, 1].

Ïîêàæåì, ÷òî

sup{‖x‖C : x ∈ S1} ≥ 1. (3.12)

Íåðàâåíñòâî (12) äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è (6)

Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

sup{‖x‖C : x ∈ S1} ≤ 1. (3.13)

Íåðàâåíñòâî (13) äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è (7) ïðè

a = 1. Òîò ôàêò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå a ≤ 1 íå âëèÿåò íà

äîêàçàòåëüñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (12) è (13) äî-

êàçûâàþò ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïîíÿòèå ðåãóëÿðèçóåìîñòè îòîáðàæåíèé, îáðàòíûõ ê ëèíåé-

íûì îïåðàòîðàì, âîçíèêëî ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè óðàâ-



íåíèé. Åñëè òàêîå îòîáðàæåíèå ðåãóëÿðèçóåíî, òî óðàâíåíèå

ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ðåøåíî ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í.

Òèõîíîâà.

Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è f� îòîáðà-

æåíèå èç X â Y . Ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ

f (x) = y, x ∈ X, y ∈ Y (4.1)

êîððåêòíà, åñëè:

1. äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ;

2. ðåøåíèå åäèíñòâåííî;

3. çàäà÷à óñòîé÷èâà, ò. å. îòîáðàæåíèå f−1 íåïðåðûâíî.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à ñè÷òàåòñÿ íåêîððåêòíîé.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Rδ, äåéñòâó-

þùèõ èç ïðîñòðàíñòâà Y â X , íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàòîðîì

äëÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷è (4.1), åñëè Rδ îïåðåäåëåíû äëÿ âñåõ

δ ∈ (0, δ0), ãäå δ0 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, è îáëà-

äàþò ñëåäóùèì ñâîéñòâîì: äëÿ âñÿêîãî x ∈ X

sup{ρX(x,Rδy) : y ∈ Y, ρY (y, f (x)) ≤ δ} → 0 ïðè δ → 0



Íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à (4.1) ðåãóëÿðèçóìåà ïî Òèõîíîâó (îòîá-

ðàæåíèå f−1 ðåãóëÿðèçóåìî ïî Òèõîíîâó), åñëè äëÿ óðàâíå-

íèÿ (4.1) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðèçàòîð.

Åñëè æå îòîáðàæåíèå íåðåãóëÿðèçóåíî, òî ìåòîä Òèõîíîâà

äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ òàêèì îïåðàòîðîì

íå ïðèìåíèì. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå

âîïðîñà î ðåãóëÿðèçóåíîñòè îòîáðàæåíèé, îáðàòíûõ ê èíòå-

ãðàëüíûì îïåðàòîðàì, òàê êàê îíî ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ

ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê êàê ðåãóëÿðèçóåìîñòü

îòîáðàæåíèÿ A−1, ãäå A : X → Y , ýêâèâàëåíòíî íåîáðàùå-

íèþ â 0 õàðàêòåðèñòèêè ïîäïðîñòðàíñòâà A∗Y ∗ ⊂ X∗, ïðè-

âåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðèìåðû ðåãóëÿðè-

çóåìûõ è íåðåãóëÿðèçóåìûõ îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, èíòå-

ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç C[0, 1] â L2[0, 1].



5. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Òåîðèÿ õàðàêåòðèñòèê ïîäïðîñòðàíñòâ è åå ïðèëîæåíèÿ.

Ïåòóíèí Þ. È., Ïëè÷êî À. Í. Êèåâ: Âèùà øêîëà. Ãîëîâ-

íîå èçä-âî, 1980, 216 ñ.

2. Ñ. Ã. Êðåéí,Þ. È. Ïåòóíèí,Øêàëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

ÓÌÍ, 1966, òîì 21, âûïóñê 2(128), 89�168.

Ë. À. Ëþñòåðíèê, Â. È. Ñîáîëåâ, Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, Ì., 1965 ã., 520 ñ.

3. Èíòåðïîëÿöèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Êðåéí Ñ.Ã, Ïåòó-

íèí Þ. È., Ñåìåíîâ Å. Ì. Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû èçäàòåëüñòâà ¾Íàóêà¿, Ì.,

1978, 400 ñòð.

4. Ë. Ä. Ìåíèõåñ, Îá îäíîì äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ðåãóëÿ-

ðèçóåìîñòè ëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, Ìàòåì. çàìåòêè,

2007, òîì 82, âûïóñê 2, 242�246

5. À. Í. Êîëìîãîðîâ, Ñ. Â. Ôîìèí, Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíê-

öèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèç-

ìàò ëèòåðàòóðû èçä-âà ¾Íàóêà¿, Ì., 1976 ã.



6. Ì. È. Êàäåö, Á. Ñ. Ìèòÿãèí, Äîïîëíÿåìûå ïîäïðîñòðàí-

ñòâà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÓÌÍ, 1973, òîì 28, âû-

ïóñê 6(174), 77�94

7. Ñ. Ã. Êðåéí,Þ. È. Ïåòóíèí,Øêàëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

ÓÌÍ, 1966, òîì 21, âûïóñê 2(128), 89�168

8. Ñ. Ã. Êðåéí, Þ. È. Ïåòóíèí, Êðèòåðèé ðîäñòâåííîñòè

äâóõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1961, òîì

139, íîìåð 6, 1295�1298


	shefer
	Шефер



