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АННОТАЦИЯ 

Басманов А.П. Некоторые мат-

ричные соотношения и их анализ с по-

мощью средств программирования –

Челябинск: ЮУрГУ, ЕТ-412,      c.,  

11 ил., библиогр. список –     наим.,  

2 прил.  

Целью данной работы является разработка программы для проверки 

коммутационного матричного соотношения с целью дальнейшего использо-

вания в математическом и функциональном анализе.  

В первом разделе введены термины из курсов линейной алгебры, мате-

матического и функционального анализа, связанных с темой диплома, прове-

дён обзор использования коммутационных соотношений в квантовой меха-

нике. В частности, был рассмотрен принцип неопределённости Гейзенберга и 

каким образом он был выведен. 

Во втором разделе определено соотношение сопряжённого коммутиро-

вания, описано каким методом будем проверять данное соотношние, какие 

алгебры необходимо проверить для проверки данного соотношения. По-

строена математическая модель данной задачи, расписаны алгоритмы про-

верки соотношения сопряжённого бикоммутирования, расписан интерфейс 

необходимых классов. 

В третьем разделе проведено исследование необходимых размерностей 

на бикоммутативность, выяснено при каких размерностях матрицы условие 

бикоммутации выполняется, а при каких нет. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Матрицы используются практически во всех сферах математики и про-

граммирования. Использование матриц помогает упрощать математические 

модели для различных процессов и объектов. 

Матрицы используют в том числе и для построения уравнений в виде 

матричных соотношений. Матричные соотношения используются для реше-

ния огромного количества задач в различных разделах физики, таких как 

специальная теория относительности, электричество и оптика. Также, дан-

ные соотношения используются для различных утверждений в математиче-

ском и функциональном анализе. 

Коммутационные матричные соотношения играют очень важную роль 

в физике. Например, в квантовой механике они помогают описать неопреде-

лённости в различных процессах,  

Таким образом, целью данной работы является проверка матричного 

соотношения на предмет бикоммутативности для заданной размерности с це-

лью дальнейшего использования в функциональном анализе. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие 

задачи: 

1) изучить литературу, связанную с коммутативными матрицами; 

2) провести обзор существующих коммутационных соотношений; 

3) разработать алгоритмы работы программы; 

4) получить результаты проверки соотношений. 
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1 КОММУТАЦИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ, ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

1.1 Основные понятия и определения 

1.1.1 Линейные операции над матрицами 

Определение: Две матрицы A и B называются равными, если они имеют 

один и тот же порядок и, если элементы, стоящие на соответствующих мес-

тах равны. 

 . (1.1) 

Для того чтобы умножить матрицу на число нужно каждый элемент 

матрицы умножить на это число. 

 . (1.2) 

Складывать можно только матрицы одинаковых размеров. 

 . (1.3) 

Свойства линейных операций: 

1. , 

2. , 

3. , 

4. , 

5.  

Определение: Произведением двух матриц A и B называется матрица С 

такая, что: 

 . (1.4) 

Определение: Если в матрице A поменять местами строки и столбцы, то 

получится транспонированная матрица A
T
. 

 . (1.5) 
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Свойства транспонирования: 

1. Транспонирование дважды оставляет матрицу без изменения.  

 . (1.6) 

2. Из транспонированной матрицы можно вынести множитель. 

 . (1.7) 

3. Транспонирование суммы двух матриц равно сумме транспониро-

ванных матриц.  

 . (1.8) 

4. Транспонирование произведения матриц равно произведению транс-

понированных матриц. 

 . (1.9) 

1.1.2 Понятие комплексного числа 

Определение: Комплексным числом называется упорядоченная пара 

действительных чисел (a,b). Два комплексных числа (a,b) и (c,d) равны тогда 

и только тогда, когда a=c, b=d.  

На множестве всех комплексных чисел  определены операции сложе-

ния и умножения по правилам: 

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+d), 

(a,b)·(c,d) = (ac−bd, ad+bc). 

Эти операции обладают следующими свойствами: 

 ассоциативность: 

(a,b) +((c,d) + (e,f))=((a,b) + (c,d))+ (e,f), 

(a,b)·((c,d)·(e,f))=((a,b)·(c,d))·(e,f); 

 коммутативность: 

(a,b) + (c,d) = (c,d) + (a,b), 

(a,b)·(c,d) = (c,d)·(a,b); 

 дистрибутивность: 

(a,b)·((c,d) + (e,f))= (a,b)·(c,d) + (a,b)·(e,f) 
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1.2 Определения, связанные с функциональным анализом 

Линейное векторное пространство называется Банаховым, если оно 

нормированное и полное по метрике, порождённой нормой. 

Линейное векторное пространство  называется комплексным Гиль-

бертовым если оно имеет правило для любых двух элементов пространства 

 и для любого вещественного числа , формирующее скалярное произ-

ведение , удовлетворяющая следующим требованиям: 

 ; (1.10) 

 ; (1.11) 

 ; (1.12) 

 ; (1.13) 

 . (1.14) 

Также Гильбертово пространство является полным относительно по-

рождённой этим скалярным произведением метрики, заданной по формуле: 

 . (1.15)) 

Пусть  – комплексное векторное пространство над полем , снабжен-

ное операцией , называемой умножением. Тогда  является ком-

плексной алгеброй над , если для любых ,  выполняются 

следующие свойства:

 ; (1.16) 

 ; (1.17)) 

 . (1.18)) 
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Размерностью алгебры (подалгебры)  называется число, равное коли-

честву базисных элементов алгебры . 

Комплексная алгебра  называется банаховой алгеброй, если  – бана-

хово пространство по отношению к некоторой норме , в которой есть еди-

ничный элемент , удовлетворяющее формулам: 

 ; (1.19) 

 . (1.20) 

Из этого следует, что  (  – знак изоморфно-

сти), где  – обозначение комплексной алгебры  комплексных матриц. 

Подалгебра алгебры над полем  – это линейное подпространство та-

кое, что произведение любых двух элементов из этого подпространства снова 

ему принадлежит. Другими словами, подалгеброй  линейной алгебры  над 

полем  называется её подмножество если оно является подкольцом кольца 

 и подпространством линейного пространства . 

Алгебра (подалгебра) называется нильпотентной, если существует  

такое, что любое произведение  элементов равно 0. Если при этом при  

существует ненулевое произведение, то  называется индексом нильпо-

тентности или классом алгебры. 

Аннулятором подалгебры  алгебры  называется такая подалгебра 

, что  выполняется . 

Пространство  с индефинитной метрикой  называется про-

странством Понтрягина с  положительными квадратами, если выпол-няются 

4 аксиомы: 

1) в  нет ненулевого вектора, ортогональному всему ; 

2) в  существует хотя бы одно -мерное, , положительное прос-

транство; 

3) для любых  векторов квадратичная форма имеет не более  не-

отрицательных квадратов; 
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4) существует разложение на Гильбертовы подпространства. 

Коммутационное соотношение – соотношение вида: 

  (1.21) 

где ,  и – алгебраические операторы. 

Коммутационное соотношение коммутирует, если  и некоммутиру-

ет в обратном случае. 

Пусть  – множество алгебраических операторов, а  – множество ал-

гебраических операторов, коммутирующих с каждым элементом из  по 

формуле (1.21). Обозначим за  множество алгебраических операторов, 

коммутирующих с  по заданной формуле коммутации. Бикоммутирующим 

соотношением называется соотношение для которого множество  совпадает 

с множеством . 

Эрмитово-сопряжённая матрица – матрица комплексных чисел , по-

лученная из матрицы комплексных чисел , путём транспонирования и заме-

ной элементов на сопряжённые. 

1.3 Задачи, при решении которых используются коммутационные соот-

ношения 

1.3.1 Многоэлектронная задача 

Многоэлектронные системы состоят из физических объектов, для опи-

сания которых классические понятия трудно использовать. Свойства много-

электронных атомов такие, как устойчивость или химические свойства про-

тиворечат законам классической физики и для объяснения этих понятий не-

обходимо использовать другой аппарат. Квантовая механика, дает для этого 

надлежащие средства. 

Многоэлектронная задача заключается в описании движения различ-

ных атомов и электронов, нахождении формул, по которым происходит 

взаимодействие между электронами в атоме. 
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Основной подход к решению многоэлектронной задачи сводится к ре-

шению задачи с двумя частицами, которые коммутируют между собой. 

Подходы к решению данной задачи, когда состояние системы Ψ, со-

стоящей из  идентичных электронов, можно представлять с помощью реду-

цированной матрицы плотности 2-го порядка [1], которая определяется как 

функция четырёх состояний: 

 . (1.22) 

Гамильтониан (оператор квантовой механики, соответствующий функ-

ции Гамильтона в классической механике) , описывающий много-

электронную систему, записывается в виде суммы: 

 ,   (1.23) 

где эффективный двухчастичный гамильтониан, введённый в [1] есть: 

 . (1.24) 

Для данной задачи проверяется очень много коммутационных соотно-

шений. Например, правила коммутации для операторов компонент момента 

импульса частицы  оператором компонент некоторой векторной величины 

этой частицы  записываются в тензорном виде как: 

 ,   (1.25) 

где  – антисимметричный единичный тензор третьего ранга (по дважды 

повторяющимся «немым» индексам подразумевается суммирование). 

Также в многоэлектронных задачах выведены условия того, что опе-

ратор квадрата момента импульса  коммутирует с каждым из операторов 

(проекции оператора момента импульса на оси  соответст-

венно), а именно: 
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 ; (1.26) 

 ; (1.27) 

 . (1.28) 

1.3.2 Неопределённость Гейзенберга 

Принцип неопределённости Гейзенберга является одним из краеуголь-

ных камней квантовой механики и заключается в том, что чем точнее опре-

делена одна характеристика частицы, тем менее точно можем измерить вто-

рую характеристику частицы [2]. Из этого следует, что два параметра части-

цы, а именно положение объекта  и его импульс , не могут быть одновре-

менно измерены. 

 Пусть  – погрешность измерения положения объекта, а  – по-

грешность измерения импульса (Рисунок 1.1).  

 

Рисунок 1.1 – Соотношение неопределённости Гейзенберга. Эксперимент  

по дифракции электронов на щели 

Система, образованная оператором импульса  и оператором положе-

ния частицы  выглядит так: 
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 (1.29) 

где  – постоянная планка; 

 – функция собственных состояний частицы. 

Эту систему можно привести к соотношению: 

 . (1.30) 

Из соотношения (1.21) можно заключить, что оператор импульса  и 

оператор положения частицы  не коммутируют друг с другом, что и даёт 

определение принципа неопределённости Гейзенберга 

Более привычно это соотношение записывается в виде: 

 . (1.31) 

1.3.3 Момент импульса в квантовой механике 

Момент импульса характеризует количество вращательного движения. 

Величина, зависящая от того, сколько массы вращается, как она распределе-

на относительно оси вращения и с какой скоростью происходит вращение 

[1]. 

В классической механике момент импульса частицы  (Рисунок 1.2) 

выражается по формуле: 

 , (1.32) 

где  – радиус-вектор; 

 – импульс частицы. 
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Рисунок 1.2 – Момент импульса  

То же соотношение верно для операторов в квантовой механике: 

 . (1.33) 

Если рассматривать данное соотношение по компонентам, то получим 

соотношения: 

 ; (1.34) 

 ; (1.35) 

 
 

(1.36) 

В квантовой механике направления моментов импульсов  по 

каждой из координат  соответственно в пространстве не коммутируют 

между собой (Рисунок 1.3).  

 

Рисунок 1.3 – Некоммутация операторов , ,  
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Некоммутация операторов , , ; Г-образная фигура (1) сначала по-

ворачивается на 90° вокруг оси х (2), затем вокруг оси у (3). При обратной 

последовательности тех же поворотов конечный результат получается дру-

гим (4). 

1.3.4 Метод вторичного квантования 

Метод вторичного квантования заключается в описании многочастич-

ных квантовомеханических систем. Этот метод по своей основе применяется 

для задач квантовой теории поля и в многочастичных задачах физики кон-

денсированных сред. 

В методе вторичного квантования состояния физической системы опи-

сываются векторами гильбертова пространства, называемого прос-транством 

состояний, а эволюция системы определяется соответствующим уравнением: 

 , (1.37) 

где  - постоянная планка; 

 – оператор энергии, называемый гамильтонианом; 

 – вектор пространства состояний, описывает волновую функцию сос-

тояний. 

Вектор пространства состояний  описывается формулой: 

 , (1.38) 

где  – собственная функция одночастичного гамильтониана. 

Что касается коммутационных соотношений, то для данных задач бе-

рётся коммутация операторов рождения частицы в определённом одночас-

тичном состоянии. 

1.4 Вывод по первой главе 

В данном разделе были рассмотрены основная теоретическая информа-

ция из курсов математического анализа, функционального анализа и линей-



16 

ной алгебры. Особенно важно было выделить понятия, связанные с функ-

циональным анализом из-за того, что задача проверки матричных коммута-

ционных соотношений напрямую связана с интерпретацией различных про-

странств в виде матриц комплексных чисел. 

Также был проведён обзор существующих задач, которые решаются в 

том числе и с помощью коммутационных соотношений. Практически все из 

них являются частью квантовой механики – области, которая является одной 

из новейшей в физике, поэтому данная область является очень важной для 

математиков и физиков. В частности, был рассмотрен принцип неопределён-

ности Гейзенберга – принцип, являющийся основой для множества исследо-

ваний, коммутирование моментов импульсов в квантовой механике и метод 

вторичного квантования, позволяющий более подробно структуру и поведе-

ние атомов. 
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2 СОПРЯЖЁННАЯ КОММУТАЦИЯ 

2.1 Коммутативная алгебра сопряжённого матричного соотношения 

2.1.1 Необходимость проверки матричных соотношений. 

В нашей работе на месте алгебраических операторов в коммутацион-

ном соотношении исследуем матрицы. 

Известная теорема Фон Неймана о бикоммутанте гласит, что для каж-

дой алгебры выполняется соотношение бикоммутирования для различных 

пространств. При этом в (1.21) для проверки бикоммутации в пространстве 

подставляем квадратные матрицы, элементами которого являются комплекс-

ные числа. 

Тем не менее, если заменим коммутационное соотношение (1.21) на 

соотношение вида: 

 , (2.1) 

где  – матрицы комплексных чисел множеств матриц ком-

плексных чисел  соответственно. Данное соотношение не обладает 

свойством бикоммутирования для всех пространств, представленных в виде 

матриц. Назовём (2.1) сопряжённым коммутированием. 

Известно, что данное соотношение бикоммутирует для квадратных 

матриц размерности  для всех пространств. Также известно, что 

для квадратных матриц размерности большей либо равной 6 данное соотно-

шение бикоммутирует не всегда, то есть есть примеры, для которых соотно-

шение (2.1) не бикоммутирует. 

Целью нашей работы является проверка сопряжённого бикоммути-

рования для матриц размерности . 

Данное соотношение не нужно проверять для алгебр максимальной 

размерности, т.к. условия сопряжённой бикоммутации выполняется всегда.  
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К тому же размерность матриц ограничивает класс алгебры: класс алгебры  

будет всегда меньше размерности матриц ввиду того, что при большем  на-

рушается свойство нильпотентности алгебры. 

Стоит отметить, что при отсутствии свойства бикоммутирования 

Основная цель сопряжённого бикоммутирования – его использование 

для операторов пространства Понтрягина, а именно проверка изоморфности 

данных пространств. Данная проверка может быть сведена к проверке соот-

ношения сопряжённого бикоммутирования. 

2.1.2 Методы проверки матричных соотношений 

Существует несколько методов решения матричных соотношений. 

1. Сведение соотношения к стандартным методам решения матричных 

уравнений, а именно метод Крамера, метод Гаусса и матричный метод. 

2. Генерация случайных матриц для нахождения матриц, удовлетво-

ряющих соотношению. 

3. Сведение матричного соотношения к решению системы линейных 

алгебраических уравнений. 

Мы не можем свести наше матричное соотношение к стандартным ме-

тодам решения из-за сопряжённости матрицы  в (2.1). Также, генерация 

случайных матриц имеет массу недостатков в виде вероятности упустить 

важный элемент множества матриц и чрезмерного использования времени. 

Из всего этого следует взять третий метод проверки матричного соот-

ношения, а именно сведение матричного соотношения к решению системы 

линейных алгебраических уравнений. 

2.2 Формирование алгебр и подалгебр 

Для того, чтобы проверить соотношение (2.1), необходимо сформиро-

вать все неизоморфные алгебры для матриц размерности N. Далее, из них 

выбираются все неизоморфные подалгебры. В следующих параграфах будем 

рассматривать алгебры и подалгебры всех различных классов. 
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2.2.1 Основные обозначения для рассмотрения формирования 

Для описания алгебр и подалгебр будем использовать обозначения, 

описанные ниже. 

Под знаком  примем знак изоморфности для алгебр и пространств. 

Для комплексных алгебр и подалгебр матриц также будем использо-

вать символ . Аннулятор для алгебры  мы будем обозначать буквой . 

При описании матриц вместо элементов матрицы будем записывать 

матричные блоки  размерности  и матричные блоки  размер-

ности . 

2.2.2 Коммутативные нильпотентные алгебры класса 2 

Пусть  – произвольное поле, а  – нильпотентная подалгебра  клас-

са 2. Тогда все матрицы алгебры  могут быть представлены в виде: 

 
; , (2.2) 

где n – размерность матрицы и поля P. 

При этом, все матрицы вида (2.2) образуют подалгебры вида  

класса 2, размерности  над полем . Стоит отметить, что  

тогда и только тогда, когда равны их размерности. Другими словами, если 

две подалгебры класса 2 изоморфны, то из этого следует, что . 

Из этого также следует, что возможно два варианта: 

 ; (2.3) 

 . (2.4) 

Из соотношений (2.2–2.4) делаем вывод, что в  имеется  макси-

мальных коммутативных нильпотентных подалгебр, при этом эти подалгеб-

ры являются искомыми алгебрами класса 2.  
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Пусть n – размерность поля . Тогда размерность алгебры не превос-

ходит . Это утверждение является верным не только для алгебр класса 2, 

но и для алгебр больших классов [4]. 

Рассмотрим способ формирования максимальной коммутативной 

нильпотентной алгебры класса 2. Каждая алгебра формируется следующим 

образом. 

Создаём пустую комплексную алгебру, в которую добавляем матрицу 

вида: 

 
; , (2.5) 

где матричный блок  заполнен единицами. После чего поочерёдно до-

бавляем матрицы: в  заменяем поочерёдно 1 на 0 по столбцам, начиная с 

последнего, сверху вниз и добавляем полученную матрицу в подалгебру. Та-

ким образом формируем все возможные неизоморфные нильпотентые алгеб-

ры класса 2. 

Подалгебры, в свою очередь, формируем из алгебр: пусть дана алгебра 

размерности n. Сначала будем из алгебры убирать одну из полученных мат-

риц. Таким образом, сформируем  подалгебр размерностью . Анало-

гичным образом мы отбрасываем  алгебр. В итоге из каждой ал-

гебры мы получим ровно -2 подалгебр. 

Заметим, что такой подход формирования подалгебр из алгебр очень 

удобен, потому что для проверки подалгебр на изоморфность достаточно 

увидеть, что данные подалгебры содержат одинаковые матрицы комплекс-

ных чисел. 

2.2.3 Коммутативные нильпотентные алгебры класса . Теоремы 

Кравчука 

Первая теорема Кравчука. Пусть  – коммутативная нильпотентная 

подалгебра алгебры  класса , не содержащаяся в другой коммутатив-
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ной нильпотентной подалгебре алгебры  того же класса. Тогда матрицы  

алгебры  одновременным преобразованием подобия приводятся к виду: 

 

, (2.6) 

где . При этом аннулятор M алгебры N состо-

ит из всех матриц алгебры  вида: 

 
. (2.7) 

Первая теорема необходима для формулировки второй теоремы Крав-

чука, а именно: 

Вторая теорема Кравчука. Если коммутативная нильпотентная подал-

гебра N полной линейной алгебры  класса  состоит из матриц вида 

(2.6), то блок  пробегает коммутативную нильпотентную алгебру  алгеб-

ры  класса . 

Данная теорема будет необходимы для формирования коммутативных 

нильпотентных подалгебр класса 3 

2.2.4 Коммутативные нильпотентные подалгебры класса 3 

Пусть поле  бесконечно, тогда в множестве всех коммутативных 

нильпотентных подалгебр полной линейной алгебры  при  имеется 

бесконечное множество попарно несопряжённых и неизоморфных подалгебр 

класса 3. Это означает, что если существует пример, отрицающий соотноше-

ние сопряжённой бикоммутативности, для размерности поля , то при 

 можно также построить пример, основанный на примере для размерно-

сти 6, что и подтверждается в параграфе 2.1.1. 

Пусть  – коммутативная нильпотентная алгебра класса 3. Тогда для 

описания всех коммутативных нильпотентных алгебр класса 3 будет доста-

точно проверить условие вида: 
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 , (2.7) 

где  – аннулятор алгебры . 

Пусть  – размерность алгебры . В дальнейшем будем записывать ба-

зис алгебры  в виде: 

      (2.8) 

где  – элемент базиса алгебры ; 

 – элемент базиса аннулятора . Данная запись базиса нам пригодится 

для описания коммутативных нильпотентных алгебр класса 3 размерности 5. 

2.2.5 Коммутативные нильпотентные подалгебры класса 3 размерно-

сти 5 

Как было описано выше, для описания всех коммутативных нильпо-

тентных неизоморфных алгебр размерности  достаточно описать все неизо-

морфные алгебры  такие, что  совпадает с аннулятором , размерность 

. 

Воспользуемся тем, что  (данное соотношение было описано в  

параграфе 2.2.2). Оценим размерность подалгебр, которые мы должны рас-

смотреть в нашей задаче. Для размерности матриц равной 4 при подставле-

нии получится, что , а для размерности матриц равной 5 выполняется 

. 

Тем не менее, у нас есть условие того, что алгебры максимальной раз-

мерности можно не рассматривать ввиду того, что условие бикоммутирова-

ния для них выполняется. В связи с этим, необходимо рассмотреть все подал-

гебры размерностью  (подалгебры меньшей размерности будут являться 

подалгеброй одной из  подалгебр размерностью 5 и будут генерироваться из 

этих подалгебр). 

Воспользуемся второй теоремой Кравчука для определения вида мат-

риц класса три. Так как в (2.6) будет пробегать нильпотентную алгебру 
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класса 1, то данная матрица обнулится и матрица в алгебре будет выглядеть 

как: 

 

. (2.9) 

При этом аннулятор алгебры (2.7) не изменится. 

Полные выкладки нахождения всех неизоморфных подалгебр класса 3 

размерности 5 можно найти в [4], здесь же приведём все такие подалгебры, 

как они задаются. 

Множество всех коммутативных нильпотентных алгебр класса 3 раз-

мерности 5 над полем комплексных чисел содержит лишь 13 попарно раз-

личных с точностью до изоморфизма алгебр: 

1) , другие произве-

дения базисных элементов равны 0; 

2)  другие 

произведения базисных элементов равны 0; 

3) 

 другие произведения базисных элементов равны 0; 

4) 

 другие произведения базисных элементов равны 0; 

5) , 

другие произведения базисных элементов равны 0; 

6) , другие 

произведения базисных элементов равны 0; 

7) , другие произведения 

базисных элементов равны 0; 

8) 

; 

9)  другие произведения базисных эле-

ментов равны 0; 
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10) , другие произведения базис-

ных элементов равны 0; 

11) , другие произведения 

базисных элементов равны 0; 

12) , другие произведения 

базисных элементов равны 0; 

13) , 

другие произведения базисных элементов равны 0. 

Так как количество матриц в алгебре ограничено, то их легко постро-

ить аналитически и для решения задачи будем использовать их в качестве 

исходных данных (приложение 2) для проверки соотношения (2.1). 

2.3 Постановка математической модели сопряжённого соотношения 

Рассмотрим проверку соотношение сопряжённого коммутирования для 

размерности  (для матриц размерности  соотношение рассматрива-

ется аналогично). 

Пусть задано множество матриц , каждый элемент 

которого будем подставлять в матрицу . Для нахождения матриц B множе-

ства  представим сопряжённое коммутационное соотно-

шение в виде: 

 , (2.10) 

где  – нулевая матрица, каждый элемент которой вычисляется по фор-

муле: 

 . (2.11) 

Таким образом, формируем систему линейных алгебраических уравне-

ний, где  являются неизвестными. Так как таких матриц мо-

жет быть бесконечное множество, то в решении соотношения (2.10) оставим 
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лишь базисные матрицы (Остальные можно получить с помощью линейных 

комбинаций базисных матриц). 

Далее построим множество матриц , коммутирую-

щих по соотношению: 

 . (2.12) 

Нулевая матрица  при этом вычисляется по формуле: 

 . (2.13) 

Таким образом, формируем систему линейных алгебраических уравне-

ний, где  являются неизвестными. Так как таких матриц мо-

жет быть бесконечное множество, то в решении соотношения (2.10) оставим 

лишь базисные матрицы (Остальные можно получить с помощью линейных 

комбинаций базисных матриц). 

Две системы линейных алгебраических уравнений и будут образовы-

вать математическую модель данной задачи. 

2.4 Алгоритмы проверки сопряжённого бикоммутирования матриц 

Основной алгоритм программы заключается в проверке коммутацион-

ного матричного соотношения для заданной размерности  (в нашем случае 

). 

Для начала пользователь вводит ту размерность , для которой он хо-

чет проверить соотношение. После чего для заданной размерности формиру-

ется список неизоморфных подалгебр, для которых нужно проверить соот-

ношение сопряжённой бикоммутации. 

Далее, рассматриваем каждую неизоморфную подалгебру. Если для ка-

кой-либо подалгебры у нас условие бикоммутации не выполняется, делаем 

вывод, что соотношение сопряжённой бикоммутации выполняется не всегда 

и выводим сообщение об этом. Если же для всех подалгебр проверили, что 

соотношение (2.1) выполняется, то делаем вывод, что условие сопряжённой 
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бикоммутации для заданной пользователем размерности  выполняется, и 

также выводим сообщение об этом. 

Схема соответствующего алгоритма представлена на рисунке 2.1 

Начало

Конец

Цикл для всех подалгебр PALLi

Конец перебора подалгебр PALLi

Формирование списка неизоморфных 

подалгебр PALL

Выбор пользователем размерности 

задачи N 

Проверка подалгебр PALLi на 

бикоммутативность

PALLi бикоммутативна?

Нет

Да

Вывод сообщения о 

невыполнении условия 

бикоммутативности

Вывод сообщения о 

выполнении условия 

бикоммутативности

Рисунок 2.1 – Основной алгоритм  
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Алгоритм формирования списка неизоморфных подалгебр  за-

ключается в генерации списка подалгебр на основе всех известных алгебр 

различных классов (Рисунок 2.2).  

Цикл для всех алгебр ALi

Конец перебора алгебр ALi

Формирование списка алгебр AL для 

размерности N. Создание пустого списка 

подалгебр PALL

Формирование списка подалгебр PA для 

алгебры ALi

Цикл для всех подалгебр PAj

Проверка подалгебр PAj на изоморфность 

подалгебрам  из списка PALL

PAj изоморфна?

Нет

Добавить подалгебру PAj в список PALL 

Конец перебора подалгебр PAj 

Да

Начало

Конец
 

Рисунок 2.2 – Алгоритм формирования списка неизоморфных подалгебр 

 

В начале, формируем список всех алгебр  для заданной размерности 

матриц , введённой пользователем алгоритмом выше, при этом следует 
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создать пустой список неизоморфных подалгебр для дальнейшего использо-

вания. 

После этого, для каждой алгебры формируем все её подалгебры. Так 

как не все подалгебры неизоморфны, необходимо оставить среди изоморф-

ных подалгебр одну для проверки соотношения сопряжённой бикоммутации. 

Для этого проверяем каждую подалгебру на изоморфность с помощью спи-

ска подалгебр . Если подалгебра изоморфна какой-либо подалгебре из 

списка , то эту алгебру в дальнейшем не рассматриваем. Если же подал-

гебра неизоморфна ни одной из подалгебр , добавляем данную подал-

гебру в данный список. 

Рассмотрим далее алгоритм формирования списка неизоморфных ал-

гебр  задаёт список алгебр разных классов для размерности матриц  (Ри-

сунок 2.3).  

Начало

Конец

N=3?

Нет

Формирование списка алгебр класса 2

Формирование списка алгебр класса 3

N=5?

Формирование списка алгебр класса 4

Проверка на экспериментальных данных

Нет

Да

Да

Рисунок 2.3 – Алгоритм формирования неизоморфных алгебр  
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Если , то мы проверяем нашу программу на экспериментальных 

данных. Если же , то мы формиру-

ем список алгебр, состоящих из алгебр класса 2 и 3 для  и алгебры 

класса 2,3,4 для . 

Алгоритм проверки подалгебры на бикоммутативность (Рисунок 2.4) 

основан на решении двух систем линейных алгебраических уравнений, осно-

ванных на соотношениях, описанных в (2.10-2.13).  

Начало

Конец

Формирование пустых списков множества 

матриц B и A’. Получение списка матриц A 

из PALLi

Формирование СЛАУ для соотношения 

BA=A*B. Решение СЛАУ. Получение 

списка матриц B.

Формирование СЛАУ для соотношения 

BA’=(A’)*B. Решение СЛАУ. Получение 

списка матриц A’.

Размер списка A’ 

больше размера списка A?

Вывод сообщения о 

бикоммутативности 

подалгебры PALLi

Вывод сообщения о 

небикоммутативности 

подалгебры PALLi

Да

Нет

 

Рисунок 2.4 – Алгоритм проверки подалгебры на бикоммутативность 

Для проверки необходимо получить список матриц  из подалгебры 

 и создать списки матриц . Далее формируем и решаем систему 

линейных алгебраических уравнений для получения списка матриц . 



30 

После чего сравниваем размеры списков . Если размер списка  боль-

ше размера списка , то делаем вывод о том, что наша подалгебра не биком-

мутативна и выводим сообщение об этом, иначе для нашей подалгебры вы-

полняется условие бикоммутации и выводим сообщение об этом. 

2.5 Проектирование классов для решения задачи 

Для того, чтобы проверить соотношение сопряжённого бикоммутиро-

вания необходимо разработать программу, в которой нужно реализовать сле-

дующие классы: 

1) класс комплексных чисел CN; 

2) класс комплексных матриц CM; 

3) класс алгебр и подалгебр Algebra. 

Рассмотрим интерфейс класса ComplexNumber (Рисунок 2.5). 

В классе комплексных чисел ComplexNumber хранятся следующие пе-

ременные: 

1) double Re – переменная, отвечающая за действительную часть ком-

плексного числа; 

2) double Im – переменная, отвечающая за мнимую часть комплексного 

числа. 

В данном классе заданы следующие методы: 

1) double Mod() – метод, вычисляющий модуль комплексного числа; 

2) ComplexNumber Sopr() – метод, возвращающий комплексное число, 

сопряжённое данному. 

Для класса необходимо реализовать дружественные функции-

операторы сложения, вычитания умножения и деления, а в классе операторы 

совмещённого присваивания для этих операторов, а также операторы ввода и 

вывода, логического сравнения и логического отрицания. 
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Рисунок 2.5 – Интерфейс класса ComplexNumber 

Далее рассмотрим интерфейс класса ComplexMatrix (Рисунок 2.6). 

 

Рисунок 2.6 – Интерфейс класса ComplexMatrix 
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В классе комплексных матриц ComplexMatrix хранятся следующие по-

ля данных: 

1) int n – размерность матрицы; 

2) vector<vector<ComplexNumber>> matr – матрица комплексных чисел. 

Также, в данном классе будут реализованы следующий метод  

Sopr() – метод, возвращающий матрицу, эрмитово-сопряжённую с данной. 

Для класса необходимо реализовать дружественные функции-

операторы сложения, вычитания и умножения, а в классе операторы совме-

щённого присваивания для этих операторов, а также операторы вывода, ло-

гического сравнения и логического отрицания. 

В классе алгебр Algebra создаются следующие переменные: 

1) int n – размерность матрицы; 

2) int size – размерность алгебры и подалгебры; 

3) vector<CM> matr – матрица комплексных чисел. 

Интерфейс данного класса представлен на рисунке 2.7. 

 

Рисунок 2.7 – Интерфейс класса Algebra 

Отношения между классами формируются следующим образом: между 

классами CM и CN формируется отношение агрегации, ровно как и между 

классами Algrebra и CM. 
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Диаграмму классов можно увидеть на рисунке 2.8: 

 

Рисунок 2.8 Диаграмма классов 

2.6 Вывод по второй главе 

В данной главе было рассмотрена задача сопряжённого бикоммутиро-

вания, её решение и способ её реализации. Бикоммутационное соотношение 

будет проверяться с помощью двух систем линейных алгебраических урав-

нений, полученных через матричное соотношение сопряжённого бикоммути-

рования. 

Также был произведён анализ литературы, связанной с решением этой 

задачи, а именно литературы о перестановочных (коммутативных) матрицах, 

давшей нам алгебры матриц различных классов и размерностей. Именно с 

помощью этих алгебр мы будем проверять соотношение. 

Были представлены алгоритмы проверки бикоммутативности, в част-

ности, основной алгоритм и алгоритм проверки подалгебры на сопряжённую 

бикоммутативность – ключевой алгоритм проверки, показаны классы, необ-
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ходимые для разработки программы для проверки соотношений, их интер-

фейс и их взаимоотношения между собой. 
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3 ПРОВЕРКА СООТНОШЕНИЯ СОПРЯЖЁННОГО КОММУТИ-

РОВАНИЯ 

3.1 Проверка работы программы на экспериментальных данных 

Так как нам известно, что для матриц размерности  выполняется 

условие бикоммутирования, то проверка работы программы можно устроить 

именно для этой размерности матриц. Исходя из теории единственная матри-

ца, подходящая условиям необходимой нам алгебры является матрица: 

 
. (3.1) 

Исходя из этого, находим базисные матрицы множества : 

 ; (3.2) 

 ; (3.3) 

 ; (3.4) 

 ; (3.5) 

 . (3.6) 

Для получившегося множества матриц , ищем множество матриц . 

Единственная матрица, удовлетворяющая условию бикоммутации, является 

матрица (2.1), из чего следует, что сопряжённое бикоммутирование выполня-

ется для размерности матриц . 
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3.2 Результаты работы программы для размерности  

Для размерности матриц N=4, мы должны рассмотреть следующие ал-

гебры классов 2 и класса 3 над полем : 

1. алгебра  класса 2 размерности 3, состоящая из матриц: 

  (3.7) 

 ; (3.8) 

 . (3.9) 

2. алгебра  класса 2 размерности 4, состоящая из матриц: 

 ; (3.10) 

 ; (3.11) 

 ; (3.12) 
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 . (3.13) 

3. алгебра  класса 3 размерности 4, состоящая из матриц: 

  (3.14) 

  (3.15) 

  (3.16) 

  (3.17) 

Всего для размерности 4 необходимо проверить 28 различных подал-

гебр, сгенерированными программой. В результате работы программы выяс-

нилось, что все 28 подалгебр обладают свойством бикоммутации, следова-

тельно условие бикоммутации для размерности  выполняется. 

3.3 Результаты работы программы для размерности  

В этой главе покажем только алгебры класса 2 и 4. Алгебры класса 3 

размерности 5 приведены в приложении 2. 

Всего в размерности 5 существуют 2 неизоморфные алгебры класса 2, а 

именно: 

1. алгебра  класса 2 размерности 4, состоящая из матриц: 
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 ; (3.18) 

 ; (3.19) 

 ; (3.20) 

 . (3.21) 

2. алгебра  класса 2 размерности 6, состоящая из матриц: 

 ; (3.22) 

 ; (3.23) 

 ; (3.24) 
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 ; (3.25) 

  (3.26) 

  (3.27) 

Что касается алгебры размерности 4, то здесь существует всего лишь 

одна алгебра  размерностью 6, состоящая из матриц: 

 ; (3.22) 

 ; (3.23) 

 ; (3.24) 

 ; (3.25) 
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  (3.26) 

  (3.27) 

Для всех подалгебр алгебр класса 2 и 4 условие бикоммутирования вы-

полняется. 

Рассмотрим теперь проверку алгебр класса 3. Как было сказано в 2.2.5 

мы должны рассмотреть 13 алгебр класса 3 размерности 5, приведённых в 

приложении 2. В результате получилось, что алгебра 

, 

представленная в виде матриц (3.28–3.32) не бикоммутирует. 

 ; (3.28) 

 ; (3.29) 

 ; (3.30) 

 ; (3.31) 
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 . (3.32) 

 

Из всех рассматриваемых алгебр делаем вывод, что для размерности 

 условие бикоммутации выполняется не всегда, так как есть алгебра 

класса 3 размерности 5, для которой не выполняется соотношение бикомму-

тативности. 

3.4 Вывод по третей главе 

В данной главе были проверены все размерности матриц, для которых 

необходимо было проверить соотношение. Мы проверили работу программы 

с помощью уже известным данным для . Далее рассмотрели матричые 

алгебры с квадратными матрицами комплексных чисел, размерностью  

и выяснили, что условие бикоммутации для данной размерности выполняет-

ся. 

Тем не менее для размерности  была выявлена алгебра, для кото-

рой условие бикоммутации не выполняется, а соответствнно условие биком-

мутации не выполняется и для всего соотношения сопряжённого бикоммути-

рования. 

Таким образом, было выяснено, что для размерности  условие 

бикоммутации  выполняется, а для больших  нарушается. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Данная работа посвящена актуальной теме: проверки коммутационных 

соотношений. 

Целью работы являлась разработка программы для проверки коммута-

ционного соотношения.  

В соответствии с целью был проведен обзор всех имеющийся теорети-

ческой информации в первой главе.  

Во второй главе было произведено нахождение всех нильпотентных 

алгебр для дальнейшей проверки на предмет бикоммутации, подробно рас-

писан способ их нахождения. 

В третьей главе был обработан результат проверки соотношения со-

пряжённой бикоммутации. 

В результате работы получен результат проверки коммутационного со-

отношения, который может использовать любой человек. 

В ходе работы были решены следующие задачи: 

1) изучены литературные источники; 

2) проведен обзор существующих способов проверки матричных соот-

ношений; 

3) разработаны алгоритмы работы программы; 

4) получены результаты для нужных соотношений. 

Таким образом, все поставленные задачи полностью решены и цель 

достигнута. В дальнейшем, данная работа может быть использована для про-

верки других коммутирующих матричных соотношений. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1. ИСХОДНЫЙ ТЕКСТ ПРОГРАММЫ 

complexnumber.h – модуль, реализующий класс комплексного числа 

ComplexNumber: 

 

#ifndef _COMPLEXNUMBER_H 
#define _COMPLEXNUMBER_H 
#include<cmath> 
#include<iostream> 
 
using namespace std; 
 
class ComplexNumber{ 
   public: 
      double re; 
      double im; 
      ComplexNumber(double,double); 
      friend istream &operator>>(istream&, ComplexNumber&); 
      friend ostream &operator<<(ostream&, ComplexNumber); 
      double Mod(); 
      ComplexNumber& operator+=(ComplexNumber); 
      ComplexNumber& operator-=(ComplexNumber); 
      ComplexNumber& operator*=(ComplexNumber); 
      ComplexNumber& operator/=(ComplexNumber); 
       
      friend ComplexNumber operator+(ComplexNumber,ComplexNumber); 
      friend ComplexNumber operator-(ComplexNumber,ComplexNumber); 
      friend ComplexNumber operator*(ComplexNumber,ComplexNumber); 
      friend ComplexNumber operator/(ComplexNumber,ComplexNumber); 
 
      ComplexNumber Sopr(); 
      friend bool operator==(ComplexNumber, ComplexNumber); 
      friend bool operator!=(ComplexNumber,ComplexNumber); 
      friend bool operator!(ComplexNumber); 
}; 
ComplexNumber::ComplexNumber(double re,double im){ 
   this->re=re; 
   this->im=im; 
} 
ostream &operator<<(ostream &s, ComplexNumber b){  
   return s<<b.re<<"+("<<b.im<<")*i";  
} 
double ComplexNumber::Mod(){ 
   return sqrt(re*re+im*im); 
} 
ComplexNumber& ComplexNumber::operator+=(ComplexNumber a){ 
   re+=a.re; 
   im+=a.im; 
   if(fabs(re)<1e-6){ 
      re=0; 
   } 
   if(fabs(im)<1e-6){ 
      im=0; 
   } 
   return *this; 
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} 
ComplexNumber operator+(ComplexNumber a,ComplexNumber b){ 
   return a+=b; 
} 
ComplexNumber& ComplexNumber::operator-=(ComplexNumber a){ 
   re-=a.re; 
   im-=a.im; 
   if(fabs(re)<1e-6){ 
      re=0; 
   } 
   if(fabs(im)<1e-6){ 
      im=0; 
   } 
   return *this; 
} 
ComplexNumber operator-(ComplexNumber a,ComplexNumber b){ 
   return a-=b; 
} 
ComplexNumber& ComplexNumber::operator*=(ComplexNumber a){ 
   double temp=re; 
   re=re*a.re-im*a.im; 
   im=temp*a.im+im*a.re; 
   if(fabs(re)<1e-6){ 
      re=0; 
   } 
   if(fabs(im)<1e-6){ 
      im=0; 
   } 
   return *this; 
} 
ComplexNumber operator*(ComplexNumber a,ComplexNumber b){ 
   return a*=b; 
} 
ComplexNumber& ComplexNumber::operator/=(ComplexNumber a){ 
   double temp=re; 
   re=(re*a.re+im*a.im)/(a.re*a.re+a.im*a.im); 
   im=(-temp*a.im+im*a.re)/(a.re*a.re+a.im*a.im); 
   if(fabs(re)<1e-6){ 
      re=0; 
   } 
   if(fabs(im)<1e-6){ 
      im=0; 
   } 
   return *this; 
} 
ComplexNumber operator/(ComplexNumber a,ComplexNumber b){ 
   return a/=b; 
} 
bool operator==(ComplexNumber a, ComplexNumber b){ 
   return b.re==a.re && b.im==a.im; 
} 
bool operator!=(ComplexNumber a,ComplexNumber b){ 
   return !(a==b); 
} 
bool operator!(ComplexNumber a){ 
   return a.re==0 && a.im==0; 
} 
ComplexNumber ComplexNumber::Sopr(){ 
   ComplexNumber z(re,-im); 
   return z; 
} 
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#endif 

 

complexmatrix.h – модуль, реализующий класс матрицы комплексных 

чисел ComplexNumber: 

 

#ifndef _COMPLEXMATRIX_H 
#define _COMPLEXMATRIX_H 
 
#include "complexnumber.h" 
#include<vector> 
 
using namespace std; 
class ComplexMatrix{ 
   public: 
      int n; 
      vector<vector<ComplexNumber>> matr; 
      ComplexMatrix(vector<vector<ComplexNumber>>,int); 
      friend ostream &operator<<(ostream&, ComplexMatrix); 
      ComplexMatrix& operator+=(ComplexMatrix); 
      ComplexMatrix& operator-=(ComplexMatrix); 
      ComplexMatrix& operator*=(ComplexMatrix); 
    
      friend ComplexMatrix operator+(ComplexMatrix,ComplexMatrix); 
      friend ComplexMatrix operator-(ComplexMatrix,ComplexMatrix); 
      friend ComplexMatrix operator*(ComplexMatrix,ComplexMatrix); 
      friend bool operator==(ComplexMatrix,ComplexMatrix); 
      friend bool operator!=(ComplexMatrix,ComplexMatrix); 
      friend bool operator!(ComplexMatrix); 
      ComplexMatrix Sopr(); 
      friend bool operator==(ComplexMatrix, ComplexMatrix); 
}; 
ComplexMatrix::ComplexMatrix(vector<vector<ComplexNumber>> matr,int n){ 
   this->matr=matr; 
   this->n=n; 
} 
ostream &operator<<(ostream &s, ComplexMatrix b){ 
   for(int i=0;i<b.n;i++){ 
      for(int j=0;j<b.n;j++){ 
         s<<b.matr[i][j]<<' '; 
      } 
      s<<endl; 
   } 
   return s; 
} 
ComplexMatrix& ComplexMatrix::operator+=(ComplexMatrix a){ 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         matr[i][j]+=a.matr[i][j]; 
      } 
   } 
   return *this; 
} 
ComplexMatrix operator+(ComplexMatrix a,ComplexMatrix b){ 
   return a+=b; 
} 
ComplexMatrix& ComplexMatrix::operator-=(ComplexMatrix a){ 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
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      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         matr[i][j]-=a.matr[i][j]; 
      } 
   } 
   return *this; 
} 
ComplexMatrix operator-(ComplexMatrix a,ComplexMatrix b){ 
   return a-=b; 
} 
ComplexMatrix& ComplexMatrix::operator*=(ComplexMatrix a){ 
   vector<vector<ComplexNumber>> prom=matr; 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         matr[i][j]-=matr[i][j]; 
      } 
   } 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         for(int k=0;k<a.n;k++){ 
            matr[i][j]+=prom[i][k]*a.matr[k][j]; 
         } 
      } 
   } 
   return *this; 
} 
ComplexMatrix operator*(ComplexMatrix a,ComplexMatrix b){ 
   return a*=b; 
} 
bool operator==(ComplexMatrix a, ComplexMatrix b){ 
   if(a.n-b.n) return false; 
   for(int i=0;i<3;i++){ 
      for(int j=0;j<3;j++){ 
         if(a.matr[i][j]!=b.matr[i][j]) return false; 
      } 
   } 
   return true; 
} 
bool operator!=(ComplexMatrix a,ComplexMatrix b){ 
   return !(a==b); 
} 
bool operator!(ComplexMatrix a){ 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         if(!(!a.matr[i][j])) return false; 
      } 
   } 
   return true; 
} 
ComplexMatrix ComplexMatrix::Sopr(){ 
   vector<vector<ComplexNumber>> prom=matr; 
   for(int i=0;i<n;i++){ 
      for(int j=0;j<n;j++){ 
         ComplexNumber z(matr[i][j].re,-matr[i][j].im); 
         prom[j][i]=z; 
      } 
   } 
   ComplexMatrix f(prom, n); 
   return f; 
} 
#endif 
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main.cpp – модуль проверки матричного соотношения: 

 

#include"complexmatrix.h" 
vector<ComplexMatrix> Base4; 
vector<ComplexMatrix> Base5; 
class Algebra{ 
   public: 
      int n; 
      int size; 
      vector<ComplexMatrix> base; 
      Algebra(int n, int size, vector<ComplexMatrix> base){ 
         this->n=n; 
         this->size=size; 
         this->base=base; 
      } 
}; 
vector<Algebra> AL; 
vector<Algebra> PA; 
vector<Algebra> PALL; 
void generation(void){ 
   ComplexNumber a1(0,0), a2(1,0); 
   for(int i=0;i<16;i++){ 
      vector<vector<ComplexNumber>> mBase; 
      for(int j=0;j<4;j++){ 
         vector<ComplexNumber> temp; 
         for(int k=0;k<4;k++){ 
            if(4*j+k==i) temp.push_back(a2); 
            else temp.push_back(a1); 
         } 
         mBase.push_back(temp); 
      } 
      ComplexMatrix Base(mBase,4); 
      Base4.push_back(Base); 
   } 
   for(int i=0;i<25;i++){ 
      vector<vector<ComplexNumber>> mBase; 
      for(int j=0;j<5;j++){ 
         vector<ComplexNumber> temp; 
         for(int k=0;k<5;k++){ 
            if(5*j+k==i) temp.push_back(a2); 
            else temp.push_back(a1); 
         } 
         mBase.push_back(temp); 
      } 
      ComplexMatrix Base(mBase,5); 
      Base5.push_back(Base); 
   } 
} 
vector<vector<ComplexNumber>> gauss(vector<vector<ComplexNumber>> a){ 
   vector<vector<ComplexNumber>> Itog =a; 
   int column=0,row=0; 
   vector<pair<int,int>> zav; 
   while(column<Itog.size() && row<Itog[0].size()){ 
      for(int i=column;i<Itog.size();i++){ 
         for(int j=i;j<Itog.size();j++){ 
            if(Itog[i][row].Mod()<Itog[j][row].Mod()){ 
               vector<ComplexNumber> temp=Itog[i]; 
               Itog[i]=Itog[j]; 
               Itog[j]=temp; 
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            } 
         } 
      } 
      if(!Itog[column][row]){ 
         zav.push_back({1,column}); 
         row++; 
      }else{ 
         zav.push_back({0,column}); 
         ComplexNumber base=Itog[column][row]; 
         for(int i=row;i<Itog[i].size();i++){ 
            Itog[column][i]/=base; 
         } 
         for(int i=column+1;i<Itog.size();i++){ 
            ComplexNumber temp=Itog[i][row]; 
            for(int j=row; j<Itog[i].size();j++){ 
               Itog[i][j]-=(Itog[column][j]*temp)/Itog[column][row]; 
            } 
         } 
         column++; 
         row++; 
      } 
   } 
   for(int i=zav.size();i<Itog[0].size(); i++){ 
      zav.push_back({1,0}); 
   } 
   int num=0; 
   while(num<Itog.size()){ 
      int flag=true; 
      for(int j=0;j<Itog[num].size();j++){ 
         if(!(!Itog[num][j])){ 
            num++; 
            flag=false; 
            break; 
         } 
      } 
      if(flag) Itog.erase(Itog.begin()+num); 
   } 
   for(int i=0;i<Itog.size();i++){ 
      for(int j=0;j<Itog[i].size();j++){ 
         cout<<Itog[i][j]<<' '; 
      } 
      cout<<endl; 
   } 
   cout<<endl; 
   for(int i=1;i<Itog.size();i++){ 
      int posy=-1; 
      for(int j=0;j<Itog[i].size();j++){ 
         if(!(!Itog[i][j])){ 
            if(posy==-1) posy=j; 
            for(int k=i-1;k>-1;k--){ 
               Itog[k][j]-=Itog[k][posy]*Itog[i][j]/Itog[i][posy]; 
            } 
         } 
      } 
   } 
   for(int i=0;i<Itog.size();i++){ 
      for(int j=0;j<Itog[i].size();j++){ 
         cout<<Itog[i][j]<<' '; 
      } 
      cout<<endl; 
   } 
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   cout<<endl; 
   vector<vector<ComplexNumber>> Itog2; 
   for(int i=0;i<zav.size();i++){ 
      if(zav[i].first==1){ 
         vector<ComplexNumber> temp; 
         for(int j=0;j<zav.size();j++){ 
            if(zav[j].first==0){ 
               ComplexNumber pr=Itog[zav[j].second][i]; 
               pr-=pr+pr; 
               temp.push_back(pr); 
            }else if(i==j){ 
               ComplexNumber pr(1,0); 
               temp.push_back(pr); 
            }else{ 
               ComplexNumber pr(0,0); 
               temp.push_back(pr); 
            } 
         } 
         Itog2.push_back(temp); 
      } 
   } 
   return Itog2; 
} 
vector<vector<ComplexNumber>> formirovanie(vector<ComplexMatrix> a, int 

choice){ 
   int n=a[0].n; 
   ComplexNumber a1(0,0),a2(1,0); 
   vector<ComplexMatrix> base; 
   for(int i=0;i<n*n;i++){ 
      vector<vector<ComplexNumber>> prom1; 
      for(int j=0;j<n;j++){ 
         vector<ComplexNumber> prom2; 
         for(int k=0;k<n;k++){ 
            if(i==j*n+k) prom2.push_back(a2); 
            else prom2.push_back(a1); 
         } 
         prom1.push_back(prom2); 
      } 
      ComplexMatrix Z(prom1,n); 
      base.push_back(Z); 
   } 
   vector<vector<ComplexNumber>> Itog; 
   for(int i=0;i<a.size();i++){ 
      for(int j=0;j<base.size();j++){ 
         ComplexMatrix prom=base[j]*a[i]-a[i].Sopr()*base[j]; 
         vector<vector<ComplexNumber>> matr=prom.matr; 
         vector<ComplexNumber> z; 
         for(int a=0;a<prom.n;a++){ 
            for(int b=0;b<prom.n;b++){ 
               z.push_back(matr[a][b]); 
            } 
         } 
         Itog.push_back(z); 
      } 
      for(int i=Itog.size()-base.size();i<Itog.size();i++){ 
         for(int j=0;j<i-Itog.size()+base.size();j++){ 
            ComplexNumber temp=Itog[i][j]; 
            Itog[i][j]=Itog[j][i]; 
            Itog[j][i]=temp; 
         } 
      } 
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   } 
   for(int i=0;i<Itog.size();i++){ 
      for(int j=0;j<Itog[i].size();j++){ 
         cout<<Itog[i][j]<<' '; 
      } 
      cout<<endl; 
   } 
   cout<<endl; 
   int num=0; 
   while(num<Itog.size()){ 
      int flag=true; 
      for(int j=0;j<Itog[num].size();j++){ 
         if(!(!Itog[num][j])){ 
            num++; 
            flag=false; 
            break; 
         } 
      } 
      if(flag) Itog.erase(Itog.begin()+num); 
   } 
   vector<vector<ComplexNumber>> Itog2; 
   bool matro[Itog[0].size()]; 
   for(int i=0;i<Itog[0].size();i++){ 
      matro[i]=false; 
   } 
   for(int i=0;i<Itog[i].size();i++){ 
      bool fl=true; 
      for(int j=0;j<Itog.size();j++){ 
         if(!(!Itog[j][i])){ 
            fl=false; 
            break; 
         } 
      } 
      if(fl){ 
         matro[i]=true; 
         vector<ComplexNumber> temp; 
         for(int j=0;j<Itog[0].size();j++){ 
            if(i-j) temp.push_back(a1); 
            else temp.push_back(a2); 
         } 
         Itog2.push_back(temp); 
      } 
   } 
   num=0; 
   while(num<Itog.size()){ 
      int count =0; 
      for(int j=0;j<Itog[0].size();j++){ 
         if(!(!Itog[num][j])) count++; 
      } 
      if(count==1){ 
         for(int j=0;j<Itog[0].size();j++){ 
            if(!(!Itog[num][j])) matro[j]=true; 
         } 
         Itog.erase(Itog.begin()+num); 
      } 
      else num++; 
   } 
    
   for(int i=0;i<Itog[0].size();i++){ 
      cout<<matro[i]<<' '; 
   } 
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   cout<<endl; 
   vector<vector<ComplexNumber>> VGauss; 
   for(int i=0;i<Itog.size();i++){ 
      vector<ComplexNumber> temp; 
      for(int j=0;j<Itog[i].size();j++){ 
         if(!matro[j]) temp.push_back(Itog[i][j]); 
      } 
      VGauss.push_back(temp); 
   } 
   int count=0; 
   for(int i=0;i<VGauss.size();i++){ 
      vector<ComplexNumber> prom; 
      for(int j=0;j<Itog[0].size();j++){ 
         if(matro[j]){ 
            ComplexNumber temp(0,0); 
            prom.push_back(temp); 
            count++; 
         }else{ 
            prom.push_back(VGauss[i][j-count]); 
         } 
      } 
      Itog2.push_back(prom); 
      count=0; 
   } 
   return Itog2; 
} 
bool Sravnenie(vector<ComplexNumber> a, vector<ComplexNumber> b){ 
   for(int i=0;i<a.size();i++){ 
      if(a[i].re<b[i].re) return false; 
   } 
   return true; 
} 
bool SimilarPA(Algebra a, Algebra b){ 
   if(a.size!=b.size) return false; 
   if(a.n!=b.n) return false; 
   ComplexNumber zero(0,0); 
   vector<vector<ComplexNumber>> a1; 
   vector<vector<ComplexNumber>> b1; 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      vector<ComplexNumber> tempA1; 
      vector<ComplexNumber> tempB1; 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         tempA1.push_back(zero); 
         tempB1.push_back(zero); 
      } 
      a1.push_back(tempA1); 
      b1.push_back(tempB1); 
   } 
   ComplexMatrix A1(a1,a.n); 
   ComplexMatrix B1(b1,b.n); 
   vector<ComplexMatrix> PAA=a.base; 
   vector<ComplexMatrix> PAB=b.base; 
   for(int i=0;i<a.size;i++){ 
      A1+=PAA[i]; 
      B1+=PAB[i]; 
   } 
   vector<vector<ComplexNumber>> A1R=A1.matr; 
   vector<vector<ComplexNumber>> B1R=B1.matr; 
   vector<vector<ComplexNumber>> A1H; 
   vector<vector<ComplexNumber>> B1H; 
   vector<vector<ComplexNumber>> A1V; 
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   vector<vector<ComplexNumber>> B1V; 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      vector<ComplexNumber> temp1; 
      vector<ComplexNumber> temp2; 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         temp1.push_back(A1R[i][j]); 
         temp2.push_back(B1R[i][j]); 
      } 
      A1V.push_back(temp1); 
      B1V.push_back(temp2); 
   } 
   for(int i=0;i<A1V.size();i++){ 
      for(int j=i+1;j<A1V.size();j++){ 
         if(Sravnenie(A1V[i],A1V[j])){ 
            vector<ComplexNumber> temp=A1V[i]; 
            A1V[i]=A1V[j]; 
            A1V[j]=temp; 
         } 
         if(Sravnenie(B1V[i],B1V[j])){ 
            vector<ComplexNumber> temp=B1V[i]; 
            B1V[i]=B1V[j]; 
            B1V[j]=temp; 
         } 
      } 
   } 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         A1R[i][j]=A1V[i][j]; 
         B1R[i][j]=B1V[i][j]; 
      } 
   } 
    
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      vector<ComplexNumber> temp1; 
      vector<ComplexNumber> temp2; 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         temp1.push_back(A1R[j][i]); 
         temp2.push_back(B1R[j][i]); 
      } 
      A1H.push_back(temp1); 
      B1H.push_back(temp2); 
   } 
   for(int i=0;i<A1H.size();i++){ 
      for(int j=i+1;j<A1H.size();j++){ 
         if(Sravnenie(A1H[j],A1H[i])){ 
            vector<ComplexNumber> temp=A1H[i]; 
            A1H[i]=A1H[j]; 
            A1H[j]=temp; 
         } 
         if(Sravnenie(B1H[j],B1H[i])){ 
            vector<ComplexNumber> temp=B1H[i]; 
            B1H[i]=B1H[j]; 
            B1H[j]=temp; 
         } 
      } 
   } 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         A1R[i][j]=A1H[j][i]; 
         B1R[i][j]=B1H[j][i]; 
      } 
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   } 
   ComplexMatrix R1(A1R,a.n); 
   ComplexMatrix R2(B1R,b.n); 
   if(R1==R2) return true; 
   return false; 
} 
Algebra CreatePodalgebra(ComplexMatrix m){ 
   ComplexNumber zero(0,0); 
   vector<vector<ComplexNumber>> matr=m.matr; 
   vector<ComplexMatrix> NEWAL; 
   for(int i=0;i<m.n;i++){ 
      for(int j=0;j<m.n;j++){ 
         if(!(!matr[i][j])){ 
            vector<vector<ComplexNumber>> prom; 
            for(int a=0;a<m.n;a++){ 
               vector<ComplexNumber> temp; 
               for(int b=0;b<m.n;b++){ 
                  if(a==i && b==j) temp.push_back(matr[i][j]); 
                  else temp.push_back(zero); 
               } 
               prom.push_back(temp); 
            } 
            ComplexMatrix Itog(prom,m.n); 
            NEWAL.push_back(Itog); 
         } 
      } 
   } 
   Algebra B(m.n,NEWAL.size(),NEWAL); 
   return B; 
} 
bool NilpotentOperator(Algebra a){ 
   ComplexNumber zero(0,0); 
   vector<vector<ComplexNumber>> matr; 
   for(int i=0;i<a.n;i++){ 
      vector<ComplexNumber> tempA1; 
      for(int j=0;j<a.n;j++){ 
         tempA1.push_back(zero); 
      } 
      matr.push_back(tempA1); 
   } 
   ComplexMatrix A1(matr,a.n); 
   vector<ComplexMatrix> PAA=a.base; 
   for(int i=0;i<a.size;i++){ 
      A1+=PAA[i]; 
   } 
   int i=0; 
   while(!(!A1) && i!=10){ 
      A1*=A1; 
      Algebra PA1=CreatePodalgebra(A1); 
      for(int i=0;i<PA.size();i++){ 
         if(SimilarPA(PA1,PA[i])) return true; 
      } 
      i++; 
   } 
   return false; 
} 
void AlgebraGeneration(Algebra a){ 
   vector<ComplexMatrix> ABase=a.base; 
   for(int i=0;i<pow(2,ABase.size())-1;i++){ 
      int Inc[ABase.size()]; 
      int temp=i; 
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      for(int j=0;j<ABase.size();j++){ 
         Inc[j]=temp%2; 
         temp/=2; 
      } 
      vector<ComplexMatrix> Algebris; 
      for(int j=0;j<ABase.size();j++){ 
         if(Inc[j]==1){ 
            Algebris.push_back(ABase[j]); 
         } 
      } 
      if(Algebris.size()>0){ 
         Algebra TempP(a.n, Algebris.size(), Algebris); 
         PA.push_back(TempP); 
      } 
   } 
} 
int main(){ 
   generation; 
   vector<ComplexMatrix> BaseTemp; 
   BaseTemp.push_back(Base4[8]); 
   BaseTemp.push_back(Base4[9]); 
   BaseTemp.push_back(Base4[12]); 
   BaseTemp.push_back(Base4[13]); 
   Algebra A1(4,4,BaseTemp); 
   AL.push_back(A1); 
   BaseTemp.clear(); 
   BaseTemp.push_back(Base4[4]); 
   BaseTemp.push_back(Base4[8]); 
   BaseTemp.push_back(Base4[12]); 
   Algebra A2(4,3,BaseTemp); 
   AL.push_back(A2); 
   BaseTemp.clear(); 
   BaseTemp.push_back(Base4[4]); 
   BaseTemp.push_back(Base4[9]); 
   BaseTemp.push_back(Base4[14]); 
   Algebra A3(4,3,BaseTemp); 
   AL.push_back(A3); 
   for(int i=0;i<AL.size();i++){ 
      AlgebraGeneration(AL[i]); 
   } 
   vector<bool> extract; 
   for(int i=0;i<PA.size();i++){ 
      extract.push_back(true); 
   } 
   for(int i=0;i<PA.size();i++){ 
      for(int j=i+1;j<PA.size();j++){ 
         if(SimilarPA(PA[i],PA[j])){ 
            extract[j]=false; 
         } 
      } 
   } 
   for(int i=PA.size()-1;i>-1;i--){ 
      if(extract[i]==false){ 
         PA.erase(PA.begin()+i); 
      } 
   } 
   for(int i=PA.size()-1;i>-1;i--){ 
      if(NilpotentOperator(PA[i])){ 
         PA.erase(PA.begin()+i); 
      } 
   } 
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   for(int i=0;i<PA.size();i++){ 
      cout<<i<<endl; 
      vector<ComplexMatrix> temp=PA[i].base; 
      for(int j=0;j<temp.size();j++){ 
         cout<<temp[j]<<endl; 
      } 
   } 
   cout<<"end"<<endl; 
   return 0; 
} 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НЕИЗОМОРФНЫХ АЛ-

ГЕБР КЛАССА 3 РАЗМЕРНОСТИ 5 

13 
0 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
1 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
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0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
2 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(-1)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(-1)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
0+(0)*i 1+(-1)*i 1+(-1)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
 
0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
1+(-1)*i 1+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 0+(0)*i 
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