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Целью данной работы является разработка модели генерации Шрёдинге-

ровских состояний для последующего их использования в квантовой обработке 

информации и квантовых вычислениях.  

В первом разделе был проведен анализ предметной области, рассмотрены 

методы, применяющиеся в современной физике при генерации Шрёдингеров-

ских состояний, проанализированы применяемые подходы и математические 

модели.  

Во втором разделе описана математическая модель генерации Шрёдинге-

ровских состояний, доказана её эффективность в виде высокой точности сгене-

рированных состояний и приемлемых для работы на практике значениях веро-

ятности успеха, а также представлена программная реализация представленной 

модели. 
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что потенциально квантовый компьютер может эффектив-
но реализовывать сложные алгоритмы, такие как факторизация больших
целых чисел [1] и поиск несортированных данных [2], которые не могут
быть реализованы компьютерами, работающими по классическим законам.
Но реализация квантового компьютера требует эффективного выполнения
универсального набора детерминированных гейтов на большом наборе ку-
битов [3]. Также кубиты подвержены влиянию окружающей среды, что тре-
бует хороших отказоустойчивых вычислительных систем. Все это предъ-
являет очень строгие требования к физической системе, в которой реали-
зуются кубиты и квантовые логические элементы. Различные физические
системы могут быть использованы для реализации разных квантовых про-
токолов. В частности, поскольку свет имеет максимально возможную ско-
рость распространения и слабо взаимодействует с шумовым окружением,
оптические системы ставятся в один ряд с атомными при проектировании
возможных конфигураций квантового компьютера.

Хотя существует много предложенных подходов для оптических кван-
товых компьютеров, ни один из них не является полностью удовлетво-
рительным, поскольку они довольно сложны и/или ограничены в при-
менении. Например, реализация детерминированных гейтов [4] потребу-
ет недопустимо большого количества дополнительных операций [5, 6]. Та-
ким образом, вряд ли можно сказать, что проблема оптической кванто-
вой обработки информации (КОИ) была окончательно решена [7] и во-
прос о том, как эффективно использовать оптические ресурсы (механизмы
взаимодействия, подходы, подходящие состояния) для КОИ, по-прежнему
представляет большой интерес. К настоящему времени были разработаны
три подхода к оптической КОИ: с использованием дискретных переменных
(ДП) [5], непрерывных переменных (НП) [8] и комбинированных структур
дискретных с непрерывными переменными (ДП-НП) [9]. Эти подходы ис-
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пользуют один из аспектов корпускулярно-волнового дуализма [7] или оба
из них [10, 11]. Каждый подход имеет свои достоинства и недостатки. А
именно, в подходе ДП используются фотоны, которые очень слабо взаи-
модействуют друг с другом, поэтому операции с двумя кубитами могут
быть реализованы только недетерминированным образом [12]. Вместо это-
го квантовые протоколы с НП-состояниями могут быть реализованы де-
терминировано, но их точность ограничена из-за того, что НП-запутанные
состояния, такие как двухмодовое сжатое вакуумное состояние, не имеют
максимальной запутанности [12]. Часто используемыми оптическими состо-
яниями являются так называемые оптические Шрёдингеровские состояния
(ШС) a0| − α〉 ± a1|α〉, где | ± α〉 – когерентные состояния с макроскопи-
ческими непрерывными амплитудами ±α и a0, a1 нормировочные коэффи-
циенты. Эти состояния можно также назвать квантовыми суперпозициями
двух противофазных световых импульсов. Размер когерентных компонент
|α| имеет решающее значение в экспериментах по проверке квантовых ос-
нов и квантовых информационных технологий [13–17]. В общем-то, | − α〉
и |α〉 не являются строго ортогональными друг другу. Но, поскольку их
совпадение определяется через |〈α| − α〉| = e−2|α|2, для |α| ≥ 2 получается
|〈α| − α〉| ≤ 3 · 10−4 ≈ 0, поэтому такие ШС можно рассматривать как
хорошие кубиты. Их называют крупноразмерными ШС, где под «крупно-
размерными» на практике подразумевают те, у которых |α| ≥ 2. Однако
очень трудно изготовить такие крупноразмерные ШС в реальных услови-
ях с существующими нелинейностями третьего порядка. Хотя за последнее
время был достигнут значительный прогресс [18–25], размер сгенериро-
ванных ШС, а также вероятность их генерации все еще оставляют желать
лучшего для выполнения желаемых протоколов на практике. Другими сло-
вами, реализация достаточно крупных ШС остается проблемной и требует
дополнительных огромных усилий. В связи с этим подход ДП-НП с так на-
зываемыми гибридными состояниями оказывается перспективным направ-
лением, поскольку комбинация двух различных физических систем может
предоставить новые возможности для более эффективной реализации оп-
тических квантовых протоколов [26–33].

Поскольку прямая реализация ШС [33] в настоящее время невозмож-
на из-за малости оптической нелинейности третьего порядка, имеет смысл
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рассмотреть другие методы [4], которые могут аппроксимировать выход
χ(3) нелинейности с высокой точностью. Схема генерации ШС путем пода-
чи сжатого вакуума в пучковый делитель и подсчета фотонов во вспомога-
тельной моде была рассмотрена в [29]. В работе [14] было также показано,
что любое одномодовое квантовое состояние может генерироваться из ва-
куума путем поочерёдного применения операций смещения в сочетании с
одиночными фотонами. В последнее время методы извлечения и добав-
ления фотонов довольно распространены для создания различных типов
ШС [34]. Эти методы широко продемонстрированы в современных оптиче-
ских экспериментах [35–37].

Здесь мы представляем новый способ генерирования чётных/нечётных
ШС большого размера, которые могут быть непосредственно использованы
в работе квантового компьютера. Метод основан на введении так называ-
емого α-представления чётных/нечётных ШС, которое является их разло-
жением в базисе смещённых числовых состояний [16], и на предварительной
генерации двухмодового запутанного состояния с фиксированным числом
фотонов n [37]. Извлечение фотонов из смещённого состояния [20, 38] в
вспомогательном режиме позволяет генерировать состояния, которые при
определенных условиях приближаются к чётным или нечётным ШС боль-
ших размеров с точностью выше 0, 99, которые подходят для квантовых
протоколов. Такой подход позволяет найти стратегию генерации вспомога-
тельных двухмодовых запутанных состояний с учетом экспериментальных
условий и недостатков, наложенных в реальности. Метод можно считать
идеальным при условии, что вспомогательные двухмодовые запутанные со-
стояния [37] уже подготовлены заранее.
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1 ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ШРЁДИНГЕРОВСКИХ
СОСТОЯНИЙ В КВАНТОВОЙ ОБРАБОТКЕ

ИНФОРМАЦИИ И КВАНТОВЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ

Квантовую обработку информации и квантовые вычисления прежде
всего связывают с квантовым компьютером. Квантовый компьютер – это
компьютер, сконструированный согласно принципам квантовой механики.
В его основе лежат вместо стандартных битов информации, которые при-
нимают дискретное количество значений {0, 1}, квантовые биты, назы-
ваемые кубитами, представленные суперпозицией стандартных значений
|ψ〉 = a|0〉 + b|1〉. Несмотря на то, что при измерении первоначальное со-
стояние |ψ〉 схлапывается до одного из двух значений 0 или 1, коэффици-
енты a и b могут быть выбранны произвольно и изменяться непрерывно,
удовлетворяя лишь условию нормировки |a|2 + |b|2 = 1, а следовательно
получив статистику от большого количества кубитов, приготовленных в
одном и том же состоянии, можно закодировать бесконечное количество
информации. Благодаря этому при вычислениях возможна обработка сра-
зу всех возможных состояний, которые может принимать система, что даёт
значительный выигрыш в производительности в большом числе актуаль-
ных задач. При этом в качестве логических гейтов, согласно квантовой
механике, выступают унитарные операторы, с помощью которых можно
реализовать как стандартные для обычных компьютеров, так и специаль-
но разработанные для квантового случая протоколы.

В качестве примера стоит привести алгоритм Гровера [2]. С помощью
него можно эффективно решать задачи перебора такие как: решение NP-
полных задач, нахождение характеристик числовых рядов и другие. Все
эти задачи являются актуальными проблемами современного мира и ак-
тивно исследуются, например, в отрасли, занимающейся анализом больших
данных.

Формально проблему можно описать следующим образом. Пусть систе-
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ма имеет N = 2n состояний, обозначенных S1, S2, . . . , SN . Эти 2n состояний
представляются как строки из n бит. При этом среди полного набора состо-
яний существует одно Sv, которое удовлетворяет условию C(Sv) = 1, тогда
как все остальные C(Si) = 0, i 6= v, где C(S) некоторая булева функция
от n переменных. Также считается, что для любого состояния S функция
C(S) может быть посчитана за некое единичное время, тогда стоит про-
блема идентификации состояни Sv.

Представленная модель может описывать проблему поиска информа-
ции в базе данных, где функция C(S) основана на содержимом ячейки
памяти, соответствующей состоянию S. В качестве альтернативы это мож-
но представить проблему, когда функция C(S) оценивается компьютером.

Одним из первых алгоритмов, предложенных для квантового компью-
тера, который остаётся актуальным и на сегодняшний день, является алго-
ритмШора [1]. Данный протокол позволяет искать дискретные логарифмы
и факторизовать целые числа на квантовом компьютере за полиномиаль-
ное от log n время. Вместо разложения на множители некоторого числа n,
предлагается решить задачу нахождения порядка элемента x в мультипли-
кативной группе вычетов по модулю n (modn ). То есть нахождение такого
наименьшего целого r, что

xr ≡ 1(modn).

Для факторизации числа n предложенным методом, выбирается слу-
чайным образом x, находится его порядок rx и находится наибольший об-
щий делитель НОД(xrx/2 − 1, n). В таком случае нетривиальный делитель
n не получится только, если rx будет нечётным или xrx/2 = −1(modn). Ис-
пользуя данный критерий можно показать, что вероятность успеха факто-
ризации n с помощью алгоритма не меньше 1−1/2k, где k число различных
простых делителей n. Также схема не работает для факторизации простых
степеней, но такие ситуации легко решаются классическими методами.

Описанные выше проблемы рассматриваются как сложные для реше-
ния на обычном компьютере, поэтому используются в алгоритмах крипто-
графии для шифровки и дешифровки ключей при обмене информацией.
Следовательно в случае конструирования квантового компьютера и реа-
лизации на нём алгоритма Шора многие существующие системы защиты
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данных и информационной безопасности утратят свою актуальность, а им
на смену потребуются новые, в чём квантовая механика также может найти
применение.

Так один из протоколов квантовой криптографии, использующих Шрё-
дингеровские состояния, описан в работе [39]. Данный алгоритм построен
на проверке неравенств Белла и использует двухмодовое Шрёдингеровское
состояние следующего вида

|ψ〉 = N (|α〉a|β〉b + | − α〉a| − β〉b) .

После генерирования данного состояния моды a и b пространственно
разделяются. Алиса выбирает осуществлять ли сдвиг фазы в моде a на
π или нет. Сигналом от Алисы в таком случае и будет этот выбор отно-
сительной фазы между a и b. Далее мода a отправляется Бобу, сигнал,
передающийся от Алисы к Бобу, представлен в виде блоков, содержащих
N (где N достаточно велико) идентичных состояний с одинаковой вели-
чиной фазового сдвига. В результате каждый производит ряд измерений
по своей моде, и Алиса сообщает свои результаты измерений Бобу через
публичный канал.

Таким образом Боб может построить для каждого блока в сообщении
распределение вероятностей для проведённых измерений и полученных ре-
зультатов. Форма распределения зависит от выбранного фазового сдвига и
будет задавать значение бита. Данная информация не может быть опреде-
лена исключительно измерением по моде b, а следовательно не может быть
получена из публичного канала.

В качестве тестирования на вмешательство злоумышленника Евы Боб
проверяет согласованность полученных результатов с неравенствами Бел-
ла. Их нарушение на уровне предсказанном квантовой механикой свиде-
тельствует о невмешательстве кого-либо в квантовый канал связи. Хотя в
работе признаётся удобство использования Шрёдингеровских состояний по
сравнению с единичными фотонами, также отмечается сложность в гене-
рации таких состояний, чему посвящена данная работа.

Проблема генерацииШрёдингеровских состояний большого размера ак-
туальна и на сегодняшний день. В пример попыток построить приемлемую
модель генерации можно привести работу [36]. Она использует оптические
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нелинейности третьего порядка. Несмотря на достаточно высокие размеры
полученных в работе Шрёдингеровских состояний: β = 1, 96, β = 2, 34,
β = 2, 75, точность аппроксимации остаётся в районе 0, 5, что не подходит
для использования в квантовых алгоритмах.

Ещё одна из последних работ [34] использует при генерации другой
подход, заключающийся в увеличении амплитуды готового состояния. Та-
ким образом, используя на входеШрёдингеровское состояние с амплитудой
β = 1, 15, на выходе схемы в работе получают уже состояние с размером
β = 1, 85. Минусом данного подхода является то, что при приемлемых точ-
ности F ≈ 0, 84 и вероятности успеха P ≈ 0, 2 размер состояния на выходе
не достигает желаемого для работы на практике β = 2, а также исполь-
зование на входе Шрёдингеровского состояния меньшего размера, которое
пусть и легче получается, но всё ещё требует серьёзных усилий и ресурсов.

Стоит упомянуть работу [40], которая рассматривает обобщение Шрё-
дингеровских состояний как суперпозицию псевдо фазовых состояний. Для
генерации используется явление фазовой кросс-модуляции, которая в свою
очередь представляет из себя проявление оптической нелинейности третье-
го порядка. В работе примеяется квантовое Фурье преобразование, задаю-
щееся следующими формулами:

|kd〉 =
1√
d

d−1∑
l=0

ω−kl|l̃d〉,

|l̃d〉 =
1√
d

d−1∑
k=0

ωkl|kd〉,

где |kd〉 – псевдо числовые состояния, а |l̃d〉 – псевдо фазовые состояния,
ω = ei2π/d. Также показывается пример реализации протокола квантовой
телепортации используя такие состояния.

Одним из применений Шрёдингеровских состояний является кодирова-
ние информации. С помощью набора инструментов обусловленной кубит-
фотонной логики в работе [41] произвольное состояние кубита отоброжает-
ся на суперпозицию когерентных состояний, известную как Шрёдингеров-
ское состояние. Создаётся соответствующая суперпозиция размером до 111

фотонов, а также расширяется этот протокол для создания суперпозиций
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до четырёх когерентных состояний. Таким образом создаётся мощный ин-
терфейс между квантовыми вычислениями с дискретными и непрерывны-
ми переменными, что может найти применение в метрологии и квантовой
обработке информации.

В статье [42] представлен набор методов, которые используют Шрёдин-
геровские состояния. Используя этот набор инструментов, была представ-
лена квантовая вычислительная схема, основанная на кодировании куби-
тов как когерентных состояний и их суперпозиции. Требуемые оптические
сети концептуально просты и требуют только линейных взаимодействий,
гомодинных измерений и счёта фотонов. Также отмечается, что несмот-
ря на простейшую реализацию, к сожалению, требуются большие размеры
Шрёдингеровских состояний β.

Хорошо известно, что один набор универсальных гейтов для кубитов
состоит из произвольных вращений одиночного кубита вместе с запуты-
вающим гейтом. Вращения одиночных кубитов могут быть построены из
четырех основных гейтов.

1. «Переворот» бита(X). Логическое значение кубита можно перевер-
нуть, задержав его на половину цикла. Тогда такое действие задаётся как
X(a0| − β〉+ a1|β〉) = a1| − β〉+ a0|β〉.

2. «Переворот» знака(Z). Данный гейт реализуется с помощью про-
токола квантовой телепортации и максимально запутанного квантового ка-
нала. После проведения измерений Белла, получается четыре возможных
исхода, в зависимости от которых можно скорректировать процесс при по-
мощиX гейта и получить искомое состояние. В результате будет выполнено
следующее преобразование
Z(a0| − β〉+ a1|β〉) = a0| − β〉 − a1|β〉.

3. Произвольное вращение вокруг оси Z может быть осуществлено
с помощью операции смещения на малую величину βθ в мнимом направ-
лении и последующей проекции обратно в простанство кубитов. Тогда на
выходе получится e−θ2β2/2(e−i2θβ

2

a0| − β〉+ ei2θβ
2

a1|β〉).
4. Последней операцией является произвольное вращение вокруг оси

X. Для произвольного состояния a0| − β〉+ a1|β〉 итогом этого преобразо-
вания будет e−θ2β2/4((eiθβ

2

a0 + e−iθβ
2

a1)| − β〉+ (e−iθβ
2

a0 + eiθβ
2

a1)|β〉).
Данный набор инструментов можно использовать как для определения
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чрезвычайно малых сил, так и для измерения фазы. Открытым и очень
интересным остаётся вопрос о том, могут ли наборы методов и состояний,
описанные выше, быть перенесены в другие системы, где можно сформу-
лировать когерентные состояния. И можно ли в этих системах упростить
набор инструментов, сделав приложения квантовой информатики более до-
ступными.

Выше рассмотренные работы позволяют сделать вывод об актуально-
сти выбранной темы для исследования. В связи с этим была сформулиро-
вана цель настоящей работы – моделирование Шрёдингеровских состояний
для последующего их использования в квантовой обработке информации
и квантовых вычислениях.
Для достижения цели были поставлены следующие задачи.

1. Поиск и анализ литературы по исследованию и методам моделиро-
вания квантовой обработки информации и квантовых вычислений.

2. Построение модели для генерации Шрёдингеровских состояний.
3. Доказательство эфективности модели в виде высокой точности сге-

нерированных состояний и вероятностью успеха.
4. Разработка программного продукта для проведения необходимых

расчётов при реализации предложенной модели на практике.
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2 МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОЙ ГЕНЕРАЦИИ
ШРЁДИНГЕРОВСКИХ СОСТОЯНИЙ

2.1 Шрёдингеровские кудиты

Чётные и нечётные ШС |β±〉 размером |β| определяются как:

|β±〉 = N±(| − β〉 ± |β〉), (2.1)

где

N± =
(

2
(

1± e−2|β|2
))−1/2

(2.2)

нормировочный коэффициент, и обозначения | ± β〉 означают когерентные
состояния с противоположными по знаку амплитудами. Амплитуда β в
общем случае комплексная, но в данной работе она предполагается веще-
ственной и положительной. Чётные/нечётные ШС очевидно ортогональны
друг другу 〈β+|β−〉 = 0, так как имеют ненулевые коэффициенты только
у чётных/нечётных базисных состояний.

Задав базис из смещённых состояний в бесконечномерном гильбертовом
пространстве перейдём к так называемому α-представлению, характеризу-
ющемуся амплитудой смещения α. А именно базис определяется действием
оператора смещения

D(α) = eαa
+−α∗a (2.3)

на состояния Фока
|k, α〉 = D(α)|k〉. (2.4)

Тогда множество смещённых состояний {|k, α〉} ; k = 0, 1, 2, ... будет ис-
комым базисным набором для любого комплексного в общем случае α. В
частности при α = 0, 0-представление будет ничем иным как разложени-
ем по Фоковским состояниям. Тогда чётные и нечётные ШС могут быть
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представлены в 0-представлении бесконечными вектор-столбцами

|β+〉 =



a+
0

a+
1

a+
2

a+
3

a+
4

a+
5
...


= G+



1

0

β2/
√

2!

0

β4/
√

4!

0
...


, (2.5)

|β−〉 =



a−0
a−1
a−2
a−3
a−4
a−5
...


= G−



0

β

0

β3/
√

3!

0

β5/
√

5!
...


, (2.6)

где G± = 2N±(β)e−|β|
2/2 нормировочный коэффициент.

Перейти от базиса Фока к базису смещённых состояний с произвольным
α можно с помощью унитарного преобразования

|k, α〉 = U |n〉 = F (α)
∞∑
n=0

ckn(α)|n〉, (2.7)

где F (α) = e−|α|
2/2 общий множитель, вынесенный для удобства, а эле-

менты матрицы преобразования выведены в работе [52] и представляют из
себя

ckn(α) =
αn−k√
k!n!

k∑
l=0

(−1)lC l
k|α|2l

l−1∏
j=k

(n− k + j + 1). (2.8)

Стоит отметить, что эти выражения удовлетворяют условию нормиров-
ки F 2(α)

∑∞
n=0 |ckn(α)|2 = 1. Важно показать, что полученный базис также

является ортонормированным

〈k, α|l, α〉 = 〈k|D+(α)D(α)|l〉 = 〈k|D−1(α)D(α)|l〉 = 〈k|l〉 = δkl. (2.9)
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Чтобы избавиться от утомительных вычислений, связанных с умноже-
нием унитарной матрицы бесконечного преобразования на вектор-столбец
[16], амплитуды чётных/нечётных Шрёдингеровских состояний в произ-
вольном α-представлении были получены непосредственным скалярным
произведением на базисные вектора. В качестве примера приведены ма-
тематические расчеты для амплитуды чётных ШС в бесконечном гильбер-
товом пространстве смещённых состояний |k, α〉. Амплитуда a+

k чётного
ШС в α-представлении может быть рассчитана как

a+
k = 〈k, α|β+〉 = N+(〈k, α| − β〉+ 〈k, α|β〉) =

= N+(〈k|D(−α)D(−β)|0〉+ 〈k|D(−α)D(β)|0〉). (2.10)

Воспользовавшись операторной теоремой, получим

D(α)D(β) = D(α + β)e
αβ∗−α∗β

2 = D(α + β)eiIm(αβ∗), (2.11)

подставив соответствующие преобразования в (2.10), придём к следующему
виду

a+
k = N+

(
e
αβ∗−α∗β

2 〈k| − α− β〉+ e
−αβ∗+α∗β

2 〈k| − α + β〉
)

=

= N+(e
αβ∗−α∗β

2 e
−|−α−β|2

2
(−α− β)k√

k!
+ e

−αβ∗+α∗β
2 e

−|−α+β|2
2

(−α + β)k√
k!

). (2.12)

Наконец, сгруппируем фазовые факторы для первого слагаемого

1

2
(−(−α− β)(−α∗ − β∗) + αβ∗ − α∗β) =

=
1

2
(−αα∗ − αβ∗ − βα∗ − ββ∗ + αβ∗ − α∗β) = (2.13)

= −1

2
(|α|2 + |β|2)− α∗β,

и для второго

1

2
(−(−α + β)(−α∗ + β∗)− αβ∗ + α∗β) =

=
1

2
(−αα∗ + αβ∗ + βα∗ − ββ∗ − αβ∗ + α∗β) = (2.14)

17



= −1

2
(|α|2 + |β|2) + α∗β.

Подставив всё это в (2.12), получим

a+
k =

N+√
k!
e−

1
2 (|α|2+|β|2)

(
(−α− β)ke−α

∗β + (−α + β)keα
∗β
)
. (2.15)

Аналогично через соотношение a−k = 〈k, α|β−〉 можно получить ампли-
туды нечётного ШС в α-представлении

a+
k =

N+√
k!
e−

1
2 (|α|2+|β|2)

(
(−α− β)ke−α

∗β − (−α + β)keα
∗β
)
. (2.16)

В таком случае ШС (2.1) следует переписать в виде:

|β±〉 = N±e
− r

2

2

∞∑
k=0

a±k |k, α〉, (2.17)

где r =
√
|α|2 + |β|2, а коэффициенты разложения для произвольных α и

β задаются формулой

a±k =
1√
k!

(
e−α

∗β(−α− β)k ± eα∗β(−α + β)k
)
. (2.18)

Здесь мы ограничимся рассмотрением только чисто мнимой амплиту-
дой смещения, то есть предполагается, что амплитуда смещения равна
α = iα′, где α′ – действительное число. Выбор такой чисто мнимой ампли-
туды смещения α выглядит удобным, поскольку тогда значение параметра
iα′ будет лежать симметрично относительно величин −β и +β на фазо-
вой плоскости. При этом коэффициенты разложения можно представить в
более компактной форме:

a+
k =

2(ir)k√
k!

cos(αβ + k(ϕ+ π/2)), (2.19)

a−k =
2(ir)k√
k!

sin(αβ + k(ϕ+ π/2)), (2.20)

где ϕ = arctg(α/β).
Мы также можем говорить о замене оригинальных оптических ШС из

18



уравнения (2.17), которые являются состояниями НП, находящимися в бес-
конечномерном гильбертовом пространстве, Шрёдингеровскими кудитами
(ШК) – ДП состояниями, находящимися в конечномерном гильбертовом
пространстве размерности n+ 1

|ψ±n 〉 = N±n

n∑
k=0

a±k |k, α〉, (2.21)

где N±n =
(∑n

k=0 |a
±
k |2
)−1/2 нормировочный коэффициент.

Степень достоверности такой замены может быть оценена с помощью
точности F±n = tr(%±n %

SCS), где tr обозначает операцию взятия следа мат-
рицы, %SCS матрица плотности чистых состояний, выраженных уравнением
(2.17), и %±n матрица плотности состояний, выраженных уравнением (2.21).
Значение точности лежит в диапазоне от 0 до 1. Если точность равна 1,
то сравниваемые состояния идентичны друг другу. И наоборот, если точ-
ность равна 0, то такие состояния ортогональны друг другу. Чем больше
значение приобретает точность, тем ближе друг к другу два сравниваемых
состояния. В случае оптических ШС, задающихся формулой (2.17), и их
усеченных версий, сформулированных уравнением (2.21), точность может
быть записана как

F±n = |〈β±|ψ±n 〉|2 = N 2
±N

(±)2
n e−r

2|
n∑
k=0

a±∗k a±k |
2. (2.22)

Функция точности F±n зависит не только от n, но также и от двух неза-
висимых переменных α и β. Полученные трёхмерные графики F+

n и F−n
изображены на 2.1 и 2.2 соответственно, где n варьируется от 2 до 9. На-
блюдается общее правило рост значений точности F±n вплоть до единицы
с увеличением величины n. Также увеличивается область значений α и
β, в которой достигается высокая точность, при этом функция является
симметричной относительно плоскости заданной выражением α = 0. Ко-
лебательная структура графиков точности вызвана функциями косинуса
и синуса в коэффициентах разложения a±k ШС и ШК из уравнений (2.19),
(2.20). Коэффициенты чётных и нечётных ШС сдвинуты друг относитель-
но друга на фазу π/2, что приводит к наблюдению локальных минимумов
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F+
n и локальных максимумов F−n и наоборот при одних и тех же значениях
α и β независимо от n. Как видно из графиков для ШС больших размеров
β ≈ 2 точность превосходит 0, 9, начиная с n = 7.

Рисунок 2.1 – Графики точности F+
n между чётным ШС и его усечённой

версией в зависимости от его размера β и амплитуды смещения α. Сверху
вниз и слева направо размерность ШС растёт от n = 2 до n = 9
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Рисунок 2.2 – Графики точности F−n между нечётным ШС и его
усечённой версией в зависимости от его размера β и амплитуды смещения
α. Сверху вниз и слева направо размерность ШС растёт от n = 2 до n = 9

Также были были вычислены максимальные величины точности от ам-
плитуды смещения и построены графики самих значений F±n,max и значений
α в зависимости от размера ШС β для различных n на 2.3. Стоит отме-
тить, что максимальные точности F+

n,max для n = 2, 4, 6, 8 достигались при
α = 0, а для n = 3, 5, 7, 9 при α 6= 0. Обратная картина наблюдалась для
нечётных ШС, то есть F−n,max появлялась для n = 3, 5, 7, 9 при α = 0, а для
n = 2, 4, 6, 8 при α 6= 0.
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Рисунок 2.3 – Графики максимальной точности F+
n,max (слева вверху) и

F−n,max (справа вверху) между ШС и ШК в зависимости от его размера β.
Графики зависимостей амплитуд смещения α+

n,max (слева внизу) и α−n,max
(внизу справа), при которых наблюдаются максимальные значения

точности, от размера ШС β

После обобщения результатов полученных ранее, получена таблица 2.1
с размерами β и соответствующими амплитудами смещения α чётных и
нечётных Шрёдингеровских состояний аппроксимируемых Шрёдингеров-
скими кудитами с высокой точностью (F+

n,max ≥ 0, 99, F−n,max ≥ 0, 99) для
каждого n. Увеличение размера β опускает точность ниже 0, 99 (F+

n,max ≤
0, 99, F−n,max ≤ 0, 99) для любого значения амплитуды смещения α. Ам-
плитуды смещения ±α используются из-за симметрии на рисунках 2.1 и
2.2. Следует ещё раз отметить, что для чётных состояний максимальная
точность достигается в точке с координатой α = 0 при чётных значениях
n у последнего члена суперпозиции из векторов базиса Фока. Тогда как
для нечётных состояний значение амплитуды смещения α соответствую-
щее максимальной точности откланяется от нуля, но при этом точность
не зависит от знака при α. Полученные значения позволяют говорить о
генерации ШС большого размера со сколь угодно высокой точностью при
достаточно больших значениях n.

Как отмечалось ранее, оригинальные ШС |β+〉 и |β−〉 абсолютно ор-
тогональны друг другу. Следовательно представляет интерес степень ор-
тогональности ШК |ψ+

n 〉 и |ψ−n 〉. Для этого были построены графики их
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скалярного произведения

SPn = 〈ψ+
n |ψ−n 〉 = N+

n N
−
n

n∑
k=0

a+∗
k a−k , (2.23)

в зависимости от параметров α и β. Из этого графика видно, что скаляр-
ное произведение исследуемых ШК стремится к нулю с увеличением числа
n слагаемых в суперпозиции. Величина SPn практически полностью рав-
на нулю во всем диапазоне параметров α и β при n = 9, что говорит о
том, что четные и нечетные ШК |ψ+

n 〉 и |ψ−n 〉 можно рассматривать как
ортогональные с n ≥ 9, для которых точности также достаточно близки к
1, подтверждая самосогласованность аппроксимации. Ортогональность вы-
ходныхШрёдингеровских состояний очень важна в практическом примене-
нии. Так как согласно третьему постулату квантовой механики не представ-
ляется возможным достоверно различить состояния, которые не являются
ортогональными, такие состояния будут не пригодны для исользования в
алгоритмах.

Таблица 2.1 – максимальные значения β, которые гарантируют точность,
превышающую 0, 99 с соответствующими значениями амплитуды смеще-
ния α

F+
n,max ≥ 0, 99 F−n,max ≥ 0, 99

n α β α β

2 0 0, 8615 ±0, 3409 0, 7209

3 ±0, 328 1, 0304 0 1, 044

4 0 1, 2724 ±0, 301 1, 2267

5 ±0, 2824 1, 4361 0 1, 4574

6 0 1, 6405 ±0, 266 1, 6184

7 ±0, 2523 1, 7933 0 1, 8098

8 0 1, 9715 ±0, 2404 1, 9571

9 ±0, 2301 2, 1131 0 2, 1252
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Рисунок 2.4 – Значения скалярного произведения SPn между чётными и
нечётными ШК в зависимости от его размера β и амплитуды смещения α.
Сверху вниз и слева направо размерность ШК растёт от n = 4 до n = 9

2.2 Генерация Шрёдингеровских кудитов из двухмодового за-
путанного состояния

В данном разделе предложена схема для генерации ШК, аппроксими-
рующих требуемые ШС с большой точностью. Данная схема изображена
на рисунке 2.5 и использует на входе следующее двухмодовое запутанное
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состояние

|φ±n 〉 =
n∑

m=0

d±m|m〉1|n−m〉2, (2.24)

где d±m – произвольные коэффициенты, которые удовлетворяют условию∑n
m=0 |d±m|2 = 1. Стоит отметить, что количество фотонов в каждой из мод

заключено между 0 и n, но суммарное их число в каждом члене суперпо-
зиции в точности равняется n. На рисунке 2.5 подразумевается, что пер-
вая мода является рабочей, а вторая является вспомогательной, в которой
происходит детектирование фотонов (оператор |k〉〈k| означает регистриро-
вание k фотонов детектором). На первую и вторую моды изначально под-
готовленного состояния |φ±n 〉12, выраженного уравнением (2.31), действуют
операторами смещения на величины α и α′ соответственно. Детектирование
k фотонов во второй моде приводит к проецированию |φ±n 〉12 на состояние
|ψ±nk〉1, которое может аппроксимировать чётные/нечётные ШС.

Рисунок 2.5 – Схематичное представление
генерации состояний (2.21)

Состояние в уравнении (2.31), использованное на входе схемы, описано
в работе [37]. В качестве примера разобран случай с начальным состояни-
ем для получения чётных ШК. Данное состояние может быть переписано
через операторы рождения, действующие на вакуум, в виде

|φ+
n 〉12 = d+

0 |0〉1|n〉2 + d+
1 |1〉1|n− 1〉2 + . . .+ d+

n |n〉1|0〉2 = (2.25)

=

(
d+

0√
0!
√
n!
a+n

2 +
d+

1√
1!
√

(n− 1)!
a+

1 a
+(n−1)
2 + . . .+

d+
n√

n!
√

0!
a+n

1

)
|00〉12.

Если формально вынести оператор рождения по первой моде a+n
1 , по-
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лучится следующий многочлен от одной переменной степени n

d+
0√

0!
√
n!
zn +

d+
1√

1!
√

(n− 1)!
zn−1 + . . .+

d+
n−1√

(n− 1)!
√

1!
z +

d+
n√

n!
√

0!
. (2.26)

Согласно основной теореме алгебры произвольный отличный от кон-
станты многочлен от одной переменной с комплексными коэффициентами
имеет, по крайней мере, один корень на поле комплексных чисел. Следо-
вательно, повторно применяя эту теорему, можно разложить полученный
многочлен на n множителей-скобок и представить первоначальное состоя-
ние как

|φ+
n 〉12 =

(
a+

1 − z+
1 a

+
2

)
· · ·
(
a+

1 − z+
n a

+
2

)
|00〉12, (2.27)

где z+
i корни многочлена (2.26). Произведя замену z+

i = −r+
i /t

+
i , получим

|φ+
n 〉12 =

1

t+1
· · · 1

t+n

(
t+1 a

+
1 + r+

1 a
+
2

)
· · ·
(
t+n a

+
1 + r+

n a
+
2

)
|00〉12, (2.28)

где удовлетворяющие условию |t+i |2 + |r+
i |2 = 1 параметры пучковых дели-

телей выражаются через корни многочлена z+
i

t+i =
1√

1 + |z+
i |2

, (2.29)

r+
i =

z+
i√

1 + |z+
i |2

. (2.30)

Данная математическая модель описывает схему изображённую на ри-
сунке 2.6, где искомый результат получается в результате последователь-
ного применения пучковых делителей, коэффициенты пропускания и от-
ражения которых можно задать требуемым образом, и фотодетекторов.
Размерность генерируемого кудита равна d = n + 1. Количество детекто-
ров и пучковых делителей в схеме согласуется с полным числом фотонов n.
На рисунке в качестве примера изображён случай с n = 3. Также приведён-
ные выше рассуждения справедливы для состояния |φ−n 〉12, используемого
в дальнейшем для генерации нечётных ШК. Применяя тот же математи-
ческий аппарат и заменяя коэффициенты d+

i на d−i , можно найти соответ-
ствующие параметры пучковых делителей t−i , r

−
i для этого случая.
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Рисунок 2.6 – Схема генерации кудита |φ±n 〉12 (2.31),
подающегося на вход в схеме с рисунка 2.5

Начиная с |φ±n 〉12, на первую и вторую моду подействуем, соответствен-
но, операторами смещения D1(α) и D2(α

′) (в общем случае α 6= α′)

D1(α)D2(α
′)|φ±n 〉 =

n∑
m=0

d±m|m,α〉1|n−m,α′〉2, (2.31)

разложим состояние во второй моде согласно (2.7) и проведём некоторые
преобразования

D1(α)D2(α
′)|φ±n 〉 =

n∑
m=0

d±m|m,α〉1F (α′)
∞∑
k=0

cn−m,k|k〉2 =

= F (α′)
∞∑
k=0

(N±nk)
−1

(
N±nk

n∑
m=0

d±mcn−m,k|m,α〉1

)
|k〉2 = (2.32)

= F (α′)
∞∑
k=0

(N±nk)
−1|ψ±nk〉1|k〉2.
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Таким образом получается состояние на выходе первой моды

|ψ±nk〉1 = N±nk

n∑
m=0

d±mcn−m,k|m,α〉1, (2.33)

где нормировочный коэффициент определяется через амплитуды, подан-
ные на вход, и элементы матрицы преобразования от смещённых состояний
к Фоковским

N±nk =

(
n∑

m=0

|d±m|2|cn−m,k|2
)−1/2

. (2.34)

Как видно из уравнения (2.32) при детектировании k фотонов во второй
моде |k〉2, состояние в первой мгновенно схлапывается до вида |ψ±nk〉1, пред-
ставленного в уравнении (2.33). В данном случае индекс nk у состояния и
нормировочного множителя в уравнении (2.33) означает генерацию кудита
размерности n + 1 в первой моде, обусловленный успешным измерением
|k〉〈k| во второй моде, а индекс ± означает тип сгенерированного кудита
(чётный/нечётный ШК). Вероятность успешной генерации состояния, за-
данного выражением (2.33), определяется через оставшиеся за скобками в
уравнении (2.32) множители

P±nk = F 2(α′)(N±nk)
−2 = e−|α

′|2
n∑

m=0

|d±m|2|cn−m,k|2. (2.35)

Исходя из этого, произведя подходящую замену коэффициентов d±m на-
чального состояния, которые, как было показано выше, можно задать про-
извольным образом,

d+
m = N+

d

a+
m

cn−m,k(α′)
= N+

d

2(ir)m cos(αβ +m(ϕ+ π/2))

cn−m,k(α′)
√
m!

, (2.36)

d+
m = N−d

a−m
cn−m,k(α′)

= N−d
2(ir)m sin(αβ +m(ϕ+ π/2))

cn−m,k(α′)
√
m!

, (2.37)

где нормировочный коэффициент равен

N±d =

(
n∑

m=0

|a±m|2

|cn−m,k(α′)|2

)−1/2

, (2.38)
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можно получить искомые ШК, чья точность аппроксимации показана на
рисунках 2.1, 2.2 для чётных и нечётных ШС соответственно. Хотелось
бы подчеркнуть, что взаимодействие изначального состояния, заданного в
конечномерном гильбертовом пространстве, с когерентными состояниями,
заданными в бесконечномерном гильбертовом пространстве, выражается
в виде коэффициентов cn−m,k(α

′) в сгенерированных ШК. Что означает
проявление ДП-НП взаимодействия.

Также можно переписать вероятность успешной генерации ШК в сле-
дующем виде

P±nk = F 2(α′)
(N±d )2

N 2
±

, (2.39)

которая будет зависеть от трёх параметров: α, α′ и β. Были построены
максимальные значения вероятности от вспомогательного параметра α′,
не влияющего на точность генерации, в зависимости от α и β. Данные
значения также зависят от количества членов в суперпозиции n и числа
задетектированных фотонов k. Представлены графики P+

nk на рисунках
2.7, 2.8 и P−nk на рисунках 2.9, 2.10 с n = 2, . . . , 9, что соответствует опи-
санным ранее ситуациям для точности, и k = 0, 1, так как рассмотрение
k ≥ 2 не дало существенной выгоды в вероятностях, но значительно ослож-
няет использование на практике. Также начиная уже с k = 1 наблюдаются
сильные скачки при нахождении оптимальной вероятности, объясняемые
разрывностью функции вероятности от параметра α′ при фиксированных
остальных переменных. В связи с этим небольшие неточности в оборудо-
вании могут сильно сказаться на результате. При этом данный недостаток
отсутствует в случае k = 0. Хотя в отдельных случаях максимум воз-
можной вероятности успешной генерации достигался при k > 0, в связи с
вышеописанными проблемами такие ситуации в дальнейшем не рассматри-
вались. Общая тенденция заключается в том, что рассматриваемая аппрок-
симация ШС посредством ШК лучше для больших n, но соответствующая
максимальная вероятность успеха уменьшается с увеличением n. Получен-
ные вероятности хоть и являются далёкими от того, чтобы построенную
модель использовать в качестве детерминированных квантовых гейтов, но
вполне пригодны для генерации Шрёдингеровских кудитов, что соответ-
ствует целям настоящей работы.
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Рисунок 2.7 – Трёхмерный график максимальной вероятности P+
no

успешной генерации чётного ШК в зависимости от его размера β и
амплитуды смещения α при измерении |0〉〈0| во второй моде. Сверху вниз

и слева направо размерность ШК растёт от n = 2 до n = 9
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Рисунок 2.8 – Трёхмерный график максимальной вероятности P+
n1

успешной генерации чётного ШК в зависимости от его размера β и
амплитуды смещения α при измерении |1〉〈1| во второй моде. Сверху вниз

и слева направо размерность ШК растёт от n = 2 до n = 9
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Рисунок 2.9 – Трёхмерный график максимальной вероятности P+
no

успешной генерации нечётного ШК в зависимости от его размера β и
амплитуды смещения α при измерении |0〉〈0| во второй моде. Сверху вниз

и слева направо размерность ШК растёт от n = 2 до n = 9

32



Рисунок 2.10 – Трёхмерный график максимальной вероятности P+
n1

успешной генерации нечётного ШК в зависимости от его размера β и
амплитуды смещения α при измерении |1〉〈1| во второй моде. Сверху вниз

и слева направо размерность ШК растёт от n = 2 до n = 9

Также имеет смысл рассчитать функции Вигнера полученных ШК и
сравнить их с функциями Вигнера оригинальных состояний. Функция Виг-
нера является квази-вероятностным распределением для квантовой части-
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цы в фазовом пространстве. Распределение Вигнера можно записать через
операторы координаты x̄ и импульса p̄ следующим образом

W (p, x) =
1

(2π)2

∫
dσ

∫
dτei(τp+σx)Tr(e−i(τ p̄+σx̄)ρ). (2.40)

После некоторых преобразований уравнение (2.40) можно переписать в
виде

W (p, x) =
1

π~

∫
dye−i2yp/~〈x− y|ρ|x+ y〉, (2.41)

где y = −~τ/2. В данном конкретном случае представляется удобным пе-
рейти от операторов плотности к векторам состояний. Так как рассматри-
ваются лишь чистые состояние, то переход будет осуществлён с помощью
обычной замены ρ = |ψ〉〈ψ|, где |ψ〉 – произвольный вектор состояния, вме-
сто которого будут подставлены соответствующие выражения для ШС и
ШК. Таким образом окончательным видом выражения (2.41) является

W (p, x) =
1

π~

∫
dye−i2yp/~〈x− y|ψ〉〈ψ|x+ y〉. (2.42)

Функции Вигнера соответствуют измерениям состояний в бесконечно-
мерном пространстве на практике, поэтому с помощью предварительных
расчётов и последующего сравнения с результатами измерений можно бу-
дет выявить верность работы установки. Точность между двумя состояния-
ми |ψ〉 и |φ〉 тогда определяется посредством их функций ВигнераWψ(x, p)

и Wφ(x, p) соответственно как

Fw = 2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

Wψ(x, p)Wφ(x, p)dxdp. (2.43)

Полученные графики для чётных и нечётных ШС изображены на ри-
сунках 2.11 и 2.12 для n = 9, β = 2, а α подобрана для достижения мак-
симальной точности. Два левых графика соответствуют сгенерированным
кудитам, тогда как два правых графика описывают идеальные Шрёдинге-
ровские состояния. Верхние рисунки представляют из себя сами трёхмер-
ные графики функций Вигнера, а нижние являются двумерными проекци-
ями с синим цветом для положительных значений и красным цветом для

34



отрицательных.

Рисунок 2.11 – Трёхмерные графики функций Вигнера для чётных
ШК(а) WSCQ и ШС(б) WSCS и их двумерные проекции для чётных

ШК(в) и ШС(г) на фазовой плоскости, где x – координата, а p – импульс,
при n = 9, β = 2 и α подобрана для достижения максимальной точности
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Рисунок 2.12 – Трёхмерные графики функций Вигнера для нечётных
ШК(а) WSCQ и ШС(б) WSCS и их двумерные проекции для нечётных

ШК(в) и ШС(г) на фазовой плоскости, где x – координата, а p – импульс,
при n = 9, β = 2 и α подобрана для достижения максимальной точности

Следует отметить, что функции Вигнера WSCQ и WSCS как сгенериро-
ванного ШС, так и подлинного ШС принимают отрицательные значения
в некоторых областях, что является специфической особенностью неклас-
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сических состояний, вызывающей интерес. Это наблюдение и полное сов-
падение значений точности, рассчитанных двумя различными способами,
позволяют нам заявлять о справедливости предложенной схемы для гене-
рации ШК больших размеров из состояний Фока.

В результате была построена модель, позволяющая рассчитать все ха-
рактеристики сгенерированных Шрёдингеровских кудитов и параметры,
необходимые для их непосредственной генерации. Следовательно для каж-
дой произвольной задачи, требующей использование Шрёдингеровских со-
стояний, по заданным значениям точности, размера ШС и возможностям
установки, определяются все сопутствующие величины, включая коэффи-
циенты пропускания и отражения пучковых делителей для подготовки со-
стояния на вход. Так как аналитического решения алгебраических уравне-
ний выше четвёртой степени в общем случае не существует, корни урав-
нения (2.26) находились численно. Представленные результаты отображе-
ны в таблицах 2.2, 2.3, в качестве примера рассматривались кудиты с
n = 3, 6, 9, 12. В первую очередь находился размер ШС, максимальная точ-
ность аппроксимации которого при данном числе членов в суперпозиции
превышала 99%, то есть F±n > 0, 99, далее для полученных β и α вычис-
лялась максимальная вероятность успешной генерации и соответствующая
ей вспомогательная амплитуда смещения α′, и в завершении по всем этим
значениям рассчитывались параметры установки, то есть коэффициенты
пропускания и отражения пучковых делителей t±i , r

±
i . Как видно из таблиц,

ШС большого размера (β > 2) с высокой точностью могут быть получены
в случае относительно большого n (n ≥ 9). Поскольку соответствующие
оптические устройства (пучковые делители, фазовращатели, фотодетекто-
ры) доступны в рамках современных технологий, а необходимые численные
расчеты с помощью современных вычислительных средств не слишком тру-
доемки, представленная модель генерации оптических Шрёдингеровских
состояний является достаточно эффективной.
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Таблица 2.2 – результаты генерации чётных Шрёдингеровских кудитов;
для n = 3, 6, 9, 12 представлены размеры ШС β, амплитуды смещения α и
α′, вероятности успешной генерации P+

n0 и параметры пучковых делителей
t+i , r

+
i при которых точность F+

n > 0,99

|ψ+
3 〉 |ψ+

6 〉 |ψ+
9 〉 |ψ+

12〉
β 1, 03 1,64 2,12 2,55

α 0.328 0 0,23 0

α′ 1,426 1,805 2,048 2,248

P+
n0 0,2 0,12 0,08 0,06

t+1 0,755 0,582 0,574 0,563

r+
1 −i0,656 0,814ei0,399π 0,818e−i0,299π 0,826e−i0,286π

t+2 0,634 0,582 0,577 0,563

r+
2 i0,773 0,814e−i0,399π 0,817ei0,363π 0,826ei0,286π

t+3 0,547 0,883 0,698 0,663

r+
3 −i0,837 i0,469 0,716e−i0,469π 0,749e−i0,428π

t+4 0,883 0,97 0,663

r+
4 −i0,469 −i0,242 0,749ei0,428π

t+5 0,582 0,904 0,964

r+
5 0,814e−i0,601π i0,428 i0,264

t+6 0,582 0,674 0,964

r+
6 0,814ei0,601π i0,739 −i0,264

t+7 0,698 0,774

r+
7 0,716e−i0,531π −i0,633

t+8 0,577 0,774

r+
8 0,817ei0,637π i0,633

t+9 0,574 0,633

r+
9 0,818e−i0,701π 0,749ei0,572π

t+10 0,663

r+
10 0,749e−i0,572π

t+11 0,563

r+
11 0,826ei0,714π

t+12 0,563

r+
12 0,826e−i0,714π
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Таблица 2.3 – результаты генерации нечётных Шрёдингеровских кудитов;
для n = 3, 6, 9, 12 представлены размеры ШС β, амплитуды смещения α и
α′, вероятности успешной генерации P−n0 и параметры пучковых делителей
t−i , r

−
i при которых точность F−n > 0,99

|ψ−3 〉 |ψ−6 〉 |ψ−9 〉 |ψ−12〉
β 1,04 1,62 2,13 2,54

α 0 0,266 0 0,205

α′ 1,265 1,77 2,042 2,248

P−n0 0,25 0,13 0,08 0,06

t−1 1 0,575 0,574 0,562

r−1 0 0,818e−i0,356π 0,819ei0,331π 0,827e−i0,262π

t−2 0,473 0,596 0,574 0,563

r−2 i0,881 0,802ei0,449π 0,819e−i0,331π 0,826ei0,311π

t−3 0,473 0,989 1 0,663

r−3 −i0,881 i0,149 0 0,748e−i0,403π

t−4 0,737 0,81 0,665

r−4 −i0,676 i0,586 0,747ei0,448π

t−5 0,596 0,81 0,996

r−5 0,802ei0,551π −i0,586 i0,091

t−6 0,575 0,659 0,909

r−6 0,818e−i0,644π i0,752 −i0,417

t−7 0,659 0,842

r−7 −i0,752 i0,540

t−8 0,574 0,724

r−8 0,819ei0,669π −i0,690

t−9 0,574 0,665

r−9 0,819e−i0,669π 0,747ei0,552π

t−10 0,663

r−10 0,748e−i0,597π

t−11 0,563

r−11 0,826ei0,689π

t−12 0,562

r−12 0,827e−i0,738π
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2.3 Программная реализация

Программа представляет из себя консольное приложение написанное на
языке Python версии 3.7. Программа осуществляет такие функции как:

— вычисление точности F±n и вероятности успеха P±nk сгенерирован-
ного состояния по заданным размеру ШС β и параметрам установки: ко-
личеству членов в состоянии на входе n, количеству ожидаемых при де-
тектировании фотонов во вспомогательной моде k, амплитуде смещения в
основной моде α и амплитуде смещения во вспомогательной моде α′;

— построение графиков поверхностей точности F±n и максимальной
(от α′) вероятности успеха P±nk сгенерированного состояния в зависимости
от α и β для фиксированных n и k;

— расчёт максимальной точности F±n , оптимальной вероятности успе-
ха P±nk, соответствующих амплитуд смещения α, α′, а также всех коэффи-
циентов пропускания и отражения пучковых делителей, необходимых для
получения исходного состояния, для требуемого размера ШС β и заранее
выбранных n, k;

— построение графиков функций Вигнера Шрёдингеровских кудитов
и Шрёдингеровских состояний и вычисление по ним точности для произ-
вольно заданных или оптимальных амлитудах смещения α, α′ при фикси-
рованных β, n, k.

В первую очередь для осуществления всех вышеописанных функций
были описаны такие объекты, как состояния. Все состояния рассматрива-
ются как векторы-столбцы в гильбертовом пространстве l2, они задаются
конечным списком коэффициентов при базисных векторах в базисе Фока.
Соответствующий список не обязательно является нормированным, поэто-
му отдельно можно задать нормировочный коэффициент состояния, так-
же была написана функция, автоматически вычисляющая нормировочный
коэффициент по заданному списку, но её использование не рекомендуется
при работе с бесконечномерными состояниями. Отдельно были выделены
чётные и нечётныеШрёдингеровские состояния с нормировочным коэффи-
циентом и амплитудами вычисленными по формулам (2.2), (2.17), (2.18).

Также была написана функция скалярного произведения двух состоя-
ний, которая является стандартным скалярным произведением для l2 про-
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странства

〈x|y〉 =
N∑
i=0

x∗iyi. (2.44)

Соответственно с этим была написана функция вычисления точности
между двумя произвольными состояниями по формуле

F = |〈x|y〉|2. (2.45)

В начале каждого алгоритма происходит проверка чётности генериру-
емых Шрёдингеровских состояний для вычисления соответствующих ко-
эффициентов в программе. Далее в зависимости от требований происхо-
дит либо вызов функцй, осуществляющих прямое вычисление искомых ха-
рактеристик по полностью заданным параметрам, либо вызов функций,
принимающих на вход лишь ограниченное количество параметров и осу-
ществляющих оптимизацию по оставшимся величинам, которые обуслов-
лены конкретной решаемой задачей. В результате все числовые характери-
стики и параметры выводятся в консоль, построенные графики выводятся
в отдельном окне.

Вычисление точности F±n и вероятности успеха P±nk сгенерированного
состояния по заданным размеру ШС β и параметрам установки: количе-
ству членов в состоянии на входе n, количеству ожидаемых при детектиро-
вании фотонов во вспомогательной моде k, амплитуде смещения в основной
моде α и амплитуде смещения во вспомогательной моде α′, проводилось по
схеме, изображённой на рисунке 2.13. При осуществлении этой функции
все необходимые для подстановки в формулы параметры задаются зара-
нее, поэтому никаких дополнительных обработок данных не требуется, по
определённым входным значениям выводятся характеристики выходного
кудита в виде его размера, точности аппроксимации ШС и вероятности
успешной генерации. Данная функция может быть полезна для сравне-
ния уже полученных экспериментальных результатов, когда все парамет-
ры установки заранее известны, с теоретическими расчётами и выявления
расхождений между ними.
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Рисунок 2.13 – Схема алгоритма вычисления точности F±n и вероятности
успеха P±nk сгенерированного состояния по заданным размеру ШС β и

параметрам установки

В результате работы программы в консоль выводятся введённые значе-
ния и вычисленные характеристики полученного кудита. Пример работы
функции представлен на рисунке 2.14.

Рисунок 2.14 – Вывод консоли результатов вычисления точности F±n и
вероятности успеха P±nk сгенерированного состояния по заданным размеру

ШС β и параметрам установки

Построение графиков поверхностей точности F±n и максимальной (от
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α′) вероятности успеха P±nk сгенерированного состояния в зависимости от
α и β для фиксированных n и k, проводилось по схеме изображённой на
рисунке 2.15.

Рисунок 2.15 – Схема алгоритма построения графиков поверхностей
точности F±n и максимальной (от α′) вероятности успеха P±nk

сгенерированного состояния в зависимости от α и β для фиксированных
n и k

В результате работы программы в отдельных окнах выводятся трёхмер-
ные графики точности и вероятности, пример работы функции представлен
на рисунках 2.16 и 2.17 соответственно. Данные графики можно вращать,
масштабировать, изменять подписи к осям и сохранять в различных попу-
лярных форматах.

43



Рисунок 2.16 – Окно построения графика поверхности точности F±n
сгенерированного состояния в зависимости от α и β для фиксированных

n и k

Рисунок 2.17 – Окно построения графика поверхности максимальной (от
α′) вероятности успеха генерации P±nk в зависимости от α и β для

фиксированных n и k

Расчёт максимальной точности F±n , оптимальной вероятности успеха
P±nk, соответствующих амплитуд смещения α, α′, а также всех коэффици-
ентов пропускания и отражения пучковых делителей, необходимых для по-
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лучения исходного состояния, для требуемого размера ШС β и заранее
выбранных n, k, происходил по схеме изображённой на рисунке 2.18.

Рисунок 2.18 – Схема алгоритма расчёта максимальной точности F±n ,
оптимальной вероятности успеха P±nk, соответствующих амплитуд

смещения α, α′, а также всех коэффициентов пропускания и отражения
пучковых делителей, необходимых для получения исходного состояния,

для требуемого размера ШС β и заранее выбранных n, k

Изначально происходила максимизация точности для требуемого раз-
мера ШС β по параметру амплитуды смещения α. Найденная оптимальная
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амплитуда смещения подавалась на вход расчёта максимальной вероятно-
сти успеха генерации по параметру α′. По полученным значениям амплитуд
смещения генерировались оптимальные кудиты. Коэфициенты разложения
кудита по базису Фока использовались для численного решения уравнения
(2.27), из которого в результате получались искомые параметры пучковых
делителей. Пример работы программы представлен на рисунке 2.19.

Рисунок 2.19 – Вывод консоли результатов расчёта максимальной
точности F±n , оптимальной вероятности успеха P±nk, соответствующих
амплитуд смещения α, α′, а также всех коэффициентов пропускания и
отражения пучковых делителей, необходимых для получения исходного
состояния, для требуемого размера ШС β и заранее выбранных n, k

Схемы алгоритмов построения графиков функций Вигнера Шрёдин-
геровских кудитов и Шрёдингеровских состояний и вычисление по ним
точности для произвольно заданных и оптимальных амлитудах смещения
α, α′ при фиксированных β, n, k изображены на рисунках 2.20 и 2.21 со-
ответственно. Расчёт самих функций Вигнера происходил с помощью биб-
лиотеки QuTiP. Для визуализации значений строилось два графика: один
трёхмерный на фазовой плоскости, где синий цвет соответствует положи-
тельным значениям функции Вигнера, а красный отрицательным; второй –
это вид сверху на трёхмерный график, где по осям расположены координа-
та x и импульс p, а сами значения функции Вигнера выражены через цвет,
где чем насыщенней синий цвет, тем больше по модулю положительные
значения, чем насыщенней красный цвет, тем больше по модулю отрица-
тельные значения. Вычисление точности производилось численным инте-
грированием по полученным значениям функций Вигнера для ШС и ШК.
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Рисунок 2.20 – Схема алгоритма построения графиков функций Вигнера
Шрёдингеровских кудитов и Шрёдингеровских состояний и вычисление
по ним точности при произвольно заданных амлитудах смещения α, α′
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Рисунок 2.21 – Схема алгоритма построения графиков функций Вигнера
Шрёдингеровских кудитов и Шрёдингеровских состояний и вычисление

по ним точности при оптимальных амлитудах смещения α, α′

В результате выполнения функции в одном окне строятся четыре гра-
фика, два из них, расположенные в левой половине, относятся к сгене-
рированному кудиту и представляют из себя трёхмерный график функции
Вигнера и его двумерную проекцию, два правых графика являются тем же
самым, но для чистых Шрёдингеровских состояний. Рассчитанное значе-
ние точности выводится в консоль. Пример работы программы представлен
на рисунках 2.22 и 2.23.
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Рисунок 2.22 – Окно построения графиков функций Вигнера
Шрёдингеровских кудитов и Шрёдингеровских состояний при

произвольно заданных амлитудах смещения α, α′

Рисунок 2.23 – Вывод консоли результатов вычисления точности при
произвольно заданных амлитудах смещения α, α′ с помощью функций

Вигнера

В результате данного раздела была построена модель генерации Шрё-
дингеровских состояний больших размеров. Была доказана эффективность
модели через вычисление точности, вероятности успешной генерации и
функций Вигнера. Был разработан программный продукт, позволяющий
проводить расчёты на практике для использования Шрёдингеровских со-
стояний в квантовой обработке информации, квантовых вычислениях и
реализации протоколов на квантовом компьютере.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Построена модель, описывающая генерацию произвольных Шрё-
дингеровских кудитов. Данная модель использует α-представление, ДП-
НП взаимодействие и другие преимущества квантового подхода.

2. Показана эффективность модели при генерации Шрёдингеровских
состояний. Высокая точность аппроксимации доказана двумя способами:
через скалярное произведение двух состояний, а также через их функции
Вигнера. Вероятность успешной генерации для данной схемы является до-
статочно высокой для практического применения.

3. Разработан программный продукт для проведения необходимых
расчётов при реализации предложенной модели на практике. Для любой
произвольной задачи, требующей использование Шрёдингеровских состо-
яний, по заданным значениям точности и размера ШС определяются все
сопутствующие величины, включая коэффициенты пропускания и отра-
жения пучковых делителей для подготовки состояния на вход. Также про-
грамма позволяет оценить пригодность Шрёдингеровских кудитов, доступ-
ных для получения в условиях ограниченности оборудования.

4. Полученная модель и программный продукт могут быть исполь-
зованы в дальнейшем для квантовой обработки информации и квантовых
вычислений. Шрёдингеровские состояния представляют большой интерес
в исследовании гибридных состояний, используются в ряде квантовых ал-
горитмов таких как: квантовая телепортация и другие.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Основы квантовой механики

Квантовая механика—математическая конструкция для построения фи-
зических теорий. Сама по себе квантовая механика не сообщает, каким
физическим законам подчинена та или иная физическая система, однако
она дает математические конструкции и понятия для формулировки этих
законов.

Векторы, линейная независимость, линейные операторы
и матрицы

Одними из основных объектов квантовой механики являются гильбер-
товы пространства пространства. Для нас наибольший интерес представ-
ляет пространство Cn, т. е. множество n-элементных наборов комплексных
чисел: (z1, . . . , zn). Элементы векторного пространства называются векто-
рами.

|v〉 =

 z1
...
zn


В векторном пространстве определены операции сложения и умноже-

ния вектора на скаляр следующим образом:

|a〉+ |b〉 =

 a1
...
an

+

 b1
...
bn

 =

 a1 + b1
...

an + bn

 ;

c|a〉 = c

 a1
...
an

 =

 ca1
...
can

 .
Стандартное квантовомеханическое обозначение для вектора-столбца,

которое будет использоваться в дальнейшем, называется кет-вектором и
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обозначается |ψ〉, вектор-строка, в свою очередь, называется бра-вектором
и обозначается 〈ψ|. Набор линейно независимых векторов |v1〉, . . . , |vn〉, ко-
торые порождают рассматриваемое векторное пространство, называется
базисом, а количество его элементов размерностью пространства.

Линейным оператором, отображающим векторное пространство V в
векторное пространствоW , называется линейная по своему аргументу функ-
ция A : V → W :

A

(∑
i

ai|vi〉

)
=
∑
i

aiA|vi〉

Важными операторами являются тождественный оператор I|v〉 ≡ |v〉
и нулевой оператор 0|v〉 ≡ |v〉. Композиция операторов определяется как
BA|v〉 ≡ (BA)|v〉 ≡ B(A(|v〉)). Удобно работать с линейными операторами
в матричном представлении. В действительности описания на языках мат-
риц и линейных операторов полностью эквивалентны. Пусть A : V → W

– линейный оператор действующий из V в W , |v1〉, . . . , |vm〉 – базис про-
странства V , а |w1〉, . . . , |wn〉 – базис пространства W . Тогда для любого j
из диапазона 1, . . . ,m существуют такие комплексные числа A1j, . . . , Anj,
что

A|vj〉 =
∑
i

Aij|wi〉

Говорят, что матрица с элементами Aij задает матричное представление
оператора A.

Скалярное произведение, собственные векторы и собственные
значения

Скалярное произведение является функцией, отображающей множе-
ство пар векторов во множество комплексных чисел. Стандартное кван-
товомеханическое обозначение для скалярного произведения выглядит как
〈v|w〉. Скалярное произведение удовлетворяет следующим условиям.

1. (|v〉,
∑

i λi|wi〉) =
∑

i λi(|v〉, |wi〉).
2. (|v〉, |w〉) = (|w〉, |v〉)∗.
3. (|v〉, |v〉) > 0 (|v〉, |v〉) = 0 <=> |v〉 = 0.

В конечномерных комплексных векторных пространствах гильбертово
пространство — то же самое, что и пространство со скалярным произве-
дением. В случае бесконечной размерности гильбертовы пространства удо-
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влетворяют дополнительным условиям, кроме тех, которым удовлетворяют
пространства со скалярным произведением, но на данный момент они не
рассматриваются.

Векторы |v〉 и |w〉 называют ортогональными, если их скалярное произ-
ведение равно нулю 〈v|w〉 = 0. Определим норму |v〉 следующим образом
‖ |v〉 ‖≡

√
〈v|v〉. Вектор |v〉 называется единичным или нормированным,

если ‖ |v〉 ‖= 1. Набор векторов называется ортонормированным, если все
векторы в нём удовлетворяют условию 〈i|j〉 = δij.

Собственный вектор линейного оператора A, действующего в вектор-
ном пространстве, — такой ненулевой вектор |v〉, что A|v〉 = v|v〉, где v —
комплексное число, называемое собственным числом оператора A, соответ-
ствующим собственному вектору |v〉.

Оператор имеет диагональный вид, если он записан как = λi|i〉〈i|,
где векторы |i〉 образуют ортонормированный набор собственных векто-
ров оператора , а λi — соответствующие им собственные числа. Оператор
называют диагонализируемым, если его можно записать в диагональном
виде.

Сопряжённые операторы, некоторые важные виды
операторов

Пусть — линейный оператор, действующий в гильбертовом простран-
стве V , существует единственный оператор A+, действующий также в про-
странстве V , такой, что для любых векторов |v〉, |w〉 ∈ V справедливо со-
отношение

(|v〉, A|w〉) =
(
A+|v〉, |w〉

)
.

Оператор + называется эрмитово-сопряженным (или просто сопряжен-
ным) к оператору . В матричном представлении эрмитово сопряжение озна-
чает транспонирование и комплексное сопряжение матрицы A+ ≡ (A∗)T .
Оператор + имеет следующие свойства.

1. (A+)+ = A.
2. (λA+B)+ = λ∗A+ +B+.
3. (AB)+ = B+A+.
Важным классом операторов являются самосопряжённые или эрмито-

вы операторы A+ = A. Спектр собственных значений эрмитова оператора
лежит на вещественной оси, собственные вектора соответствующие разным
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собственным значениям ортогональны, а само число собственных векторов
равно размерности пространства.

Оператор называется нормальным, если + = +. Очевидно, что лю-
бой эрмитов оператор является нормальным. Также существует теорема о
спектральном разложении, характеризующая нормальные операторы, со-
гласно которой оператор является нормальным тогда и только тогда, когда
он приводится к диагональному виду.

Оператор U называется унитарным, когда удовлетворяет условию UU+ =

U+U = I. Cледовательно U — нормальный оператор и для него существу-
ет спектральное разложение. С геометрической точки зрения унитарные
операторы важны, поскольку они сохраняют скалярное произведение век-
торов.

Особенно важный частный случай эрмитовых операторов — неотри-
цательно определенные операторы. Оператор называют неотрицательно
определенным, если для любого вектора |v〉 число (|v〉, A|v〉) является дей-
ствительным и неотрицательным.

Тензорное произведение, операторные функции, коммутатор
Тензорное произведение — особый способ получения из векторных про-

странств «большего» векторного пространства. Эта конструкция является
очень важной для понимания квантовой механики систем, состоящих из
нескольких частиц.

Пусть V и W — гильбертовы пространства размерности m и n соответ-
ственно. Тогда V

⊗
W (читается тензорное произведение V и W ) — про-

странство размерности mn. Элементы пространства V
⊗

W представляют
собой линейные комбинации «тензорных произведений» |v〉

⊗
|w〉 векто-

ров |v〉 ∈ V и |w〉 ∈ W . Если |i〉 и |j〉 — ортонормированные базисы в
пространствах V и W , то |i〉

⊗
|j〉 — базис в пространстве V

⊗
W .

По определению тензорное произведение обладает следующими основ-
ными свойствами.

1. z(|v〉
⊗
|w〉) = (z|v〉)

⊗
|w〉 = |v〉

⊗
(z|w〉).

2. (|v1〉+ |v2〉)
⊗
|w〉 = |v1〉

⊗
|w〉+ |v2〉

⊗
|w〉.

3. |v〉
⊗

(|w1〉+ |w2〉) = |v〉
⊗
|w1〉+ |v〉

⊗
|w2〉.

Можно ввести много важных функций от операторов и матриц. Вооб-
ще говоря, если задана функция f , отображающая множество комплексных
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чисел в себя, то можно определить соответствующую матричную функцию
на нормальных матрицах (или некотором подклассе, например на эрми-
товых матрицах) следующим образом. Пусть =

∑
a |a〉〈a| —спектральное

разложение для оператора . Обозначим f(A) =
∑

a f()|a〉〈a|. Легко видеть,
что функция f(A) определена однозначно.

Важной функцией, действующей на матрицах, является след матрицы.
Следом квадратной матрицы называется сумма ее диагональных элемен-
тов tr(A) ≡

∑
iAii. След цикличен и линеен. Из свойства цикличности

следует, что след матрицы инвариантен относительно унитарного преобра-
зования сопряжения. Поэтому можно определить след оператора как след
какого-нибудь матричного представления A.

Коммутатор операторов и определяется соотношением

[A,B] ≡ AB −BA,

аналогично антикоммутатор определяется соотношением

{A,B} ≡ AB +BA.

Пусть и — эрмитовы операторы. В этом случае [A,B] = 0 тогда и
только тогда, когда существует такой ортонормированный базис, что оба
оператора и являются диагональными в этом базисе. Следовательно, мож-
но сказать, что и одновременно приводятся к диагональному виду. Это
утверждение связывает коммутатор двух операторов, который обычно лег-
ко вычислить, с возможностью одновременного приведения к диагональ-
ному виду — свойством, априори довольно сложно поддающимся проверке.

Пространство состояний
Первый постулат квантовой механики устанавливает место действия

кванто- вомеханических процессов.
Постулат 1. С каждой изолированной физической системой связыва-

ется комплексное векторное пространство со скалярным произведением (т.
е. гильбертово пространство), которое называется пространством состоя-
ний системы. Система полностью описывается вектором состояния, кото-
рый представляет собой единичный вектор в пространстве состояний си-
стемы.
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Квантовая механика не говорит ни о том, как именно устроено про-
странство состояний для заданной физической системы, ни о том, каков
вектор состояния данной системы. Указание этого для конкретной систе-
мы — непростая задача, для решения которой физики разработали мно-
жество сложных и красивых правил. Простейшей квантовомеханической
системой (и при этом системой, которая будет чаще всего использоваться)
является кубит. Пространство состояний кубита двумерно. Обозначим ба-
зисные векторы в нем как |0〉|1〉. Тогда произвольный вектор состояния в
этом пространстве может быть представлен в виде

|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉,

где
|a|2 + |b|2 = 1.

Эволюция
Описание изменения со временем состояние |ψ〉 квантовомеханической

системы задается следующим постулатом.
Постулат 2. Эволюция замкнутой квантовой системы описывается

унитарным преобразованием. Другими словами, состояние |ψ〉 системы в
момент времени t1 связано с ее состоянием |ψ′〉 в момент t2 посредством
унитарного оператора U , зависящего только от моментов времени t1 и t2:

|ψ′〉 = U |ψ〉

Квантовая механика не только не дает ответа на вопрос, о том, как
устроено пространство состояний или квантовое состояние конкретной си-
стемы, но и не сообщает, какой оператор U описывает квантовомеханиче-
скую динамику реальной системы. Она просто «гарантирует» надежное
средство описания замкнутой квантовомеханической системы. Возникает
очевидный вопрос: какие унитарные операторы было бы естественно рас-
смотреть? В случае одиночного кубита оказывается, что любой унитарный
оператор может быть реализован в некоторой реальной системе.

Постулат 2 показывает, как связаны между собой состояния замкнутой
квантовой системы в два разных момента времени. Можно указать уточ-
ненный вариант этого постулата, который описывает эволюцию квантовой
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системы в дифференциальной форме.
Постулат 2’. Эволюция состояния замкнутой квантовой системы во

времени описывается уравнением Шрёдингера

i~
d|ψ〉
dt

= H|ψ〉

В этом уравнении ~ — физическая постоянная, называемая постоянной
Планка, буквой H обозначен фиксированный для данной системы эрмитов
оператор, называемый гамильтонианом замкнутой системы.

Во многих случаях оказывается возможным написать переменный во
времени гамильтониан квантовой системы, который зависит от параметров,
находящихся под управлением экспериментатора. Таким образом, система
не является замкнутой, но эволюционирует в соответствии с уравнением
Шрёдингера с зависящим от времени гамильтонианом (по крайней мере с
хорошей точностью).

Квантовые измерения
Выше был введен постулат о том, что эволюция замкнутой квантовой

системы описывается унитарным оператором. С эволюцией системы, кото-
рая не взаимодействует с остальным окружающим миром, все в порядке.
Однако экспериментаторам и их приборам, другими словами, — внешней
физической системе — следует наблюдать за данной системой, чтобы опре-
делить, что происходит внутри нее. В таком случае система перестает быть
замкнутой, а ее эволюция уже не обязательно описывается унитарным опе-
ратором. Для описания такой ситуации вводится постулат 3 о воздействии
измерений на квантовые системы.

Постулат 3. Квантовые измерения описываются набором {Mm} опера-
торов измерения. Это операторы, действующие в пространстве состояний
системы, подлежащей измерению. Индекс обозначает результаты измере-
ния, которые могут получиться в эксперименте. Если непосредственно пе-
ред этим квантовая система находилась в состоянии |ψ〉, то вероятность
того, что в результате измерения будет получен результат m, задается вы-
ражением

p(m) = 〈ψ|M+
mMm|ψ〉,
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а после измерения система будет находиться в состоянии

Mm|ψ〉√
〈ψ|M+

mMm|ψ〉
.

При этом операторы измерения удовлетворяют условию полноты∑
m

M+
mMm = I.

Условие полноты означает, что сумма вероятностей различных исходов
измерения равна единице. Однако условие полноты проще проверять непо-
средственно, поэтому оно и введено в качестве отдельного утверждения в
постулат 3.

Простым, но важным примером измерения является измерение кубита
в вычислительном базисе. Это измерение над одиночным кубитом с дву-
мя возможными результатами, определяемыми двумя операторами изме-
рения: M0 = |0〉〈0|, M1 = |1〉〈1|. Пусть измеряемое состояние задается
вектором |ψ〉 = a|0〉+b|1〉. Тогда вероятность получения результата 0 опре-
деляется формулой

p(0) = 〈ψ|M+
0 M0|ψ〉 = 〈ψ|M0|ψ〉 = |a|2.

Аналогичным образом, вероятность получения результата 1 представ-
ляется формулой p(1) = |b|2.

Важным применением постулата 3 является задача различения кван-
товых состояний. В классическом мире разные состояния объекта обычно
различимы. Например, при падении монеты мы всегда можем различить,
выпал орел или решка. В квантовой механике ситуация гораздо сложнее,
состояния |ψi〉 можно различить только, если они образуют полный ор-
тонормированный набор, если же они не образуют ортонормированного
набора, то можно доказать, что не существует квантового измерения, раз-
личающего эти состояния.

Проективные измерения, POVM измерения
Во многих применениях квантовых вычислений и обработки квантовой

информации в первую очередь имеют дело с проективными измерения-
ми. Такие измерения фактически эквивалентны измерениям общего вида,
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описанным в постулате 3, если добавить к ним возможность выполнения
унитарных преобразований, описываемых постулатом 2.

Проективное измерение описывается наблюдаемой M , т. е. эрмитовым
оператором, действующим в пространстве состояний изучаемой системы.
Наблюдаемая может быть представлена в виде спектрального разложения:

M =
∑
m

mPm,

где Pm — проектор на собственное подпространство, соответствующее опе-
ратору , с собственным числом m. Возможные результаты измерения со-
ответствуют собственным числам m наблюдаемой. При измерении над со-
стоянием |ψ〉 вероятность получения результата m задается выражением

p(m) = 〈ψ|Pm|ψ〉.

В предположении того, что результат измерения равен га, состояние
квантовой системы непосредственно после измерения определяется векто-
ром

Pm|ψ〉√
p
.

Проективные измерения обладают рядом замечательных свойств. В част-
ности, очень легко вычислить среднее значение таких измерений 〈M〉 =

〈ψ|M |ψ〉.
Постулат о квантовых измерениях (постулат 3) содержит два ключевых

момента. Во-первых, он определяет правило, описывающее статистику из-
мерений, т.е. вероятности возможных результатов измерений. Во-вторых,
он дает правило, описывающее состояние системы после измерения. Однако
в некоторых случаях состояние системы после измерения не представляет
большого интереса, а главное, что интересует исследователя, — возмож-
ные результаты измерения. Такая ситуация, например, имеет место, когда
измерение над системой производится только один раз — по окончании
эксперимента. В таких ситуациях применяется математический метод, на-
зываемый POVM-формализм, который особенно хорошо приспособлен для
анализа результатов измерений.

Пусть измерение, описываемое операторами измерений Mm, выполня-
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ется над квантовой системой, находящейся в состоянии |ψ〉. Тогда веро-
ятность результата m задается формулой p(m) = 〈ψ|M+

mMm|ψ〉. Вводится
определение

Em ≡M+
mMm

Из постулата 3 и элементарной линейной алгебры следует, что Em —
неотрицательно определенный оператор и

∑
mEm = I, а (m) = 〈ψ|Em|ψ〉.

Таким образом, набор операторов Em достаточен для определения вероят-
ностей различных исходов измерения. ОператорыEm — это POVM-элементы,
связанные с измерением.

Составные системы
Приводимый ниже постулат показывает, каким образом строится про-

странство состояний составной системы из пространств состояний входя-
щих в нее систем.

Постулат 4. Пространство состояний составной системы представля-
ет собой тензорное произведение пространств состояний входящих в нее
систем. Более того, если берутся состояния, пронумерованные от 1 до n,
и система с номером i находится в состоянии |ψi〉, то состояние составной
системы описывается вектором |ψ1〉

⊗
|ψ2〉

⊗
. . .
⊗
|ψn〉.

Постулат 4 позволяет определить одну из наиболее интересных и ин-
тригующих идей, связанных с составными квантовыми системами — идею
запутанности. Итак, состояние составной системы, не представимое в ви-
де произведения состояний входящих в эту систему компонент, является
запутанным. Запутанность играет решающую роль в квантовой телепорта-
ции, сверхплотном кодировании, нарушении неравенства Белла и других
необычных эффектах.

Оператор плотности
Выше были сформулированны законы квантовой механики с помощью

языка векторов состояний. Существует альтернативная формулировка, в
которой используется понятие оператора, или матрицы, плотности. Эта
формулировка математически эквивалентна подходу, оперирующему поня-
тием векторов состояний, однако предоставляет в наше распоряжение более
удобный язык для описания некоторых часто встречающихся в квантовой
механике сценариев. С помощью операторов плотности удобно описывать
квантовые системы, состояния которых известны не полностью.
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Предположим, что квантовая система находится в одном из состояний
набора |ψi〉, причем вероятность состояния |ψi〉 равна pi. {pi, |ψi〉} называ-
ется ансамблем чистых состояний. Оператор плотности системы определя-
ется выражением

ρ ≡
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|.

Оператор ρ является оператором плотности, связанным с некоторым
ансамблем, тогда и только тогда, когда данный оператор является неотри-
цательно определённым оператором и его след равен единице.

Эта теорема дает описание операторов плотности самих по себе: можно
определить оператор ллотности как неотрицательно определенный опера-
тор ρ, след которого равен единице. Переформулированные на языке опе-
раторов плотности постулаты выглядят следующим образом.

Постулат 1. С каждой изолированной физической системой связан-
но комплексное векторное пространство со скалярным произведением (т.
е. гильбертово пространство), которое называют пространством состояний
системы. Система полностью описывается своим оператором плотности ρ,
который представляет собой неотрицательно определенный оператор с еди-
ничным следом, действующий в пространстве состояний системы. Если
квантовая система находится в состоянии ρi с вероятностью pi, то оператор
плотности равен

∑
i piρi.

Постулат 2. Эволюция замкнутой квантовой системы описывается
унитарным преобразованием, а именно: состояние ρ системы в момент вре-
мени t1 связано с состоянием ρ′ в момент t2 унитарным оператором U ,
который зависит только от времен t1 и t2

ρ′ = UρU+.

Постулат 3. Квантовые измерения описываются набором {Mm} опе-
раторов измерения. Это операторы, действующие в пространстве состоя-
ний системы, над которой производится измерение. Индекс соответствует
результату, который может быть получен при измерении. Если непосред-
ственно перед измерением квантовая система находится в состоянии ρ, то
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вероятность получения результата m равна

p(m) = tr(M+
mMmρ),

а состояние системы сразу после измерения будет задаваться оператором

MmρM
+
m

tr(M+
mMmρ)

.

Постулат 4. Пространство состояний составной физической системы
представляет собой тензорное произведение пространств состояний входя-
щих в нее систем. Кроме того, если исходные системы пронумерованы от
1 до n и система с номером i находится в состоянии ρi, то общее состояние
составной системы описывается оператором ρ1

⊗
. . .
⊗

ρn.
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