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АННОТАЦИЯ

Солдатова Е.А. Исследование

уравнения Баренблатта–Желтова–

Кочиной с условием Неймана и

многоточечным начально-конечным

условием. – Челябинск: ЮУрГУ,

ЕТ-221, 37 с., библиогр. список –

48 наим.

Выпускная работа посвящена построению решения уравнения Баренблатта–

Желтова–Кочиной с условием Неймана и многоточечным начально-конечным

условием. При рассмотрении вопроса разрешимости в работе решена за-

дача Штурма–Лиувилля для оператора Лапласа с условием Неймана в

прямоугольнике. Полученные собственные значения и собственные функ-

ции были использованы для построения решения многоточечной начально-

конечной задачи. Кроме того, условие Неймана и многоточечное начально-

конечное условие для уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной рассмат-

риваются впервые.
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ВВЕДЕНИЕ

Постановка задачи.

Рассмотрим заданное в открытой ограниченной области G ⊂ Rd, урав-

нение Баренблатта – Желтова – Кочиной, моделирующее динамику давле-

ния жидкости, фильтрующейся в трещиновато-пористой среде [3].

Пусть G ⊂ Rd – огpаниченная область с гpаницей ∂G класса C∞.

Будем искать функцию u = u(x, t), удовлетворяющую в цилиндpе G× R+

уравнению

(λ−∆)ut = α∆u+ f, (0.0.1)

моделирует динамику движения жидкости в трещиновато-пористой среде

[1], [2]. Параметры α, λ – вещественные, характеризуют среду; параметр

α ∈ R+, а параметр λ в случаях, когда не возникает противоречия физи-

ческому смыслу задачи, может принимать и отрицательные значения [21];

функция f = f(x, t) описывает внешнее воздействие. Примером такого

внешнего воздействия может служить изменение температуры окружаю-

щей среды в силу природных явлений или физического процесса при раз-

личных способах добычи нефти, например при искусственном нагнетании

давления в глубоких или труднодоступных скважинах на месторождениях

нефти. Большой интерес со стороны исследователей к уравнению (0.0.15)

вызван еще и потому, что оно описывает и другие физические процессы.

Например, процесс влагопереноса в почве [38], процесс теплопроводности

с "двумя температурами" [36], а, кроме этого, динамику некоторых ненью-

тоновских жидкостей [37], [40].

Часто при математическом моделировании классических задач мате-

матической физики производится решение начально–краевых задач, одна-

ко, еще в середине прошлого века была предложена редукция уравнения

в частных производных, заданного в функциональных пространствах, к

операторному уравнению, заданному в гильбертовых или банаховых про-

странствах. В диссертации данный подход, разработанный А. Фавини и

4



А. Яги, Г.А. Свиридюком и В.Е. Федоровым, А.Б. Альшином и М.О. Кор-

пусовым [34] применяется к описанном выше уравнению (0.0.1). В резуль-

тате редукции мы приходим к операторному уравнению

Lu̇ = Mu+ f. (0.0.2)

Затем в предположении, что свободный член f = f(t) определен на интер-

вале I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞, будем искать (классическое) решение

уравнения (0.0.1), удовлетворяющее условию Неймана

∂u

∂n
u(x, t) = 0(x), (x, t) ∈ ∂Ω× R (0.0.3)

и многоточечному начально-конечному условию [7].

Pj(u(τj)− uj) = 0, j = 0, n, (0.0.4)

Здесь для условия Неймана n = n(x), x ∈ ∂Ω, – единичная нормаль внеш-

няя к области Ω, а для многоточечной начально-конечной задачи τj ∈ I

(τj < τj+1), uj ∈ U, Pj – относительно спектральные проекторы (которые

будут определены позже), а uj – произвольные векторы из банахова про-

странства U.

Историография вопроса.

Наиболее широкое применение из всего многообразия гидродинами-

ческих моделей фильтрации жидкости в трещиновато-пористых пластах

получило модельное представление Баренблатта–Желтова–Кочиной, в ко-

торой описание течения в трещиновато-пористой породе производится ме-

тодами механики сплошных сред. Основные положения и уравнения теории

нестационарных фильтраций в трещиновато-пористых пластах сформули-

рованы в работе Г. Баренблатта, Ю.П. Желтова и И.Н. Кочиной, а затем

развиты многими авторами.

Условие Неймана являются частным случаем условия "баланса пото-

ков"для уравнений соболевского типа, рассмотренных на связном ориен-

тированном графе,то есть в одномерном случае. Эта теория в настоящее
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время активно развивается, первые же исследования были проведены в

[43]. Уравнения соболевского типа с условиями Коши – Неймана в огра-

ниченной области были изучены в [14], исследования же в случае замены

условия Коши на многоточечное начально-конечное условие для такой за-

дачи рассматривается впервые.

Перейдем теперь к обсуждению многоточечной начально-конечной за-

дачи для уравнения соболевского типа. Впервые задача (0.0.4) была сфор-

мулирована в [9] (см. обзор [5]). Заметим, что если n = 1, то (0.0.4) стано-

вится более простой задачей

P0(u(τ0)− u0) = P1(u(τ1)− u1) = 0, (0.0.5)

которая в [22] названа начально-конечной. Задача (0.0.3), (0.0.5) в послед-

нее время весьма активно изучается в различных аспектах [5, 11, 46, 17, 41].

Если же в (0.0.4) положить n = 0, то задача (0.0.4) редуцируется к обоб-

щенной задаче Шоуолтера – Сидорова [28]

P0(u(τ0)− u0) = 0, (0.0.6)

которая уже сыграла важную роль в численных исследованиях экономи-

ческих [16] и технических [33] моделей. Отметим еще, что задача (0.0.6)

является обобщением классической задачи Коши (см. обзоры [22, 39])

u(τ0) = u0.

Сказанное выше позволяет задачу (0.0.4) для уравнения (0.0.3) считать

последовательным (через (0.0.5) и (0.0.6)) обобщением задачи Коши. По-

скольку в дальнейшем будет изучаться задача (0.0.4) для уравнения (0.0.3),

то скажем несколько слов о ситуации, в которой она возникла. Предста-

вим, что некоторый объект, например, конструкция из двутавровых балок,

движется в околоземном пространстве. С поверхности Земли в различные

моменты времени τk, k = 0, l, можно наблюдать только проекции этого

объекта. Многоточечная начально-конечная задача (0.0.4) задает только
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те проекции этого объекта из возможных, которые определены создателем

этой конструкции.

Данная работа посвящена изучению разрешимости уравнения Барен-

-блатта–Желтова–Кочиной (0.0.1) с условием Неймана (0.0.3) и многото-

чечным начально-конечным условием (0.0.4) при любом n ∈ N. Для этого

подробно доказывается обобщенная теорема о расщеплении пространств

U и F на инвариантные подпространства операторов L и M линейного

уравнения соболевского типа с относительно p-ограниченным оператором

в соответствии с расщеплением относительного спектра. Необходимость в

обобщенной теореме о расщеплении возникла при изучении многоточечных

начально-конечных условий (0.0.4).

Как известно, теорему о расщеплении в случае (L, p)-ограниченного

и (L, p)-секториального операторов M первым сформулировал и доказал

Г.А. Свиридюк [26]. А.В. Келлер эти результаты были развиты в [15], и

применены к исследованию дихотомий решений [27]. Теорема о расщепле-

нии в случае (L, p)-радиального оператора M применительно к дихотоми-

ям решений появилась, например, в [20]. Впервые краткое доказательство

обобщенной теоремы о расщеплении в случае (L, p)-ограниченного опера-

тораM появилось в [9]. Случаи (L, p)-секториального и (L, p)-радиального

операторов M рассмотрены соответственно в [44], [45].

Целью данной работы является исследование уравнения Баренблатта–

Желтова–Кочиной с условием Неймана и многоточечным начально-конечным

условием. Для того, чтобы достичь поставленной цели необходимо решить

следующие задачи:

– изучить основную литературу об уравнении Баренблатта–Желтова–

Кочиной, об условии Неймана и о многоточечном начально-конечном усло-

вии;

– ознакомится с методами исследования уравнения Баренблатта–Жел-

това–Кочиной с начально-краевыми условиями;

– изучить разрешимость уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной с
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начально-краевыми условиями;

– используя полученные результаты построить абстрактную схему ис-

следования уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной с начально-краевыми

условиями;

– найти решение уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной с услови-

ем Неймана и многоточечным начально-конечным условием.

Краткое содержание.

Кроме введения, заключения и списка литературы работа содержит

две главы. Список литературы не претендует на полноту и отражает лишь

вкусы и пристрастия автора. Первая глава является пропедевтической, в

ней приводятся необходимые сведения теории (L, p)-ограниченных опера-

торов и голоморфных вырожденных групп операторов, предложенной Г.А.

Свиридюком [26] и развитой его учениками. Основные положения этой тео-

рии адаптированы к нашей ситуации. Здесь же содержится доказательство

обобщенной теоремы о расщеплении в случае (L, p)-ограниченного опера-

тора M , а так же доказательство однозначной разрешимости многоточеч-

ной начально-конечной задачи для уравнения соболевского типа в случае

(L, p)-ограниченности оператора M .

Во второй главе работы исследуется разрешимость задачи Неймана

(0.0.3) и многоточечной начально-конечной задачи (0.0.4) для уравнения

Баренблатта–Желтова–Кочиной (0.0.1), заданного в ограниченной обла-

сти. В первом параграфе приводится вывод уравнения Баренблатта–Желтова–

Кочиной (0.0.1). Результаты второй главы опубликованы в [48]. Во втором

параграфе второй главы приводится конкретный пример решения задачи

Неймана и многоточечной начально-конечной задачи в прямоугольнике,

для чего используются сведения из [12] о решении задачи Штурма – Ли-

увилля.
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1. АБСТРАКТНАЯ СХЕМА

1.1. Относительно ограниченные операторы

Пусть U и F — банаховы пространства, операторы L ∈ L(U;F) (ли-

нейный и непрерывный) и M ∈ Cl(U;F) (линейный, замкнутый и плотно

определенный).

Введем в рассмотрение L-резольвентное множество

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)}

и L-спектр σL(M) = C\ρL(M) оператораM ([42], п.2.1). Множество ρL(M)

всегда открыто, поэтому L-спектр σL(M) всегда замкнут, а L-резольвента

(µL−M)−1 оператора M голоморфна на ρL(M).

Определение 1.1.1. [26] Оператор M называется спектрально ограни-

ченным относительно оператора L (или просто (L, σ)-ограниченным), если

∃a > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > a)⇒ (µ ∈ ρL(M)).

Замечание 1.1.1. Пусть domM = U и оператор L непрерывно обра-

тим. Тогда оператор M (L, σ)-ограничен. Если же оператор L ∈ L(U;F)

компактен, то оператор M не будет (L, σ)-ограниченным.

Пусть оператор M (L, σ)-ограничен, возьмем контур

γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a} и построим операторы

P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ и Q =

1

2πi

∫
γ

LLµ(M)dµ,

где RL
µ(M) = (µL −M)−1L – правая, a LLµ(M) = L(µL −M)−1 – левая

L-резольвенты оператора M , причем интегралы понимаются в смысле Ри-

мана. По построению операторы P ∈ L(U), Q ∈ L(F).

Лемма 1.1.1. Пусть операторM (L, σ)-ограничен, тогда операторы P ∈
L(U) и Q ∈ L(F) – проекторы.
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Лемма 1.1.2. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда для любого

u ∈ domM вектор Pu ∈ domM .

Положим U0 = kerP , F0 = kerQ, U1 = imP , F1 = imQ, и через Lk
обозначим сужение оператора L на Uk, а через Mk обозначим сужение опе-

ратора M на domM ∩ Uk, k = 0, 1. Из леммы 1.1.2 следует, что линеалы

domMk = domM ∩ Uk плотны в Uk, k = 0, 1.

Теорема 1.1.1. (Теорема Свиридюка о расщеплении). Пусть оператор

M (L, σ)-ограничен. Тогда

(i) операторы L0 ∈ L(U0;F0), L1 ∈ L(U1;F1);

(ii) операторы M0 ∈ Cl(U0;F0), M1 ∈ L(U1;F1);

(iii) существуют операторы L−1
1 ∈ L(F1;U1) и M−1

0 ∈ L(F0;U0).

Положим H = M−1
0 L0 ∈ L(U0), S = L−1

1 M1 ∈ L(U1).

Следствие 1.1.1. В условиях теоремы 1.1.1 для любых µ ∈ C, |µ| > a,

имеем

(µL−M)−1 = −
∞∑
k=0

µkHkM−1
0 (I−Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1L−1
1 Q.

Замечание 1.1.2. Пусть G = L0M
−1
0 ∈ L(F0), T = M1L

−1
1 ∈ L(F1) и

выполнены условия следствия 1.1.1. Тогда

(µL−M)−1 = −
∞∑
k=0

µkM−1
0 Gk(I−Q) +

∞∑
k=1

µ−kL−1
1 T k−1Q.

Определение 1.1.2. Для L-резольвенты (µL−M)−1 оператора M бес-

конечно удаленную точку будем называть

(i) устранимой особой точкой, если H = O;

(ii) полюсом порядка p ∈ N, если Hp 6= O, а Hp+1 = O;

(iii) существенно особой точкой, если Hp 6= O при любом p ∈ N.

Замечание 1.1.3. В дальнейшем удобно называть устранимую особую

точку полюсом порядка нуль. Оператор M назовем (L, p)-ограниченным,
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p ∈ {0} ∪ N, если он (L, σ)-ограничен, и точка ∞ – полюс порядка p ∈
{0} ∪ N его L-резольвенты.

Пусть kerL 6= {0}, вектор ϕ0 ∈ kerL\{0} будем называть собственным

вектором оператора L. Упорядоченное множество векторов {ϕ0, ϕ1, . . .} на-
зывается цепочкой M -присоединенных векторов собственного вектора ϕ0,

если Lϕq+1 = Mϕq, q = 0, 1, . . ., ϕl 6∈ kerL \ {0}, l = 1, 2, . . .. Поряд-

ковый номер вектора в цепочке будем называть его высотой. Условимся

собственные векторы оператора L называть M -присоединенными векто-

рами высоты 0. Линейную оболочку M -присоединенных векторов опера-

тора L назовем его M -корневым линеалом. M -корневым пространством

будем называть замкнутый M -корневой линеал оператора L. Цепочка M -

присоединенных векторов может быть бесконечной. В частности, она мо-

жет быть заполнена нулями, если ϕ0 ∈ kerM
⋂

kerL. Но она будет конеч-

ной в случае существования такогоM -присоединенного вектора ϕq, что ли-

бо ϕq 6∈ domM , либоMϕq 6∈ imL. Высоту q последнегоM -присоединенного

вектора в конечной цепочке {ϕ0, ϕ1, ..., ϕq} будем называть длиной этой це-

почки.

Напомним, что оператор L ∈ L(U;F) называется фредгольмовым, если

dim kerL = codim imL <∞.

Теорема 1.1.2. Пусть оператор L-фредгольмов. Тогда следующие утвер-

ждения эквивалентны:

(i) оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N;

(ii) длины всех цепочек M -присоединенных векторов не превосходят p, и

существует по крайней мере одна цепочка длины p.

1.2. Голоморфные вырожденные группы операторов

Пусть U и F – банаховы пространства, операторы L ∈ L(U;F) и M ∈
Cl(U;F). Рассмотрим линейное однородное уравнение соболевского типа

Lu̇ = Mu. (1.2.1)

12



Решением u = u(t) уравнения (1.2.1) будем называть вектор-функцию

u ∈ C∞(R;U), удовлетворяющую этому уравнению. Решение u(t) уравне-

ния (1.2.1) назовем решением задачи Коши для уравнения (1.2.1), если оно

вдобавок удовлетворяет условию Коши

u(0) = u0 (1.2.2)

при некотором векторе u0 ∈ U.

Определение 1.2.1. МножествоP назовем фазовым пространством урав-

нения (1.2.1), если

(i) любое решение u = u(t) уравнения (1.2.1) лежит в P как траектория

(т.е. u(t) ∈ P при любом t ∈ R);

(ii) при любом u0 ∈ P существует единственное решение задачи (1.2.1),

(1.2.2).

Теорема 1.2.1. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0}∪N. Тогда

фазовым пространством уравнения (1.2.1) служит подпространство U1.

• Действительно, в силу теоремы 1.1.1 уравнение (1.2.1) эквивалентно

системе

Hu̇0 = u0, u1 = Su1, (1.2.3)

где u0 = (I − P )u, u1 = Pu. Дифференцируя правое уравнение системы

(1.2.3) и умножая слева на H, последовательно получим

0 = Hp+1u0(p+1) = Hpu0(p) = . . . Hu̇0 = u0. •

Определение 1.2.1. Отображение U . ∈ C∞(R;U) будем называть груп-

пой разрешающих операторов (или, коротко, группой) уравнения (1.2.1),

если

(i) U sU t = U s+t при любых s, t ∈ R ;

(ii) для любого u0 ∈ U вектор-функция u(t) = U tu0 является решением

уравнения (1.2.1).

Следуя традиции [13], отождествим группу с ее графиком {U t : t ∈ R}.
Группу {U t : t ∈ R} назовем голоморфной, если она аналитически продол-

жима во всю комплексную плоскость C с сохранением свойств (i), (ii); и
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вырожденной, если ее единица U 0 является проектором. Для голоморфной

вырожденной группы корректным является понятие ядра kerU . = kerU 0 =

kerU t при любом t ∈ R и образа imU . = imU 0 = imU t при любом t ∈ R.

Голоморфную вырожденную группу {U t : t ∈ R} назовем разрешающей

группой уравнения (1.2.1), если ее образ imU . совпадает с фазовым про-

странством уравнения (1.2.1).

Теорема 1.2.2. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪N. Тогда

существует единственная разрешающая группа уравнения (1.2.1), которая

к тому же имеет вид

U t =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R,

где замкнутый контур γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}.

• Пусть контур γ′ = {λ ∈ C : |λ| = r′ > r}, тогда

U sU t =
1

(2πi)2

∫
γ′

∫
γ

RL
λ(M)RL

µ(M)eµt+λsdλdµ =

=
1

(2πi)2

∫
γ′

eλsdλ

λ− µ

∫
γ

RL
µ(M)eµtdµ+

∫
γ′

RL
λ(M)eλsdλ

∫
γ

eµtdµ

µ− λ

 = U s+t

в силу теоремы Фубини, теоремы о вычетах и правого относительно ре-

зольвентного тождества Гильберта (тождество (2.1.4) [42])

RL
λ −RL

µ(M) = (µ− λ)RL
µ(M)RL

λ(M).

Теперь пусть u0 ∈ U, тогда

L
d

dt
(U tu0) =

1

2πi

∫
γ

µLRL
µ(M)u0e

µtdµ =
1

2πi
×

×

∫
γ

(µL−M)(µL−M)−1Lu0e
µtdµ+

∫
γ

MRL
µ(M)u0e

µtdµ

= M(U tu0).

Далее, в силу теоремы 1.1.1

U t =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)eµtdµ =

1

2πi

∫
γ

(µH − I)−1H(I− P )eµtdµ+

14



+
1

2πi

∫
γ

(µI− S)−1Peµtdµ = O(I− P ) + etSP.

Поэтому единственность группы {U t : t ∈ R} вытекает из единственности

группы {etS : t ∈ R}. Кроме того, U 0 = P . •
Единственная разрешающая группа уравнения (1.2.1) может оказать-

ся далеко не единственной голоморфной вырожденной группой данного

уравнения. Введем в рассмотрение условие
σL(M) =

n⋃
j=0

σLj (M), n ∈ N, причем σLj (M) 6= ∅, существует

замкнутый контур γj ⊂ C, ограничивающий область Dj ⊃ σLj (M),

такой, что Dj ∩ σL0 (M) = ∅, Dk ∩Dl = ∅ ∀j, k, l = 1, n, k 6= l.

(1.2.4)

Теорема 1.2.3. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N, и

выполнено условие (1.2.4). Тогда существуют голоморфные вырожденные

группы уравнения (1.2.1).

• Построим интегралы типа Данфорда – Тейлора (понимаемые в смыс-

ле Римана)

U t
j =

1

2πi

∫
γj

RL
µ(M)eµtdµ, j = 1, n.

Затем, рассуждая аналогично теореме 1.2.2, получим требуемое. •

Следствие 1.2.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.2.3. Тогда

(i) U tU s
j = U s

jU
t = U s+t

j при всех s, t ∈ R, j = 1, n;

(ii) U t
kU

s
l = U s

l U
t
k = O при всех s, t ∈ R, k, l = 1, n, k 6= l.

• (i) U tU s
j =

1

(2πi)2

∫
γ

∫
γj

RL
µ(M)RL

λ(M)eµt+λsdµdλ =

=
1

(2πi)2

∫
γ

eµtdµ

µ− λ

∫
γj

RL
λ(M)eλsdλ+

∫
γ

RL
µ(M)eµtdµ

∫
γj

eλsdλ

λ− µ

=U s+t
j

в силу теоремы Фубини, теоремы о вычетах и правого относительно ре-

зольвентного тождества Гильберта. Второе равенство в (i) и доказываются
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аналогично.

(ii) Теперь, применяя те же теоремы и то же тождество, что и в (i),

получим

U t
kU

s
l =

1

(2πi)2

∫
γk

eµtdµ

µ− λ

∫
γl

RL
λ(M)eλsdλ+

∫
γk

RL
µ(M)eµtdµ

∫
γl

eλsdλ

λ− µ

= O,

если k 6= l. •
Положим U t

0 = U t −
n∑
k=1

U t
k, t ∈ R.

Следствие 1.2.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.2.3. Тогда {U t
0 :

t ∈ R} – голоморфная вырожденная группа уравнений (1.2.1).

• Голоморфность группы {U t
0 : t ∈ R} очевидна. Докажем выполнение

свойства (i) определения 1.2.1

U s
0U

t
0 = (U s −

n∑
k=1

U s
k)(U t −

n∑
l=1

U t
l ) = U s+t −

n∑
k=1

U s
kU

t−

−
n∑
l=1

U sU t
l +

n∑
k,l=1

U s
kU

t
l = U s+t − 2

n∑
k=1

U s+t
k +

n∑
k=1

U s+t
k = U s+t

0

в силу теоремы 1.2.2, 1.2.3 и следствия 1.2.1. •

Замечание 1.2.1. Рассмотрим единицы Pj = U 0
j , j = 0, n, построенных

(в силу условия (1.2.4)) голоморфных вырожденных групп {U t
j : t ∈ R},

j = 0, n уравнения (1.2.1). Легко показать, опираясь на результаты след-

ствия 1.2.1, что

(i) PPj = PjP = Pj, j = 0, n;

(ii) PkPl = PlPk = O, k, l = 0, n, k 6= l.

Например, (i)

PjP = (2πi)−2

∫
γj

∫
γ

RL
µ(M)RL

λ(M)dµdλ =

= (2πi)−2

∫
γj

dλ

λ− µ

∫
γ

RL
µ(M)dµ+

∫
γj

RL
λ(M)dλ

∫
γ

dµ

µ− λ

 .
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Отсюда, в силу теоремы о вычетах, PjP = Pj.

(ii)

PkPl = (2πi)−2

∫
γk

∫
γl

RL
µ(M)RL

λ(M)dµdλ =

= (2πi)−2

∫
γk

dλ

λ− µ

∫
γl

RL
µ(M)dµ+

∫
γk

RL
λ(M)dλ

∫
γl

dµ

µ− λ

 = O

в силу теоремы о вычетах и правого L-резольвентного тождества.

1.3. Относительно спектральные проекторы

Пусть U и F — банаховы пространства, операторы L ∈ L(U;F) и M ∈
Cl(U;F), причем выполнено условие (1.2.4). Рассмотрим проекторы Pj, j =

j, n, которые в силу теоремы 1.2.3 и замечания 1.2.1 имеют вид

Pj =
1

2πi

∫
γj

RL
µ(M)dµ, j = 1, n.

Построим операторы

Qj =
1

2πi

∫
γj

LLµ(M)dµ, j = 1, n,

которые по построению лежат в пространстве L(F).

Лемма 1.3.1. Пусть операторы L ∈ L(U;F) иM ∈ Cl(U;F), причем вы-

полнено условие (1.2.4), а оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда операторы

Qj : F→ F, j = 1, n, – проекторы, причем

(i) QQj = QjQ = Qj, j = 1, n;

(ii) QkQl = QlQk = O, k, l = 1, n, k 6= l.

• QQj =
1

(2πi)2

∫
γ

∫
γj

LLµ(M)LLλ(M)dµdλ =

=
1

(2πi)2

∫
γ

dµ

µ− λ

∫
γj

LLλ(M)dλ+

∫
γ

LLµ(M)dµ

∫
γj

dλ

λ− µ

 = Qj
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в силу теоремы Фубини, теоремы о вычетах и левого относительно резоль-

вентного тождества Гильберта ([42])

LLλ(M)− LLµ(M) = (µ− λ)LLµ(M)LLλ(M).

Второе равенство в (i) и доказываются аналогично.

(ii) Теперь, применяя те же теоремы и то же тождество, что и в (i),

получим

QkQl =
1

(2πi)2

∫
γk

∫
γl

LLµ(M)LLλ(M)dµdλ =

=
1

(2πi)2

∫
γk

dλ

λ− µ

∫
γl

LLµ(M)dµ+

∫
γk

LLλ(M)dλ

∫
γl

dµ

µ− λ

 = O,

если k 6= l. •

Замечание 1.3.1. Построим оператор Q0 = Q −
n∑
k=1

Qk, который тоже

является проектором, причем

(i) QQ0 = Q0Q = Q0;

(ii) Q0Qj = QjQ0 = O, j = 1, n.

Учитывая сказанное в замечаниях 1.2.1, 1.3.1 и лемме 1.3.1, назовем

проекторы Pj и Qj, j = 0, n, относительно спектральными проекторами.

Введем в рассмотрение подпространства U1j = imPj, F1j = imQj, j =

0, n. По построению U1 =
n⊕
j=0

U1j и F1 =
n⊕
j=0

F1j. Через L1j обозначим

сужение оператора L на U1j, j = 0, n, а через M1j обозначим сужение

оператора M на domM ∩ U1j, j = 0, n. Поскольку, как нетрудно показать,

Pjϕ ∈ domM , если ϕ ∈ domM , то область определения domM1j = domM∩
U1j плотна в U1j, j = 0, n.

Теорема 1.3.1. (Обобщенная спектральная теорема). Пусть операторы

L ∈ L(U;F) и M ∈ Cl(U;F), а оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N,

причем выполнено условие (1.2.4). Тогда

(i) операторы L1j ∈ L(U1j;F1j), M1j ∈ L(U1j;F1j), j = 0, n;

(ii) существуют операторы L−1
1j ∈ L(F1j;U1j), j = 0, n.
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• Доказательство теоремы идейно опирается на доказательство теоре-

мы Свиридюка о расщеплении (теорема 1.1.1), поэтому приводится в со-

кращенном виде.

(i) L1jPj =
1

2πi

∫
γj

L1j(µL1j −M1j)
−1L1jPjdµ = QjL1jPj,

где j = 0, n. Далее, пусть ϕ ∈ domM1j, тогда

M1jPjϕ =
1

2πi

∫
γj

M1j(µL1j −M1j)
−1L1jPjϕdµ = QjM1jPjϕ.

Поскольку

M1j(µL1j −M1j)
−1L1j = µL1j(µL1j −M)−1L1j − L1j,

и в правой части стоит непрерывный оператор, то плотно определенный

непрерывный оператор M1jPj может быть единственным образом продол-

жен до непрерывного оператора, определенного на всем подпространстве

U1j. Через M1jPj обозначим это продолжение, j = 0, n.

(ii) Поскольку

L1j

 1

2πi

∫
γj

(µL−M)−1Qjdµ

 =
1

2πi

∫
γj

L1j(µL1j −M1j)
−1Qjdµ = Qj

и  1

2πi

∫
γj

(µL−M)−1Qjdµ

L1j =
1

2πi

∫
γj

(µL1j −M1j)
−1L1jPjdµ = Pj,

то оператор L−1
1j ∈ L(F1j;U1j) есть сужение оператора

1

2πi

∫
γj

(µL−M)−1Qjdµ

на подпространство F1j, j = 0, n. •
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В условиях теоремы 1.3.1 существуют операторы Sj = L1jM1j ∈ L(U1j),

j = 0, n. Построим голоморфные группы операторов etSj =
∞∑
k=0

Skj
k!
tk, t ∈ R,

j = 0, n.

Следствие 1.3.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.3.1. Тогда

U t
j = etSjPj, j = 1, n.

• Поскольку

U t
j =

1

2πi

∫
γj

(µL−M)−1LPje
µtdµ =

1

2πi

∫
γj

(µI− Sj)−1eµtdµPj = etSjPj,

при j = 1, n, то утверждение доказано. •

1.4. Многоточечная начально-конечная задача

Пусть U и F – банаховы пространства, оператор L ∈ L(U;F), а опера-

торM ∈ Cl(U;F), причем операторM (L, p)-ограничен, p ∈ {0}∪N. Кроме

того, выполнено условие (1.2.4). Возьмем τj ∈ I (τj < τj+1), uj ∈ U„ векто-

ры uj ∈ U, j = 0, n, вектор-функцию f ∈ C∞(I;F) и рассмотрим линейное

неоднородое уравнение соболевского типа

Lu̇ = Mu+ f. (1.4.1)

Вектор-функцию u ∈ C∞(I;U), удовлетворяющую уравнению (1.4.1), назо-

вем решением уравнения (1.4.1). Решение u = u(t), t ∈ I уравнения (1.4.1),

удовлетворяющее условиям

Pj(u(τj)− uj) = 0, j = 0, n, (1.4.2)

назовем решением многоточечной начально-конечной задачи для уравне-

ния (1.4.1). Здесь проекторы Pj, j = 0, n, взяты из п.1.3.

Теорема 1.4.1. Пусть операторM (L, p)-ограничен, p ∈ {0}∪N причем

выполнено условие (1.2.4). Тогда для любых f ∈ C∞(I;F)), uj ∈ U, j = 0, n

существует единственное решение задачи (1.4.1), (1.4.2), которое к тому же
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имеет вид

u(t) = −
p∑

k=0

HkM−1
0 (I−Q)f (k)(t)+

+
n∑
j=0

U
t−τj
j uj +

n∑
j=0

∫ t

τj

U t−s
j L−1

1j Qjf(s)ds.

(1.4.3)

• Уравнение (1.4.1) посредством теорем 1.1.1 и 1.3.1 сведем к системе

Hu̇0 = u0 +M−1
0 (I−Q)f, u̇1j = Sju

1j + L−1
1j Qjf, j = 0, n, (1.4.4)

где u0 = (I − P )u, u1j = Pju, j = 0, n, и каждое уравнение определено

на "своем" подпространстве. Из первого уравнения (1.4.4), последователь-

но его дифференцируя и умножая слева на H, в силу нильпотентности

оператора H получим

u0(t) = −
p∑

k=0

HkM−1
0 (I−Q)f (k)(t). (1.4.5)

Заметив, что проекторы Pj являются единичными операторами на U1
j ,

j = 0, n, в силу (1.4.2) поставим задачи Коши для остальных уравнений

(1.4.4)

u̇1j = Sju
1j + L−1

1j Qjf, u1j(τj) = Pjuj, j = 0, n. (1.4.6)

Последовательно решая задачи (1.4.6), получим

u1j(t) = U
t−τj
j uj +

∫ t

τj

U t−s
j L−1

1j Qjf(s)ds, j = 0, n. (1.4.7)

Складывая (1.4.5) и (1.4.7), получим (1.4.3). Единственность решения за-

дачи (1.4.1), (1.4.2) в силу приведенного доказательства очевидна. •
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2. ЗАДАЧАНЕЙМАНАДЛЯУРАВНЕНИЯБАРЕНБЛАТТА–ЖЕЛТОВА–

КОЧИНОЙ

2.1. Вывод уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной

В этом пункте будем следовать [1]. Пусть жидкость фильтруется в

среде, состоящей из пористых блоков, разделенных трещинами. Выберем

масштаб длины так, чтобы объём, в котором протекает интересующий нас

процесс, был велик по сравнению с размером блока. Закон фильтрации

(закон Дарси) представим в виде

ui ≡ −
Kij

µ

∂P

∂xj
≡ −h

3

µl
K0
ij

∂P

∂xj
, i, j = 1, 2, 3, ..., n (2.1.1)

где ui – компоненты вектора скорости фильтрации U , µ – вязкость, h –

среднее раскрытие трещин, l – размер блока, K0
ij – тензор трещинной про-

ницаемости. Пусть давление в трещинах P1, в блоках P2. Составим урав-

нение баланса жидкости в трещинах

∂(m1ρ)

∂t
+ div(ρ~u)− q = 0 (2.1.2)

и в блоках, пренебрегая фильтрационным потоком,

∂(m2ρ)

∂t
+ q = 0, (2.1.3)

где m1 – трещинноватая пористость (равная отношению объёма пор в бло-

ках к общему объёму), ρ – плотность жидкости,

q = ρα
P2 − P1

µ
= α

ρK2

l2
· P2 − P1

µ
, (2.1.4)

α – безразмерный коэффициент, характеризующий интенсивность обмена

жидкостью блоков и трещин,K2 – проницаемость блоков. Трещинноватая

пористость m1 мала, ею можно пренебречь,а следовательно и
∂(m1ρ)

∂t
= 0;

а m2 – пористость блоков – есть функция обоих давлений, но влиянием на

m2 давления P1 можно пренебречь. Берем линейное приближение

∂m2

∂t
= β22

∂P2

∂t
, (2.1.5)
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где β22 постоянная величина. Кроме того, для капельных жидкостей имеет

место соотношение

ρ = ρ0 (1 + β∗ (P∗ − P0)), (2.1.6)

где β∗ = const, а P∗ = P1,2 в зависимости от того, где оно рассматривается.

Подставляя (2.1.1), (2.1.4) – (2.1.6) в (2.1.2), (2.1.3) получаем

ρ0div(~u)− ρ0α
P2 − P1

µ
= 0 (2.1.7)

∂m2

∂t
ρ+

∂ρ

∂t
m2 + ρ0α

P2 − P1

µ
= 0 (2.1.8)

Но

ρ0div(~u) =
n∑
j=1

∂

∂xi

(
Kij

µ

∂P1

∂xj

)
=
ρ0

µ

∂

∂xi

(
Kij

∂P1

∂xi

)
,

отсюда
ρ0

µ

∂

∂xi

(
Kij

∂P1

∂xi

)
− ρ0α

P2 − P1

µ
= 0, (2.1.9)

∂m2

∂t
ρ+

∂ρ

∂t
m2 + ρ0α

P2 − P1

µ
= 0, (2.1.10)

Подставляя в (1.3.2) (2.1.5) и

m20
∂ρ

∂t
=
∂ (ρ0 + ρ0β∗(P2 − P0))

∂t
= m20ρ0β∗

∂P2

∂t
;

Получаем
ρ0

µ
· ∂
∂xi

(
Kij

∂P1

∂xj

)
− ρ0α

P2 − P1

µ
= 0, (2.1.11)

ρ0 (β22 +m20β∗)
∂P2

∂t
+ ρ0α

P2 − P1

µ
, (2.1.12)

гдеm20 пористость блоков при стандартном давлении P0 (в формуле (2.1.5)

полагаем dm2 ≈ ∆m2 = m2 −m20). Считаем среду однородной и изотроп-

ной, тогда Kij = K1δij, где δij = 1, если i = j и δij = 0, если i 6= j, и (2.1.7),

(2.1.8) получаем

∂

∂xi

(
Kij

∂P1

∂xj

)
= K1

∂

∂xi

(
∂P1

∂xi

)
= K1

∂2P1

∂xi
= K1

n∑
i=1

∂2P1

∂xi
= K1∆P1.
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Так как ρ0 6= 0 можно разделить обе части уравнений (1.7) и (1.8), которые

преобразуются к виду

K1

µ
∆P1 − ρ0α

P2 − P1

µ
= 0, (2.1.13)

(β22 +m20β∗)
∂P2

∂t
+ ρ0α

P2 − P1

µ
= 0. (2.1.14)

Выражая P2 из уравнения (2.1.9) и подставляя в (2.1.10), получим

(1− η∆)
∂P1

∂t
= κ∆P1, (2.1.15)

где

κ =
K1

µ (β22 +m20) β∗

– коэффициент пьезопроводности трещиноватой породы, а η = K1

α .

Для уравнений движения жидкости в среде с двойной пористостью

(m1 6= 0), частным случаем которых является получившиеся уравнения

(2.1.9),(2.1.10), физический смысл допускает существование соболевских

уравнений с операторами при производной по времени, не являющихся по-

ложительно определенными.

2.2. Задача Штурма–Лиувилля для оператора

Лапласа в прямоугольнике

Пусть Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < π, 0 < y < π}
Рассмотрим 

ut − æ∆ut = ν∆u,

u = u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω, t ∈ R,
∂
∂nu(x, t) = 0(x),

‖u‖ = 1

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

u = u(x, y, t) – неизвестная функция в уравнении (2.2.1), ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 –

двумерный оператор Лапласа.

Решение уравнения будем искать в виде

u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t), (2.2.5)
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и условиями для функций X(x), Y (y)
X(x) 6= 0,

Y (y) 6= 0,

T (t) 6= 0,

(2.2.6)

где функция X(x) – функция только переменного x, Y (y) – функция пере-

менного только y, T (t) – функция только переменного t. Найдем собствен-

ные числа и собственные функции оператора Лапласа

∆u = λu

в квадрате Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < π, 0 < y < π}, причем на границе

квадрата выполняются следующие условия

u′(x, 0) = 0,

u′(0, y) = 0,

u′(π, y) = 0,

u′(x, π) = 0.

Тогда уравнение Лапласа на плоскости имеет вид:

X
′′
(x)Y (y) +X(x)Y

′′
(y) = λX(x)Y (y) (2.2.7)

Разделим переменные в уравнении (2.2.7), поделив его на X(x)Y (y), и по-

лучим
X
′′
(x)

X(x)
+
Y
′′
(y)

Y (y)
= λ

X
′′
(x)

X(x)
= λ− Y

′′
(y)

Y (y)
= µ

Для нахождения функций X(x) и Y (y) сформулируем задачу Штурма –

Лиувилля для оператора Лапласа в прямоугольнике Ω{
X
′′
(x) = µX(x)

Y
′′
(y) = (λ− µ)Y (y)

(2.2.8)

(2.2.9)
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По условию (2.2.3) производная функции u(x, y) на границе квадрата ∂Ω

равна нулю. То есть

на нижней границе квадрата u′(x, 0) = 0 ⇒ Y ′(0) = 0,

на левой границе квадрата u′(0, y) = 0 ⇒ X ′(0) = 0,

на правой границе квадрата u′(π, y) = 0 ⇒ X ′(π) = 0,

на нижней границе квадрата u′(x, π) = 0 ⇒ Y ′(π) = 0.

Тогда условие (2.2.8) примет вид{
X
′′
(x) = µX(x),

X ′(0) = X ′(π) = 0.
(2.2.10)

А условие (2.2.9) {
Y
′′
(y) = (λ− µ)Y (y),

Y ′(0) = Y ′(π) = 0.
(2.2.11)

Найдём те значения параметров µ, при которых существуют нетриви-

альные решения задач (2.2.10). Также найдём решения X(x) и Y (y). Для

этого рассмотрим три случая относительно параметра µ.

1) При µ > 0 задача не имеет нетривиальных решений, так как общее

решение для задачи (2.2.10) имеет вид

X(x) = C1e
√
µx + C2e

−√µx.

Граничные условия дают

u′(0, t) = X ′(0)T (t) = 0,

u′(π, t) = X ′(π)T (t) = 0.

Найдем

X ′(x) = C1
√
µe
√
µx − C2

√
µe−

√
µx.

Следовательно

X ′(0) = (C1 − C2)
µ = 0,

X ′(π) = (C1e
√
µπ − C2e

−√µπ√µ = 0,
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то есть

C1 = C2 и C1(e
√
µπ + e−

√
µπ) = 0.

Но в рассматриваемом случае степень экспоненты – действительна и

положительна, так что e
√
µπ + e−

√
µπ 6= 0. Поэтому

C1 = 0 и C2 = 0.

Это значит, что X(x) ≡ 0. Получено противоречие условию (2.2.4).

2) При µ = 0 существует единственное нетривиальное решение. В этом

случае решение задачи Штурма – Лиувилля (2.2.10) имеет вид

X(x) = C1x+ C2, причем X ′(x) = C1,

граничные условия дают

X ′(0) = C1 = 0,

X ′(π) = C2 = 0.

При этом C2 ∈ R.

3) При µ < 0 общее решение уравнения может быть записано в виде

X(x) = D1 cos
√
−µx+D2 sin

√
−µx,

производная которого

X ′(x) =
√
−µ(−D1 sin

√
−µx+D2 cos

√
−µx),

граничные условия дают

X ′(0) =
√
−µD2 = 0,

X(π) =
√
−µD1 sin

√
−µπ = 0.

Если выполняется условие (2.2.6), то D1 6= 0, поэтому

sin
√
−µπ = 0,

что соответствует

√
−µ =

πk

π
= k, при k = 1, 2, 3, ... .
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Следовательно, нетривиальные решения задачи (2.2.10) возможны лишь

при значениях

µ = µk = −k2, k ∈ {0} ∪ N (2.2.12)

Этим собственным значениям соответствуют собственные функции

Xk(x) = Dk cos kx,

где D1 - произвольная постоянная. Аналогично решаем систему (2.2.11) и

получаем решение функции

Yn(y) =
∑

Dn cos(ny), n ∈ {0} ∪ N.

Поэтому значение параметров

µn = −k2,

λ− µ = −n2 ⇒ λk,n = −(n2 + k2).

(2.2.13)

(2.2.14)

Таким образом, собственные числа в квадрате – это сумма собственных

чисел по осям. Пользуясь формулой (2.2.6), получим, что

u(x, t) =
∞∑
k=0

∞∑
n=0

Dk,nXk(x)Yn(y) =
∞∑
k=0

∞∑
n=0

Dk,n cos kx cosny. (2.2.15)

Постоянные Dk,n подберем так, чтобы выполнялось условие (2.2.4). Для

этого вычислим

‖Dk,n cos kx cosny‖ =

√√√√ ∫
K

∫
(Dk,n cos kx cosny)2dxdy =

= Dk,n

√√√√√ π∫
0

(cos kx)2dx

π∫
0

(cosny)2dy = Dk,n

√
π2

4
.

Поскольку ‖u‖ = 1, то Dk,n =
2

π
.

Значит,

u(x, y) =
2

π

∞∑
k=1

∞∑
n=1

cos kx cosny,

λk,n = −(n2 + k2).

(2.2.16)
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2.3. Условие Неймана и многоточечная начально-конечная задача для урав-

нения Баренблатта–Желтова–Кочиной

Пусть Ω ⊂ Rm – ограниченная область с границей класса C∞. Будем

рассматривать уравнение Баренблатта-Желтова–Кочиной

ut − æ∆ut = ν∆u+ f (2.3.5)

и условие Неймана
∂u

∂n
u(x, t) = 0(x), (x, t) ∈ ∂Ω× R, (2.3.6)

где n = n(x), x ∈ ∂Ω, – единичная нормаль внешняя к области Ω.

Редуцируем задачу (2.3.1) с условием (2.3.2) к уравнению соболевсого

типа вида

Lu̇ = Mu+ f. (2.3.7)

.

Для этого положим

U =

{
u ∈ Wm+2

2 :
∂u

∂n
= 0 на ∂Ω

}
, F = Wm, m ∈ N.

Все функциональные пространства определены на области Ω. Зададим опе-

раторы L = I−æ∆,M = ν∆, причем L,M ∈ L(U;F) при всех æ ∈ R\{0},
ν ∈ R, и оператор L – фредгольмов (т.е. indL = 0).

Обозначим через {λk} множество собственных значений однородной

задачи Неймана для оператора Лапласа ∆ в области Ω, занумерованное по

невозрастанию с учетом кратности, а через {ϕk} – ортонормированное (в

смысле L2) множество соответствующих собственных функций. Отметим,

что первое собственное значение однородной задачи Неймана для опера-

тора Лапласа в области Ω равно нулю, а соответствущая ему собственная

функция, равна константа.

Лемма 2.3.1. [43] При всех æ, ν ∈ R\{0} операторM (L, 0)-ограничен.

Отметим, что

kerL =

{
{0}, если æ−1 /∈ {λk},
span{ϕl : æ−1 = λl}.
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По Лемме 1.1.1 построим проектор

P =


I, если æ−1 /∈ {λl},

I−
∑

l:(æ−1=λl)

〈·, ϕl〉ϕl, если æ−1 ∈ {λl},

где 〈·, ·〉 – скалярное произведение в L2. Проектор Q имеет тот же вид, но

определен на пространстве F. Относительный спектр σL(M) оператора M

имеет вид

σL(M) =

{
µk =

νλk
1− æλk

, k ∈ N
}
.

Выберем части L-спектра оператораM σLj (M), j = 0, n, так, чтобы выпол-

нялось условие (1.2.4) (понятно, что это можно сделать не одним способом).

Построим проекторы

Pj =
∑

k:µk∈σL
j (M)

〈·, ϕk〉ϕk, j = 0, n.

Возьмем τj ∈ R, (τj < τj+1), uj ∈ U, j = 0, n, f ∈ C∞((a, b);F) и для задачи

(2.3.1), (2.3.2) рассмотрим многоточечную начально-конечную задачу∑
k:µk∈σL

j (M)

〈uj(τ j, x)− uj(x), ϕk〉ϕk = 0, j = 0, n. (2.3.1)

В силу леммы 2.3.1 и теоремы 1.4.1 вытекает

Теорема 2.3.2. Пусть выполнено условие (A). При любых æ ∈ R, ν ∈
R \ {0}, uj ∈ U, j = 0, n, уравнение (0.3) с условиями (0.4), (2.2) имеет

единственное решение u ∈ C∞(R;U), которое к тому же имеет вид

u(t) = (Q− I)f(t) +
n∑
j=0

∑
µk∈σL

j (M)

eµk(t−τj)〈uj, ϕk〉ϕk+

+
n∑
j=0

∑
µk∈σL

j (M)

∫ t

τj

eµk(t−s)〈f(s), ϕk〉ϕkds.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в первой главе приводится алгоритм решения задачи

Неймана и многоточечной начально-конечной задачи для уравнений собо-

левского типа с (L, p)-органиченным операторомM . Полученный алгоритм

применяется для исследования конкретных детерминированных вырож-

денных моделей соответствующего класса. А именно, в работе доказывает-

ся однозначная разрешимость уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной

в области, а также уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной в области

с условием Неймана и многоточечными начально-конечными условиями.

Полученные результаты иллюстрируются конкретными примерами.

В дальнейшем, полученные результаты можно применять при раз-

работке численных методов решения уравнений Баренблатта–Желтова–

Кочиной в области с условием Неймана и многоточечными начально-конеч-

-ными условиями. Кроме того, полученные результаты могут быть при-

менены для исследования вырожденных моделей Баренблатта–Желтова–

Кочиной в области с �белым шумом�.
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