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УДК 517.9

Шафранов, Д.Е.

Исследование стохастического уравнения Баренблатта – Желтова – Ко-

чиной с аддитивным "белым шумом" в пространствах дифференциальных

форм. – Челябинск: 2019. – 37 с.

Исследуется разрешимость задачи Коши и задачи Шоуолтера – Сидоро-

ва для стохастического варианта дифференциального уравнения Баренблат-

та – Желтова – Кочиной. Так как уравнение рассматривается в простран-

ствах недифференцируемых в обычном смысле "белых шумов", то произ-

водная берется в смысле Нельсона – Гликлиха. Более того, решение ищется

в пространствах гладких дифференциальных форм, заданных на гладком

компактном ориентированном римановом многообразии без края. Для это-

го используется инвариантное относительно координат обобщение Лапласа –

оператор Лапласа–Бельтрами. В конце приводится пример в случае уравне-

ния Баренблатта–Желтова–Кочиной на двумерной сфере.

Библиографический список – 48 наименований.
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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ

1. Множества, как правило, обозначаются заглавными буквами готиче-

ского алфавита. Исключения составляют множества с уже устоявшимися

названиями, например:

N – множество натуральных чисел,

R – множество действительных чисел,

R+ – множество {a ∈ R : a > 0},

C – множество комплексных чисел;

L(U;F) – множество линейных непрерывных операторов, действующих из

пространства U в пространство F,

2. Элементы множеств и индексы обозначаются строчными буквами ла-

тинского или греческого алфавитов, кроме отображений множеств, называе-

мых операторами и обозначаемых заглавными буквами латинского алфавита,

например:

L : U→ F – оператор, действующий из пространства U в пространство F;

L ∈ L(U;F) – означает, что L является линейным ограниченным операто-

ром.

3. Вместо L(U;U) будем писать L(U).

4. Область определения линейного оператора A обозначается через domA,

его ядро – через kerA, образ – imA. Символом spanB обозначается линейная

оболочка множества B.

5. Все рассуждения проводятся в вещественных банаховых пространствах,

но при рассмотрении "спектральных" вопросов вводится их естественная

комплексификация.

6. Все контуры ориентированы движением "против часовой стрелки" и

ограничивают область, лежащую "слева" при таком движении, если не
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оговорено обратное.

7. Символами I и O обозначаются, соответственно, тождественный и "ну-

левой" операторы, области определения которых ясны из контекста.

8. Hq
lL2 ,l = 0, 1, 2 пространства l-раз дифференцируемых дифференци-

альных q-форм, заданных на римановых многообразиях без края и со стоха-

стическими коэффициентами.

9. Hq⊥
l∆L2 ,l = 0, 1, 2 ортогональные гармоническим q-формы образуещие

подпространства в пространстве l-раз дифференцируемых дифференциаль-

ных q-форм, заданных на римановых многообразиях без края и со стохасти-

ческими коэффициентами, .
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Введение

Постановка задачи. Уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной

(λ−∆)ut = α∆u+ f (1)

в ограниченной области в Rn моделирует динамику давления вязко-упругой

жидкости фильтрующейся в трещиновато-пористой среде [1], но есть и дру-

гие интерпретации этого уравнения [2], [3]. Требуется изучить разрешимость

задачи Коши [4]

u(0) = u0 (2)

и задачи Шоуолтера – Сидорова [5]

P (u(0− u0)) = 0 (3)

для стохастического варианта уравнения Баренблатта – Желтова – Кочи-

ной в пространстве дифференциальных форм, определенных на римановом

многообразии без края. Коэффициенты дифференциальных форм зависят

от локальных координат и от времени, и представляют из себя винеровские

стохастические процессы дифференцируемых K-"шумов" над полным веро-

ятностным пространством Ω. Вместо оператора Лапласа в пространствах

дифференциальных форм, используем его обобщение оператор Лапласа –

Бельтрами [6].

Историография. Уравнение (1) относится к обширному классу неклас-

сических линейных уравнений соболевского типа

Lu̇ =Mu+ f (4)

с необратимым оператором при производной [4]. Впервые уравнения с необра-

тимым оператором при производной исследовались еще в работах А. Пуанка-

ре в конце 19 века. А с середины 20 века, начиная с работы С.Л. Соболева [7],
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в честь которого назвали данный тип уравнений, количество исследований

уравнений такого вида [8]–[13] только растет.

Разрешимость уравнений математической физики исследуется различны-

ми методами [14]–[18]. Одним из эффективных методов решения этого урав-

нения в банаховых пространствах явился метод фазового пространства Г.А.

Свиридюка, в котором строятся аналитические группы и полугруппы разре-

шающих операторов. Исходные пространства U, F расщепляются на подпро-

странства

U = U0 ⊕ U1,F = F0 ⊕ F1.

Также расщепляетя действие операторов действующих из U в F. В случае

(L, p)-ограничености оператора M [19] детерминированный вариант линей-

ного уравнения соболевского типа в банаховых пространствах исследовался

в различных постановках, как для абстрактного вида (4), так и для уравне-

ния Баренблатта – Желтова – Кочиной [20]. Отметим работу позволившую

исследовать приложения уравнения Баренблата – Желтова – Кочиной с от-

рицательным значением коэффициентов [21].

Исследование дифференциальных форм, в том числе на римановых много-

образиях, началось с работ В. Ходжа, К. Кодаира и других авторов в середине

20 века [22]–[29]. Далее теория Ходжа – Кодаиры о расщеплении пространств

дифференциальных форм была рассмотрена в гильбертовых пространствах

[30] и для дискретных пространств, с помощью псевдодифференциальных

операторов [32]. Там вместо стандартного оператора Лапласа использовалось

его инвариантное относительно локальных координат обобщение (с точно-

стью до знака) оператор Лапласа – Бельтрами

∆f = (δd+ dδ)f = −
n∑

i=1

∂2f

∂x2i
.

В работах В. Арнольда, Д. Эбина, Д.Марсдена [33], [34] к уравнениям на
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многообразиях применялись кардинально другие методы исследования.

В работе [35] исследовалась задача Коши, а в [36] задача Шоуолтера –

Сидорова для детерминированного варианта уравнения Баренблатта – Жел-

това – Кочиной в пространстве дифференциальных форм, определенных на

гладком связном компактном ориентированном римановом многообразии без

края.

В данной работе помимо задачи Коши для уравнения соболевского типа

изучается задача Шоуолтера – Сидорова [5], [37].

Что касается истории исследований недетерминированных задач, в том

числе, в виде стохастических дифференциальных уравнений то она корот-

кая, но и здесь имеются работы, как в области абстрактных исследований

[38], [39], так и в приложениях [40]. Одним из новых подходов к стохасти-

ческим исследованиям в пространствах недеффиринцируемых, в обычном

смысле, "белых шумов" стало использование производной Нельсона – Гли-

клиха [41], в том числе, в иследованиях уравнений соболевского типа [42] –

[44]. Стохастический вариант линейного уравнения соболевского типа, в слу-

чае (L, p)-ограниченности оператора, был исследован в 2014 году в статье

Г.А. Свиридюка и Н.А. Манаковой [45]. Используя результаты этой статьи

мы доказали теоремы о разрешимости задачи Коши и задачи Шоуолтера –

Сидорова для уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной в пространстве

дифференциальных форм со стохастическими коэфицентами и заданных на

римановых многообразиях без края, а результаты опубликовали в статье [46].

Краткое содержание. Выпускная квалификационная работа, помимо

оглавления, аннотации, введения, обозначений, заключения и списка литера-

туры, содержит две больших пункта. В первом пункте описываются опреде-

ления и формулировки теорем для детерминированного случая полученные
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ранее в разных работах. В-первом подпункте описываются основы теории

уравнний соболевского типа, относительный спектр и относительная резоль-

вента, (L, p)-ограниченные операторы.

Во-втором подпункте вводятся пространства дифференциальных формы,

определенных на римановом многообразии без края. Задается обобщение Ла-

пласа в виде оператора Лапласа – Бельтрами [6]. В случае замены риманова

многообразия на Rn эти операторы совпадают с точностью до знака. Описы-

вается процесс получения последовательности собственных чисел оператора

Лапласа – Бельтрами и выясняются ее свойства. Здесь же представленна

теорема Ходжа – Кодаиры о расщеплении пространства дифференциальных

форм на потенциальую, соленоидальную и гармоническую составляющие [30].

Описывается оператор Грина. Вводятся скалярные произведения [32] и обо-

значения для пространств пополненных по нормам порожденным этими ска-

лярными произведениями [35]. Эти гильбертовы пространства плотно вло-

женны друг в друга. Заканчивается подпункт теоремой о полноте системы

собственных функций в L2.

Во-втором пункте приводится исследование недетерминированного (сто-

хастического) случая и он состоит из трех подпунктов. Первый подпункт

посвященн терминологии пространств дифференциальных K-"шумов". Это

подмножества пространства "белых шумов". Так как "белый шум"не диффе-

ренцируем ни одной точке, производная берется в смысле Нельсона – Гликли-

ха. Описываются некоторые свойства этих производных и условия на опера-

торы для возможности их применения. В следующем подпункте описываются

стохастический вариант уравнения соболевского типа, аналитические разре-

шающие вырожденные группы операторов для задач Коши и Шоуолтера –

Сидорова. Приводится условие разложимости в ряд начального условия за-
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дачи. Сформулированы общие теоремы о существовании решения в случае

(L, p)-ограниченности оператора в правой части уравнения. Третий подпункт

посвященн приложению результатов второго подпункта к стохастическому

варианту уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной. Получены теоремы

о разрешимости для начальных условий из фазового пространства для зада-

чи Коши и задачи Шоуолтера – Сидорова. Пример на сфере позволяет легче

понимать полученные результаты. В нем приведены последовательность соб-

ственных чисел и последовательность собственных функций для уравнения

Баренблатта – Желтова – Кочиной на сфере, представленных через ортого-

нальные многочлены Лежандра.

Благодарности. Выражаю огромную благодарность научному руково-

дителю Георгию Анатольевичу Свиридюку за возможность приобщиться к

современным математическим исследованиям мирового уровня.
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1 Детерминированный случай

1.1 Терминология уравнений соболевского типа

Пусть U и F – банаховы пространства, операторы L,M ∈ L(U;F) (т.е. ли-

нейны и непрерывны). Следуя монографии [4] введем в рассмотрение

L-резольвентное множество

ρL(M) =
{
µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)

}
и L-спектр σL(M) = C\ρL(M) оператораM . Если L-спектр σL(M) оператора

M ограничен, то оператор M называется (L, σ)-ограниченым. Если оператор

M (L, σ)-ограничен, то существуют проекторы

P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ ∈ L(U), Q =

1

2πi

∫
γ

LL
µ(M)dµ ∈ L(F).

Здесь RL
µ(M) = (µL−M)−1L – правая, а LL

µ(M) = L(µL−M)−1 – левая L-

резольвенты оператораM , а замкнутый контур γ ⊂ C ограничивает область,

содержащую L-спектр σL(M). Положим

U0(U1) = kerP (imP ),

F0(F1) = kerQ(imQ)

и символами Lk(Mk) обозначим сужение оператора L(M) на Uk, k = 0, 1.

Теорема 1.1. (теорема Свиридюка о расщеплении ) [4] Пусть оператор M

(L, σ)-ограничен, тогда

(i) операторы Lk(Mk) ∈ L(Uk;Fk), k = 0, 1;

(ii) существуют операторы M−1
0 ∈ L(F0;U0) и L−11 ∈ L(F1;U1).

Построим операторы H =M−1
0 L0 ∈ L(U0), S = L−11 M1 ∈ L(U1).
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Следствие 1.1. Если оператор M (L, σ)-ограничен, то для всех

µ ∈ ρL(M) резольвента представима в виде

(µL−M)−1 = −
∞∑
k=0

µkHkM−1
0 (I−Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1L−11 Q.

Оператор M называется (L, p)-ограниченным, p ∈ {0}∪N, если∞ – устра-

нимая особая точка (т.е. H ≡ O, p = 0)

или полюс порядка p ∈ N (т.е.Hp ̸= O,Hp+1 ≡ O) L-резольвенты (µL−M)−1

оператора M.

1.2 Спектр оператора Лапласа–Бельтрами

Рассмотрим n-мерное гладкое компактное ориентированное связное ри-

маново многообразие без края Ω и пространство дифференциальных q-форм

на Ω обозначим через

Eq = Eq(Ω), 0 ≤ q ≤ n.

В частности E0(Rn) – проcтранство функций n переменных. Заметим, что

существует линейный оператор Ходжа

∗ : Eq → En−q,

который сопоставляет q-форме на Ω (n − q)-форму. При двойном примене-

нии оператора Ходжа верно равенство ∗∗ = (−1)q(n−q). Кроме того имеется

оператор взятия внешнего дифференциала d : Eq → Eq+1. Определим сопря-

женный к d оператор δ : Eq → Eq−1, полагая

δ = (−1)n(q+1)+1 ∗ d ∗ .

На n-формах оператор d и на 0-формах оператор δ являются просто нулевы-

ми линейными функционалами.
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Определение 1.1. Оператор Лапласа–Бельтрами ∆ : Eq → Eq определяет-

ся равенством

∆ = δd+ dδ,

и он является линейным оператором на пространстве Eq, 0 ≤ q ≤ n.

Введем в рассмотрение пространство гармонических q-форм

Hq = {ω ∈ Eq : ∆ω = 0}.

ЧерезH(α) обозначим проектирование на пространство гармонических форм.

Теорема 1.2. (теорема Ходжа о разложении) [6] Для любого целого q, 0 ≤

q ≤ n, пространство Hq конечномерно и имеется следующее разложение

пространства гладких q-форм на Ω в ортогональную прямую сумму

Eq = ∆(Eq)⊕Hq = dδ(Eq)⊕ δd(Eq)⊕Hq. (5)

Следовательно, уравнение ∆ω = α имеет решение ω ∈ Eq точно тогда,

когда q-форма α ортогональна пространству гармонических форм Hq.

Формулой

(ξ, η)0 =

∫
Ωn

ξ ∧ ∗η, ξ, η ∈ Eq (6)

где ∗ — оператор Ходжа, определим скалярное произведение в пространстве

Eq, q = 0, 1, . . . , n, а соответствующую норму обозначим через || · ||0. Про-

должим скалярное произведение (6) на прямую сумму
n
⊕
q=0

Eq, требуя, чтобы

различные пространства Eq были ортогональны. Пополнение пространства

Eq по норме || · ||0 обозначим через Hq
0. Через Pq∆ обозначим ортопроектор

на Hq
∆.

Формулами

(ξ, η)1 = (∆ξ, η)0 + (ξ∆, η∆)0, (7)

(ξ, η)2 = (∆ξ,∆η)0 + (ξ, η)1, (8)
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введем скалярные произведение на Eq , где ω∆ = Pq∆ω. Пополнения линеала

Eq по соответствующим нормам ||·||1 и ||·||2 обозначим через Hq
1 и Hq

2 соответ-

ственно. Факически нижний индекс означает сколько раз дифференцируемы

в обобщенном смысле q-формы в соответствующих пространствах.

Пространства Hq
l ,l = 1, 2 – банаховы (их гильбертова структура нас в этом

пункте не интересует), причем имеем непрерывные и плотные вложения

Hq
2 ⊂ Hq

1 ⊂ Hq
0.

Справедливо следующее

Следствие 1.2. Для любого q = 0, 1, . . . , n существуют расщепления про-

странств

Hq
l = Hq1

l∆ ⊕ Hq
∆,

где Hq1
l∆ = (I− P∆)[H

q
l ], l = 0, 1, 2.

Определим оператор Грина G : Eq → (Hq)⊥, полагая G(α) равным

единственому решению уравнния ∆ω = α−H(α).

Вещественное число λ, для которого существует ненулевая q-форма u, та-

кая что ∆u = λu, называется собственным значением оператора ∆. Если λ –

собственное значение, то любая q-форма u, такая что ∆u = λu, называется

собственной фунцией, соответствующей собственному значению λ. Собствен-

ные функции, соответствующие фиксированному λ, образуют подпростран-

ство в Eq, называемое собственным подпространством, соответствующим соб-

ственному значению.

Лемма 1.1. Собственные значения оператора Лапласа – Бельтрами

неотрицательны и не имеют конечной предельной точки.

Рассмотрим ограничение оператора ∆ на (Eq)⊥. Тогда ∆ : (Eq)⊥ → (Eq)⊥

плюс мы имеем оператор Грина G : (Eq)⊥ → (Eq)⊥ и ∆Gα = α, G∆α = α
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для всех α ∈ (Eq)⊥. В силу этого собственные значенияё оператора G|(Eq)⊥

являются обратными к собственным значениям ∆|(Eq)⊥.

Пусть

η = sup
φ∈(Eq)⊥, ∥φ∥=1

∥Gφ∥.

Тогда η > 0 и ∥Gφ∥ для всех φ ∈ (Eq)⊥. Покажем, что 1
η – собственное

значение лапласиана ∆.

Пусть {φj} ⊂ (Eq)⊥ – "максимизируящая" последовательность для η (∥φj∥)

и ∥Gφj∥ → η. Тогда ∥G2φj − η2φj∥ → 0, вдобавок, если

положить ψj = Gφj − ηφj, то получится

0←− ⟨ψj, G
2φj − η2φj⟩ = ⟨ψj, Gψj + ηφj⟩ = ⟨ψj, Gψj⟩+ η∥ψj∥2 ≥ η∥ψj∥2.

Выберем подпоследовательность {φj}, такую, что {Gφj} – последователь-

ность Коши. Обозначим новую подпоследовательность также {φj}. Опреде-

лим

функционал l на Eq по формуле

l(β) = lim
j 7→∞

η⟨Gψj, β⟩.

Он (l) является ненулевым слабым решением уравнения

(∆− (1/η))u = 0.

Тогда λ = 1/η является собственным значением лапласиана ∆.

Предположим у оператора ∆|(Hq)⊥ найдены собственные значения

λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn и собственные функции u1, u2, ..., un Подпространство Rn

натянуто на {u1, u2, ..., un}. Найдем

ηn+1 = sup
φ∈(Eq⊕Rn)⊥, ∥φ∥=1

∥Gφ∥.

Действуя как выше получим, что λn+1 = 1/ηn+1 следующее собственное зна-

чение лапласиана, причем λn+1 ≥ λn.
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Лемма 1.2. Собственные функции отвечающие различным собственным

значениям оператора Лапласа – Бельтрами ортогональны и образуют пол-

ную систему в L2.

Пусть {λj} – последовательность собственных значений ∆ на Eq с учетом

кратности, а {uj} соответствующая ортонормированная последовательность

собственных функций. Пусть α ∈ Eq. Тогда

lim
n 7→∞
∥α−

n∑
i=1

⟨α, ui⟩ui∥ = 0.
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2 Недетерминированный случай

2.1 Пространство дифференцируемых K-"шумов"

Обозначим через Ω ≡ (Ω,A,P) — полное вероятностное пространство, R

— множество вещественных чисел, наделенное борелевой σ-алгеброй. Изме-

римое отображение ξ : Ω → R будем называть случайной величиной. Мно-

жество случайных величин c нулевым математическим ожиданием (Eξ = 0)

и конечной дисперсией (Dξ ≤ const) образует гильбертово пространство со

скалярным произведением

(ξ1, ξ2) = Eξ1ξ2.

Это гильбертово пространство мы обозначим символом L2. Далее те случай-

ные величины ξ ∈ L2, у которых имеется нормальное (гауссово) распределе-

ние будем называть гауссовыми величинами.

Обозначим через A0−σ-подалгебру σ-алгебры A и рассмотрим простран-

ство L0
2 случайных величин, измеримых относительно A0. Пространство L0

2

является подпространством L2, а Π : L2 → L0
2 – ортопроектор на него. Для

ξ ∈ L2 значение Πξ будем называть условным математическим ожида-

нием случайной величины ξ и обозначать символом E(ξ|A0). Отметим, что

E(ξ|A0) = Eξ, при A0 = {∅,Ω}; и E(ξ|A0) = ξ, если A0 = A. Напомним так-

же, что минимальная σ-подалгебра A0 ⊂ A, относительно которой случайная

величина ξ измерима, называется σ-алгеброй, порожденной случайной вели-

чиной ξ.

Возьмем I ⊂ R — некоторый промежуток. Рассмотрим отображения: f :

I → L2, которое каждому t ∈ I сопоставляет случайную величину ξ ∈ L2,

и g : L2 × Ω → R, которое каждой паре (ξ, ω) сопоставляет точку ξ(ω) ∈ R.

Отображение η : I×Ω→ R, имеющее вид η = η(f(t), ω), мы будем называть
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стохастическим процессом. Стохастический процесс η называется непрерыв-

ным, если п.н. (почти наверное) все его траектории непрерывны (при п.в. (по-

чти всех) ω ∈ Ω траектории η(·, ω) непрерывны). Множество непрерывных

стохастических процессов обозначим символом CL2. Будем называть гаусо-

вым такой непрерывный стохастический процесс, чьи случайные величины

гауссовы.

Одним из примеров непрерывного гауссова стохастического процесса явля-

ется одномерный винеровский процесс β = β(t), моделирующий броуновское

движение на прямой в теории Эйнштейна – Смолуховского. Он удовлетворяет

следующим свойствам:

(W1) п.н. β(0) = 0, п.н. все его траектории β(t) непрерывны, и при всех

t ∈ R+(= {0} ∪ R+) случайная величина β(t) гауссова;

(W2) математическое ожидание E(β(t)) = 0 и автокорреляционная функ-

ция

E
(
(β(t)− β(s))2

)
= |t− s|

для всех s, t ∈ R+;

(W3) траектории β(t) недифференцируемы в каждой точке t ∈ R+ и на

любом сколь угодно малом промежутке имеют неограниченную вариацию.

Теорема 2.1. С вероятностью 1 существует единственный стохастиче-

ский процесс β, удовлетворяющий свойствам (W1) – (W2), представимый

в виде

β(t) =
∞∑
k=0

ξk sin
π

2
(2k + 1)t, (9)

где ξk — независимые гауссовы величины такие, что Eξk = 0 и

Dξk =
1

[π2 (2k+1)]2 .

В дальнейшем стохастический процесс β, удовлетворяющий свойствам (W1)
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– (W3), будем называть броуновским движением.

Зафиксируем η ∈ CL2 и t ∈ I(= (ε, τ) ⊂ R) и через N η
t обозначим σ-

алгебру, которая порождается случайной величиной η(t). Переобозначим еще,

для краткости, Eη
t = E(·,N η

t ).

Определение 2.1. Пусть η ∈ CL2. Производной в среднем справа Dη(t, ·)

(слева D∗η(t, ·)) стохастического процесса η в точке t ∈ (ξ, τ) называется

случайная величина вида

Dη(t, ·) = lim
∆t→0+

Eη
t

(
η(t+∆t, ·)− η(t, ·)

∆t

)
,

(
D∗η(t, ·) = lim

∆t→0−
Eη

t

(
η(t, ·)− η(t−∆t, ·)

∆t

))
,

если предел существует в смысле равномерной метрики на R. Стохастический

процесс η будем называть дифференцируемым в среднем справа (слева) на

(ε, τ), если в каждой точке t ∈ (ε, τ) существует производная в среднем

справа (слева).

Пусть стохастический процесс η ∈ CL2 дифференцируем в среднем справа

(слева) на интервале (ε, τ). Его производная в среднем справа (слева) тоже

будет стохастическим процессом, который мы обозначим символом Dη(D∗η).

Если стохастический процесс η ∈ CL2 дифференцируем в среднем как спра-

ва, так и слева на (ε, τ), то можно определить симметрическую (антисиммет-

рическую) производную в среднем DSη = 1
2(D +D∗)η

(
DAη = 1

2(D∗ −D)η
)
.

Поскольку производные в среднем ввел в рассмотрение Е. Нельсон, а теорию

таких производных развил Ю.Е. Гликлих, то в дальнейшем симметрическую

производную в среднем DS стохастического процесса η будем называть про-

изводной Нельсона – Гликлиха и обозначать
o
η, т.е. DSη ≡

o
η.

Теорема 2.2. (Ю.Е. Гликлих) [41]
o

β (t) = β(t)
2t при всех t ∈ R+.
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Введем в рассмотрение пространство ClL2, l ∈ N, стохастических про-

цессов из CL2, чьи траектории п.н. дифференцируемы по Нельсону – Глик-

лиху на I до порядка l включительно. Если I ∈ R+, то из теоремы 2.2 следует

существование производной
o

β∈ C1L2, которую мы называем (одномерным)

"белым шумом". Пространства ClL2 будем называть пространствами диф-

ференцируемых "шумов".

2.2 Стохастические уравнения соболевского типа с относительно

p-ограниченными операторами

Пусть U (F) – вещественное сепарабельное гильбертово пространство с ор-

тонормированным базисом {φk}({ψk}). Символом ULL2 (FML2) будем обо-

значать гильбертово пространство, являющееся пополнением линейной обо-

лочки случайных K-величин

η =
∞∑
k=1

λkukξkφk (ω =
∞∑
k=1

µkfkζkψk) (10)

по норме

∥η∥2U =
∞∑
k=1

λ2ku
2
kDξk (∥ω∥2F =

∞∑
k=1

µ2kf
2
kDζk).

Если последовательность

K = L = {λk} ⊂ R+ (K = M = {µk} ⊂ R+)

такова, что
∞∑
k=1

λ2k < +∞(
∞∑
k=1

µ2k < +∞),

то {uk} ({fk}) – последовательность коэффициентов разложения вектора

u ∈ U (f ∈ F) по базису {φk} ({ψk}), последовательность случайных ве-

личин {ξk} ⊂ L2 ({ζk} ⊂ L2). Заметим, что для существования случайной
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K-величины η ∈ ULL2 (ω ∈ FML2) надо взять последовательность случай-

ных величин {ξk} ⊂ L2 ({ζk} ⊂ L2), чьи дисперсии равномерно ограничены,

т.е. Dξk ≤ const, k ∈ N (Dζk ≤ const, k ∈ N).

Возьмем интервал I = (ε, τ) ⊂ R. Отображение η : (ε, τ)→ ULL2, задава-

емое формулой

η(t) =
∞∑
k=1

λkukξk(t)φk, (11)

где некоторая последовательность {ξk} ⊂ CL2, назовем U-значным непре-

рывным стохастическим K-процессом, если ряд в правой части равномерно

сходится на любом компакте в I по норме ∥ · ∥U, и траектории процесса

η = η(t) п.н. непрерывны. Непрерывный стохастический K-процесс η = η(t)

будем называть, непрерывно дифференцируемым по Нельсону – Гликлиху на

I, если ряд
o
η (t) =

∞∑
k=1

λkuk
o

ξk (t)φk (12)

равномерно сходится на любом компакте из I по норме ∥ · ∥U, и траектории

процесса
o
η=

o
η (t) являются п.н. непрерывными. Символом C(I,ULL2) будем

обозначать пространство непрерывных стохастических K-процессов и симво-

лом Cl(I,ULL2) пространство непрерывно дифференцируемых до порядка

l ∈ N стохастических K-процессов. Примером непрерывно дифференциру-

емого до любого порядка l ∈ N включительно стохастического K-процесса

служит винеровский K-процесс

WK(t) =
∞∑
k=1

λkβk(t)φk,

где {βk} ⊂ ClL2 – последовательность броуновских движений на R+. Анало-

гично получаются пространства C(I,FML2) и Cl(I,FML2), l ∈ N. Заметим

еще, что пространства ClL2,C(I,ULL2) и Cl(I,FML2), l ∈ N, получили на-

звание пространства дифференцируемых K− ”шумов”.
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Справедлива

Лемма 2.1. Пусть операторы L,M ∈ L(U;F) и операторM (L, p)-ограничен

p ∈ {0} ∪ N. Тогда оператор M ∈ L(ULL2;FML2) тоже будет (L, p)-

ограничен, p ∈ {0}∪N, если оператор L ∈ L(ULL2;FML2). Причем L-спектр

оператора M ∈ L(U;F) и L-спектр оператора M ∈ L(ULL2;FML2) совпа-

дают.

Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N, причем имеем U ве-

щественное сепарабельное гильбертово пространство. Рассмотрим линейное

стохастическое уравнение соболевского типа

L
o
η=Mη +NΘ, (13)

где свободный член NΘ будет определен ниже. Дополним уравнение (13)

начальным условием Шоуолтера – Сидорова[
RL

α(M)
]p+1

(η (0)− η0) = 0, (14)

которое в данном случае предпочтительнее условия Коши

η(0) = η0. (15)

В нашем случае η0 представим в виде

η0 =
∞∑
k=1

λkukξk(0)φk, (16)

где {φk}–ортонормированный базис пространства U, а попарно независимые

случайные гауссовы величины ξk ∈ L2 таковы, что Dξk ≤ C0, а {λk} – спектр

некоторого оператора L ∈ L(U).

Зафиксируем промежуток I = [0, τ), U – вещественное сепарабельное

гильбертово пространство, K ∈ L(U) – ядерный оператор, чьи собственные

значения {λj} ⊂ R+ и ряд из которых сходится. Назовем стохастический
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K-процесс η = η(t) решением уравнения (13), если п.н. все его траектории

удовлетворяют уравнению (13) при некотором стохастическом K-процессе

Θ = Θ(t) вида

Θ =
∞∑
k=1

λkukαkφk, (17)

где αk(t) – одномерные непрерывные гауссовы стохастические процессы та-

кие, что ряд (17) равномерно сходится на I и оператор N ∈ L(U;F), для всех

t ∈ (0, τ). Решение η = η(t) уравнения (13) назовем решением задачи (13),

(14), если вдобавок выполнено условие (14). Решение задачи (13), (15) опре-

деляется аналогично. Отметим, что из выполнения (15) следует выполнение

(14).

Рассмотрим задачу (15) для однородного уравнения

L
o
η=Mη. (18)

В этом (и только в этом) случае считаем I = R.

Определение 2.2. Множество P ⊂ U называется фазовым пространством

уравнения (18), если

(i) п.н. любая траектория решения η = η(t) лежит в P поточечно, т.е.

η(t) ∈ P при всех t ∈ R;

(ii) при любой случайной величине η0 ∈ P вида (16) существует единствен-

ное решение η = η(t) задачи (15), (18).

Теорема 2.3. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0}∪N. Тогда фазо-

вым пространством уравнения (18) служит подпространство U1 = ULL2.

Действительно, в силу теоремы 2.1 уравнение (18) редуцируется к эквива-

лентной системе

H
o
η0= η0,

o
η1= Sη1, (19)
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где

η0 = (I− P )η, η1 = Pη.

Дифференцируя по Нельсону – Гликлиху первое уравнение в (19) и умножая

его слева на H, последовательно получим

0 = Hp+1
o
η
0(p+1)

= ... = H2
o
η
0(2)

= ... = H
o
η
0

= η0.

Условие (i) определения 2.2, таким образом, выполняется. Для выполнения

условия (ii) заметим, что, если η0 ∈ U1 и имеет вид (16), то единственное

решение задачи (15), (19) существует и имеет вид η1 = η1(t) = etSη0, где

etS =
∞∑
k=0

tkSk

k!
.

Тогда единственное решение задачи (15), (18) при η0 ∈ U1 будет иметь вид

η(t) = (O(I− P ) + etSP )η0.

Следствие 2.1. В условиях теоремы 2.3 решение задачи (15), (18) – гауссов

стохастический K-процесс, если случайная величина η0 имеет вид (16).

Определение 2.3. Отображение U• ∈ C∞(R;L(U)) будем называть группой

разрешающих операторов, если

U sU t = U s+t при всех s, t ∈ R. (20)

Группу {U t : t ∈ R} будем называть голоморфной, если она аналитически

продолжима во всю комплексную плоскость с сохранением свойства (20) и

будем добавлять вырожденной, если ее единица U 0 ∈ L(U) является проек-

тором.

Так голоморфной вырожденной группой является разрешающая группа

U t = O(I− P ) + etSP
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уравнения (18). Если {U t : t ∈ R} – некоторая голоморфная вырожденная

группа, то ее образ imU • = imU 0 и ядро kerU • = kerU0. Будем называть

группу разрешающей группой уравнения (18), если ее образ совпадает с фа-

зовым пространством этого уравнения.

Вернемся к уравнению (13) и возьмем промежуток I = [0, τ). Пусть сто-

хастический K-процесс Θ = Θ(t), t ∈ [0, τ) имеет вид (17) и таков, что

(i) почти наверно все траектории стохастического процесса NΘ непрерыв-

ны на I;

(ii) почти наверно все траектории стохастического процесса (I − Q)NΘ

непрерывно-дифференцируемы по Нельсону–Гликлиху до порядка p+1 вклю-

чительно на интервале (0, τ).

Заметим, что K-процессом, удовлетворяющем условиям (i), (ii) является

винеровский K-процесс.

Теорема 2.4. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N. Тогда при

любом N ∈ L(U;F), любом стохастическом K-процессе Θ = Θ(t) вида (17) и

любой случайной величине η0 вида (16), существует единственное решение

η = η(t) задачи (13), (14), которое к тому же имеет вид

η(t) = U tη0 +

t∫
0

U t−sL−11 QNΘ(s)ds−
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)N

o

Θ
(q)

(t). (21)

Если вдобавок случайная величина η0 такая, что

(P − I)η0 =
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)N

o

Θ
(q)

(0),

то решение (21) будет также единственным решением задачи (13), (14).

Доказательство теоремы 2.4 заключается в подстановке решения (21) в

уравнение (13). Единственность этого решения вытекает из теоремы 2.3. Пол-

ное доказательство можно найти в [45].
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2.3 Стохастический вариант уравнения

Баренблатта – Желтова – Кочиной

Пусть Ωn – n мерное ориентированное компактное связное риманово мно-

гообразие без края. Определим с помощью теории представленной в пунктах

1.1 и 2.1 пространства гладких дифференциальных q-форм с коэффициента-

ми являющихся стохастическими K-процессами лежащими в C1
LL2.

χ(t, ω, x1, x2, ..., xn) =
∑

|i1,i2,...,iq|=q

χi1,i2,...,iq(t, ω, x1, x2, ..., xn)dxi1∧dxi2∧ ...∧dxin,

где |i1, i2, ..., iq| – мультииндекс, а коэффициенты имеют вид

χi1,i2,...,iq(t, ω, x1, x2, ..., xn) =
∞∑
k=1

λkβk,i1,i2,...,iq(t)φk.

По аналогии с пространствами Hq
l ,l = 0, 1, 2 дифференциальные формы со

стохастическими коэффициентами обозначим Hq
l ,l = 0, 1, 2. Далее

ULL2 = Hq
2L2,FML2 = Hq

0L2.

В силу следствия 1.2. они сужаются до ULL2 = Hq
∆2
⊥
L2,FML2 = Hq⊥

0∆L2 Мы

считаем, что явления которые мы исследуем происходят со скоростями много

меньшей скорости света и, следовательно, отсутствует зависимость времени

и координат. Мы разделяем время и локальные координаты. Далее от еди-

ного, во всех точках многообразия, времени t зависят только коэффициенты

дифференциальных форм.

Мы используем в наших исследованиях стохастические K-процессы кото-

рые являются непрерывными, но недиффиринцируемыми в каждой точке в

обычном смысле. Перейдем к использованию дифференцируемости в смысле

Нельсона–Гликлиха из пункта 2.2.

Для фиксированных α ∈ R, λ ∈ R вводим операторы

L = (λ+∆), M = α∆, (22)
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где ∆ – оператор Лапласа–Бельтрами из пункта 1.2. Рассмотрим стохастиче-

ское уравнение с дифференциальными формами

L
o
η=Mη. (23)

Замечание 2.1. При q = 0 уравнение (23) совпадает с (18).

Начальное условие Коши будет иметь вид

η (0) = η0. (24)

Оператор L фредгольмов в силу теоремы Атьи– Зингера [47] и справедлива

Лемма 2.2. Для любых α ∈ R \ {0}, λ ∈ R \ {0} оператор M

(L, 0)-ограничен.

Пусть {νl} – последовательность собственных чисел оператора Лапласа–

Бельтрами, занумерованная по невозрастанию с учетом их кратности, {φl}

– соответствующие ортонормированные (в смысле U) собственные функции.

Построим проектор P ∈ L(U),

P =


I, λ ̸= νl при всех l ∈ N;

I−
∑
λ=νl

⟨·, φj⟩φl, если λ = νl.

Рассмотрим дифференциальные q-формы с коэффициентами являющимися

U-значными стохастическими K-процессами.

В силу теоремы 2.4 в однородном случае при Θ = 0 справедлива

Теорема 2.5. При любых λ ∈ R\{0}, α ∈ R\{0}, N ∈ L(F) и η0 ∈ Hq
∆2
⊥
L2,

не зависящей от Θ существует п.н. единственное решение η = η(t) задачи

(23), (24), которое имеет вид

η(t) =
∞∑
l=1

′

[
exp

(
ανl
λ− νl

t

)( ∞∑
k=1

λkukξk(φk, φl)0φl

)]
. (25)
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Здесь штрих означает отсутствие слагаемых для которых λ = νl.

Теперь рассмотрим неоднородное уравнение

L
o
η=Mη +NΘ. (26)

с начальным условием Шоуолтера–Сидорова

[
RL

α(M)
]p+1

(η (0)− η0) = 0, (27)

причем η0 раскладывается в ряд (16). В силу теоремы 2.4 справедлива

Теорема 2.6. При любых λ ∈ R \ {0}, α ∈ R \ {0} и любом операторе

N ∈ L(F) и η0 ∈ Hq
∆2
⊥
L2, не зависящей от Θ существует п.н. единственное

решение η = η(t) задачи (26), (27), которое к тому же имеет вид

η(t) =
∞∑
l=1

′

[
exp

(
ανl
λ− νl

t

)( ∞∑
k=1

λkukξk(φk, φl)0φl

)]
+

+

t∫
0

U t−sL−11 QN

∞∑
k=1

λkukαk(s)φkds−

−
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)N

∞∑
j=1

λj
o
α
(q)

j (t)φj. (28)

Если вдобавок η0 такая, что

(P − I)

( ∞∑
k=1

λkukξk(φk, φl)0φl

)
=

p∑
q=0

HqM−1
0 (I−Q)N

( ∞∑
j=1

λjuj
o
α
(q)

j (t)φj

)
,

(29)

то решение (28) будет также единственным решением задачи (26), (27).

Здесь штрих означает отсутствие слагаемых для которых λ = νl.

Рассмотрим в качестве примера уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной

на сфере, являющейся гладким, компактным, ориентированным, римановым

многообразием без края. Для этого рассмотрим двумерную единичную сферу
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заданную в сферических координатах

{x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ} (30)

с условиями периодичности коэффициентов q-форм

a(θ, φ) = a(θ, φ+ 2π); a(0, φ) и a(π, φ) не зависят от φ. (31)

В этом случае возможны случаи c q = 0, 1, 2.

Покажем вид собственных функций φl входящих в решения (25) и (28).

Для начала посмотрим на собственные числа и собственные функции опе-

ратора Лапласа–Бельтрами на сфере для 0-форм. Собственные числа для

оператора Лапласа–Бельтрами в пространстве 0-форм на двумерной сфере

имеют вид νl = l(l + 1). Собственные функции φl для собственных чисел νl

переобозначим как Yl. Они раскладываются в ряд Фурье

Yl(θ, φ) =
+∞∑

m=−∞
Yl,m(θ, φ) =

+∞∑
m=−∞

Y m
l (θ)eimφ (32)

по функциям Y m
l , которые являются решением уравнения

1

sin θ

d

dθ

{
sin θ

dY m
l

dθ

}
− m2

sin θ
Y m
l = −Y m

l . (33)

Решениями (33) будут полиномы Лежандра от косинусов P |m|l (cos θ). Функ-

ции Yl,m для l = 0, 1, 2, ... и m = −l,−l + 1, ..., 0, ..., l − 1, l примут вид

Yl,m(θ, φ) =

√
2l + 1

4π
· (l − |m|)!
(l + |m|)!

sin|m| θP
|m|
l (cos θ)eimφ. (34)

В силу коммутирования оператора Ходжа и оператора Лапласса–Бельт-

рами

∆ ∗ u = ∗∆u

собственные числа 0-форм и 2-форм совпадают, а собственные функции отли-

чаются наличием обоих дифференциалов у каждого слагаемого для 2-форм.
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Если рассматривать 1-форму на двумерной сфере, то одним из путей по-

иска собственных значений и собственных функций взятие дифференциала

от 0-формы являющейся собственной функцией.

Пусть 0-форма ul является собственной функцией соответствующей соб-

ственному значению λl, т.е.

(dδ + δd)ul = δdul = λlul.

Тогда 1-форма vl = dul является собственной функцией соответствующей

собственному значению λl, так как

(dδ + δd)vl = dδdul + δddul = dδdul + 0 = dλlul = λldul = λlvl.

Пусть 2-форма ul является собственной функцией соответствующей собствен-

ному значению λl, т.е.

(dδ + δd)ul = dδul = λlul.

Тогда 1-форма wl = δul является собственной функцией соответствующей

собственному значению λl, так как

(dδ + δd)wl = dδδul + δdδul = 0 + δdδul = δλlul = λlδul = λlwl.
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Заключение

Поставленная во введении задача решена, в смысле, нахождения фазового

пространства, являющегося подпространством исходного пространства, что

для любого начального условия лежащего в фазовом пространстве существу-

ет единственное решение соответствующей задачи(Коши или Шоуолтера–

Сидорова). Для пространства дифференциальных форм, заданных на рима-

новом многообразии и со стохастическими коэффициентами это, по-видимому,

сделано впервые. Результаты опубликованы на английском языке в журнале

Global and Stochastic Analysis.
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