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УДК 517.9

Китаева О.Г.

Об экспоненциальных дихотомиях в одной неклассической модели в про-

странствах дифференциальных форм с "шумами"/ О.Г. Китаева. — Челябинск,

2019. — 36 с.

В выпускная квалификационная работа посвящена исследованию устойчи-

вости решений в линейных стохастических моделях соболевского типа с отно-

сительно ограниченным оператором в пространствах гладких дифференциаль-

ных форм, определенных на гладких компактных римановых многообразиях

без края. В качестве примера используется стохастический вариант уравнения

Баренблатта – Желтова – Кочиной.

Библиографический список — 35 наименований.
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Обозначения и соглашения

1. Множества, как правило, обозначаются заглавными буквами готического ал-

фавита. Исключения составляют множества с уже устоявшимися обозначения-

ми, например,

N — множество натуральных чисел,

R — множество действительных чисел,

R+ = {a ∈ R : a > 0},
C — множество комплексных чисел.

2. Элементы множеств обозначаются строчными буквами латинского и гре-

ческого алфавитов. Отображения множеств называются операторами и обозна-

чаются заглавными буквами латинского алфавита, например,

L : U → F — линейный оператор, действующий из векторного пространства

U в векторное пространство F,

L(U;F) — множество линейных непрерывных операторов, определенных на

пространстве U и действующих в пространство F,

Cl(U;F) — множество линейных замкнутых операторов, определенных в про-

странстве U и действующих в пространство F.

Если пространство U = F , то мы пишем L(U) вместо L(U;F) и Cl(U) вместо

Cl(U;U).

kerL — ядро, imL — образ, dom L — область определения линейного опера-

тора L.

Символами I иO обозначаются сответственно ”тождественный” и ”нулевой”

операторы, области определения которых следуют из контекста.

3. Все рассуждения проводятся в вещественных банаховых пространствах,

но при рассмотрении ”спектральных” вопросов вводится их естественная ком-

плексификация.

4. Все контуры ориентированы движением ”против часовой стрелки” и огра-

ничивают область, лежащую ”слева” при таком движении, если не оговорено

противное.

5. Символом const обозначаются, вообще говоря, различные константы.

6. Полные доказательства приводятся только для новых результатов.
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7. Основные результаты каждого параграфа называются теоремами. Вспомо-

гательные и второстепенные результаты называются леммами. Частные случаи

условий теорем и лемм, а также выводы из них формулируются как следствия.

Очевидные факты излагаются в замечаниях.
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Введение

Постановка задачи. Уравнение Баренблатта – Желтова – Кочиной

(λ−∆)u̇ = α∆u+ f (0.1)

моделирует динамику давления жидкости, фильтрующейся в трещинновато-по-

ристой среде [1]. Параметры α и λ — вещественны и характеризуют соответ-

ственно среду и свойства жидкости, функция f = f(x) играет роль внешнего

воздействия. Целью работы является исследование дихотомий решений одно-

родного стохастического уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной в про-

странстве дифференциальных форм определенных на гладком компактном ори-

ентированном римановом многообразии без края. Для этого уравнение (0.1) рас-

сматривается как линейное стохастическое уравнение соболевского типа

L
o
η= Mη, (0.2)

где η = η(t) — искомый стохастический процесс,
o
η — его производная Нельсона

– Гликлиха [2], [24], [31], операторы L,M — линейные и непрерывные, причем

оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N.
Актуальность темы исследования. Исследование разрешимости началь-

но-краевых задач для уравнения (0.1) в банаховых пространствах с условием

Коши основано на подходе, описанном, например, в [7] — [8], [30] — [31]. Там это

уравнение сводилось к абстрактному линейному уравнению соболевского типа

Lu̇ = Mu+ f (0.3)

в подходящих функциональных пространствах U и F. В [9] впервые были рас-

смотрены дихотомии решений абстрактного однородного уравнения соболевско-

го типа (0.1), где оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N. Расщепление по-

добных пространств и расщепление действия эллиптических операторов в про-

странствах гладких дифференциальных форм, определенных на гладких рима-

новых многообразиях без края, были исследованы в [27]. В [5], [6] рассматривал-

ся вопрос существования экспоненциальных дихотомий решений динамических

уравнений соболевского типа, рассматриваемых в квазибанаховых простран-

ствах. Работы [22] ,[23] посвящены исследованию асимптотической устойчивости
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уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной в смысле Ляпунова. Здесь при-

меняется метод функций Ляпунова, построен вычислительный эксперимент на

основе метода Галеркина.

Далее начались исследования стохастических уравнений [15] — [18], [33] со-

болевского типа

L
o
η= Mη +Nω, (0.4)

где η = η(t) — стохастический процесс,
o
η — его производная Нельсона – Глик-

лиха, w = w(t) — стохастический процесс, отвечающий внешнему воздействию;

операторы L,M,N ∈ L(U;F), причем операторM (L, p)-ограничен, p ∈ {0}∪N.
В [15] приведены результаты изучения уравнения (0.4) в случае, когда оператор

M (L, p)-секториален, p ∈ {0} ∪ N. Затем в [16] было рассмотрено уравнение

(0.4) в случае, когда оператор M (L, p)-радиален, p ∈ {0} ∪ N. Причем во всех

трех случаях [33], [15], [16] наряду с классической задачей Коши

η(0) = η0 (0.5)

рассматривалась и задача Шоуолтера – Сидорова [28], [29]

P (η(0)− η0) = 0. (0.6)

В работе [17], где рассмотрены более общие начально-конечные условия для

уравнения (0.4), и [18], где задачи Коши и Шоуолтера – Сидорова поставле-

ны для уравнения соболевского типа высокого порядка. Отметим также, что

имеются иные подходы к исследованиям стохастических уравнений, например,

[12], [14], [20], [21]. В [33] в качестве конкретной интерпретации абстрактного

стохастического уравнения (0.4) была рассмотрена стохастическая модель Ба-

ренблатта – Желтова – Кочиной с аддитивным ”белым шумом”, заданная в

ограниченной области. В [26], [27] данная модель была перенесена на риманово

многообразие без края. В [36] изучался вопрос со разрешимости стохастического

уравнения Баренблатта –Желтова – Кочиной пространстве дифференциальных

форм.

Работа кроме введения и списка литературы содержит из две главы. Сразу

отметим, что список литературы не претендует на полноту, а отражает лишь
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личные вкусы и пристрастия автора. Первая глава носит пропедевтический ха-

рактер. В ней содержатся все известные на данный момент факты, которые

так или иначе используются при доказательстве основных результатов диссер-

тации. В первых двух параграфах представлены основные факты теории от-

носительно σ-ограниченных операторов, а также соответствующих вырожден-

ных аналитических группах операторов. Все факты почерпнуты из монографии

Г.А. Свиридюка и В.Е. Федорова [31]. Третий параграф первой главы содержит

результаты, почерпнутые из работы Г.А. Свиридюка и А.В. Келлер [9]. Здесь

приводятся сведения об инвариантных пространствах и экспоненциальных ди-

хотомиях линейных уравнений соболевского типа являющиеся продолжением

на работ, например, [4], [10], [11], [27], [19]. В четвертом параграфе изложены

основные факты теории гладких банаховых многообразий и векторных полей

на них. Основным результатом этого параграфа следует считать классическую

теорему Коши в обобщенной формулировке. Доказательства этих результатов

можно найти в фундаментальной монографии С. Ленга [3].

Во второй главе содержатся основные результаты диссертации. В первом

параграфе в вводится в рассмотрение производная Нельсона – Гликлиха K-

случайного процесса со значениями в вещественном сепарабельном гильберто-

вом пространстве, строятся пространства "шумов". Во втором параграфе статьи

развивается теория стохастических уравнений соболевского типа с относитель-

но p-ограниченными операторами. Доказывается существование экспоненциаль-

ных дихотомий решений стохастического уравнения соболевского типа. В тре-

тьем параграфе описывается стохастический аналог уравнения Баренблатта –

Желтова – Кочиной в пространствах дифференциальных форм. Здесь приво-

дится основной результат о существовании экспоненциальных дихотомий реше-

ний уравнений, опубликованный в [35].

Благодарности. Автор считает своим приятным долгом выразить свою ис-

креннюю признательность проф. Г.А. Свиридюку за постановку задачи и мно-

гочисленные стимулирующие дискуссии.
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1. Вспомогательные сведения

1.1. Относительно σ-ограниченные операторы

Пусть U и F — банаховы пространства, оператор L ∈ L(U;F) (т.е. линеен и

непрерывен), а операторM ∈ Cl(U;F) (т.е. линеен, замкнут и плотно определен).

Определение 1.1.1. Множество

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)}

называется L-резольвентным множеством оператораM . Множество σL(M) =

C\ρL(M) называется L-спектром оператора M .

Замечание 1.1.1. Пусть оператор L непрерывно обратим. Тогда ρL(M) =

ρ(L−1M) = ρ(ML−1).

Замечание 1.1.2. L-резольвентное множество оператораM всегда открыто, и,

следовательно, L-спектр оператора M всегда замкнут.

Определение 1.1.2. Оператор-функции комплексного переменного с областью

определения ρL(M) (µL−M)−1, RL
µ(M) = (µL−M)−1L,LLµ(M) = L(µL−M)−1

называются соответственно L-резольвентой, правой L-резольвентой, левой

L-резольвентой оператора M .

Справедливы L-резольвентные тождества, являющиеся аналогами тождества

Гильберта:

(µ− λ)RL
λ(M)RL

µ(M) = RL
λ(M)−RL

µ(M),

(µ− λ)LLλ(M)LLµ(M) = LLλ(M)− LLµ(M).

В случае существования оператора L−1 ∈ L(F;U) правая (левая) L-резоль-

вента оператора M совпадает с резольвентой оператора L−1M (ML−1).

Лемма 1.1.1. Пусть оператор L ∈ L(U;F), а оператор M ∈ Cl(U;F). Тогда

L-резольвен та, правая и левая L-резольвенты оператора M непрерывны в

ρL(M).

Теорема 1.1.1. Пусть операторы L ∈ L(U;F),M ∈ Cl(U;F). Тогда L-резольвента,

правая и левая L-резольвенты оператора M аналитичны в ρL(M).
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Определение 1.1.3. Пусть kerL 6= {0}, вектор ϕ0 ∈ kerL\{0} будем называть

собственным вектором оператора L. Упорядоченное множество

{ϕ1, ϕ2, . . .} ⊂ U назовем цепочкой M -присоединенных векторов собственного

вектора ϕ0, если

Lϕq+1 = Mϕq, q = 0, 1, 2, . . . ,

ϕq /∈ kerL\{0}, q = 1, 2, . . . .

Цепочка может быть бесконечной, в частности, она может быть заполнена

нулями, если kerL ∩ kerM 6= {0}. Цепочка конечна, если существует такой

M -присоединенный вектор ϕp, что либо ϕp /∈ domM , либо Mϕp /∈ imL. В

частности, собственный вектор ϕ0 не иммет M -присоединенных векторов, если

ϕ0 /∈ domM , либо Mϕ0 /∈ imL. Мощность конечной цепочки называется ее

длиной.

Линейная оболочка всех собственных и M -присоединенных векторов опера-

тора L называется M -корневым линеалом оператора L. Если M -корневой ли-

неал замкнут, то он называется M -корневым пространством оператора L.

Утвеpждение 1.1.1. M -корневой линеал оператора L состоит только из M -

присоединенных векторов оператора L и нуля.

Лемма 1.1.2. (i) Пусть ϕp — M -присоединенный вектор собственного векто-

ра ϕ0 оператора L и точка µ ∈ ρL(M). Тогда

−RL
µ(M)ϕp = ϕp−1 + µϕp−2 + . . .+ µp−1ϕ0,

где {ϕ1, ϕ2, . . .} — цепочка M -присоединенных векторов оператора L.

(ii) Пусть ψp — присоединенный вектор собственного вектора ψ0 оператора

RL
µ(M) и точка µ ∈ ρL(M). Тогда

−Lψp = M(ψp−1 + µψp−2 + . . .+ µp−1ψ0),

где {ψ1, . . . , ψp}–цепочка присоединенных векторов оператора RL
µ(M).

Лемма 1.1.3. Вектор ϕ является M -присоединенным вектором высоты не

больше q оператора L точно тогда, когда (RL
µ(M))q+1 = 0.
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Определение 1.1.4. Оператор M называется спектрально ограниченным от-

носительно оператора L (короче, (L, σ)-ограниченным), если

∃a ∈ R+ ∀µ ∈ C (|µ| > a)⇒ (µ ∈ ρL(M)).

Утвеpждение 1.1.2. Пусть domM = U и существует L−1 ∈ L(F;U). Оператор

M(L, σ)-ограничен точно тогда, когда ограничен оператор L−1M (или ML−1).

Пусть оператор M(L, σ)-ограничен. Выберем в комплексной плоскости C за-

мкнутый контур Γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}. Тогда имеют смысл следующие

интегралы, как интегралы от аналитических функций по замкнутому контуру:

P =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)dµ, Q =

1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)dµ. (1.1.1)

Лемма 1.1.4. Пусть оператор M(L, σ)-ограничен. Тогда операторы P ∈ L(U)

и Q ∈ L(F)–проекторы.

Положим U0 = kerP,U1 = imP,F0 = kerQ,F1 = imQ. Через Lk(Mk) обозна-

чим сужение оператора L(M) на подпространство Uk (domMk = domM ∩ Uk),

k = 0, 1.

Теорема 1.1.2. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда

(i) операторы Lk ∈ L(Uk;Fk), k = 0, 1;

(ii) M1 ∈ L(U1;F1), M0 ∈ Cl(U0;F0);

(iii) существуют операторы L−1
1 ∈ L(F1;U1),M−1

0 ∈ L(F0;U0).

В силу теоремы 1.1.2 существуют операторы H = M−1
0 L0 ∈ L(U0) и S =

L−1
1 M1 ∈ L(U1), посредством которых можно разложить L-резольвенту опера-

тора M в ряд Лорана

(µL−M)−1 = −
∞∑
k=0

µkHkM−1
0 (I−Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1L−1
1 Q,

в кольце |µ| > a.

Определение 1.1.5. Точка ∞ для L-резольвенты (µL − M)−1 оператора M

называется

(i) устранимой особой точкой, если H ≡ O;

(ii) полюсом порядка p, если Hp 6= O и Hp+1 ≡ O;

(iii) существенно особой точкой, если Hq 6= O при любом q ∈ N.
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Теорема 1.1.3. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен и точка ∞ является

(i) существенно особой точкой L-резольвенты оператора M , тогда M -кор-

невой линеал оператора L содержится в U0;

(ii) полюсом порядка p ∈ N L-резольвенты оператора M , тогда M -корневое

пространство оператора L совпадает с U0 и ни один собственный вектор не

имеет цепочки M -присоединенных векторов длиной большей, чем p;

(iii) устранимой особой точкой L-резольвенты оператора M , тогда kerL =

U0, imL = F1, и ни один собственный вектор оператора L не имеет M -при-

соединенных векторов.

Кроме того, в дальнейшем удобно считать устранимую особую точку полю-

сом порядка нуль. Далее сформулируем утверждение в некотором смысле обрат-

ное к теоремам 1.1.2 и 1.1.3. Для этого необходимо сформулировать ряд условий,

которые в случае (L, σ)-ограниченности оператораM вытекают из этих теорем.

(A1) Длины всех цепочек M -присоединенных векторов ограничены числом

p ∈ {0} ∪ N.

Обозначим через U0 M -корневой линеал оператора L.

(A2) U0 дополняемое в U подпространство.

Обозначим через U1 = U 	 U0 некоторое дополнение к U0. Положим F0 =

M [U0], F1 = L[U1].

(A3) F = F0 ⊕ F1.

Обозначим через M0 сужение оператора M на U0.

(A4) Существует оператор M−1
0 ∈ L(F0;U0).

Как нетрудно видеть, условия (A1) — (A4) служат достаточными условиями

в теоремах 1.1.2 и 1.1.3. Если оператор M (L, σ)-ограничен и точка∞ является

полюсом порядка p ∈ {0}∪N L-резольвенты оператораM , то операторM будем

называть (L, p)-ограниченным.

Теорема 1.1.4. Пусть выполнены условия (A1) — (A4). Тогда оператор M

(L, p)-ограничен.

Условия (A1) — (A4) проверять в приложениях бывает подчас очень непро-

сто. Однако в некоторых частных случаях эти трудности удается существенно

уменьшить.

14



Теорема 1.1.5. Пусть L — фредгольмов оператор. Тогда следующие утвер-

ждения эквивалентны:

(i) оператор M(L, p)-ограничен.

(ii) ни один собственный вектор оператора L не имеет цепочки M -при-

соединенных векторов длиной большей, чем p ∈ {0} ∪ N.

1.2. Аналитические группы уравнений соболевского типа

Пусть U и F — банаховы пространства, операторы L ∈ L(U;F),M ∈ Cl(U;F).

Нас будут интересовать разрешающие группы линейного операторно-дифферен-

циального уравнения вида

Lu̇ = Mu. (1.2.1)

Определение 1.2.1. Функцию u ∈ C∞(R;U), удовлетворяющую уравнению

(1.2.1), назовем решением этого уравнения.

Чтобы найти решения уравнения (1.2.1), его удобно представить в одном из

следующих видов:

RL
α(M)u̇ = (αL−M)−1Mu, (1.2.2)

LLα(M)ḟ = M(αL−M)−1f, (1.2.3)

где u = (αL−M)−1f, α ∈ ρL(M). Оба уравнения (1.2.2), (1.2.3) удобно рассмат-

ривать как конкретные интерпретации абстрактного уравнения

Av̇ = Bv, (1.2.4)

где операторы A,B ∈ L(V), V — банахово пространство.

Определение 1.2.2. Отображение V • ∈ C∞(R;L(V)) называется группой раз-

решающих операторов ( или просто — разрешающей группой) уравнения (1.2.4),

если

(i) V sV t = V s+t при всех s, t ∈ R;

(ii) для любого v0 ∈ V функция v(t) = V tv0 является решением уравнения

(1.2.4).
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Отождествим разрешающую группу с ее графиком {V t : t ∈ R}. Группу
{V t : t ∈ R} назовем аналитической, если она аналитически продолжается во

всю комплексную плоскость.

Теорема 1.2.1. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда существуют ана-

литические разрешающие группы {U t : t ∈ R} и {F t : t ∈ R} уравнений соот-

ветственно (1.2.2) и (1.2.3), причем

U t =
1

2πi

∫
Γ

RL
µ(M)eµtdµ, (1.2.5)

F t =
1

2πi

∫
Γ

LLµ(M)eµtdµ, (1.2.6)

где Γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}.

Определение 1.2.3. Ядром (образом) группы {V t : t ∈ R} назовем множество

kerV • = {v ∈ V : ∃t ∈ RV tv = 0} (imV • = {v ∈ V : V 0v = v}).

Очевидно,

kerV • = kerV t, imV • = imV t ∀t ∈ R.

Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1

kerU • = U0, imU • = U1, kerF • = F0, imF • = F1.

Определение 1.2.4. Множество P ⊂ U называется фазовым пространством

уравнения (1.2.4), если

(i) любое решение v = v(t) уравнения (1.2.4) лежит в P, т.е. v(t) ∈ P при

каждом t ∈ R;

(ii) при любом v0 ∈ P существует единственное решение задачи Коши v(0) =

v0 для уравнения (1.2.4).

Теорема 1.2.2. Пусть оператор M (L, p)-ограничен. Тогда фазовое простран-

ство уравнения (1.2.2) (уравнения (1.2.3)) совпадает с образом разрешающей

группы (1.2.5) (разрешающей группы (1.2.6)).
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1.3. Относительный спектр и инвариантные пространства

Пусть U и F - банаховы пространства, операторы L ∈ L(U;F), M ∈ Cl(U;F).

Пусть L-спектр оператора M таков, что выполнено следующее условие:

σL(M) = σL0 (M) ∪ σL1 (M), σL1 (M) 6= ∅,
причем существует замкнутый контур γ ∈ C

ограничивающий область, содержащую σL1 (M), а

σL0 (M) лежит вне этой области,

γ
⋂
σL0 (M) = ∅.


(1.3.1)

Лемма 1.3.1. Пусть выполнено условие (1.3.1), тогда операторы

P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ и Q =

1

2πi

∫
γ

LLµ(M)dµ (1.3.2)

являются проекторами.

Проекторы P и Q расщепляют пространства U и F следующим образом:

U = imP ⊕ kerP, F = imQ⊕ kerQ.

Положим

kerP = U0, imP = U1, kerQ = F0, imQ = F1,

а через Lk (Mk) обозначим сужение оператора L (M) на L
⋂

Uk, k = 0, 1.

Теорема 1.3.1. Пусть выполнено условие (1.3.1), тогда операторы Lk, Mk ∈
L(U;F), k = 0, 1.

Теорема 1.3.2. Пусть выполнено условие (1.3.1), тогда относительный спектр

оператора M распадается следующим образом

σLk (M) = σLk(Mk), k = 0, 1.

Следствие 1.3.1. В условиях теоремы 1.3.2

(i) существует оператор L−1
1 ∈ L(F1;U1);

(ii) если 0 /∈ σLk (M), то существует оператор M−1
k ∈ L(Fk;Uk), k = 0, 1.

17



Обозначим через σL(M) L-спектр оператораM , а через σLk(Mk) — Lk-спектр

оператора Mk, k = 0, 1. Перейдем к вопросу о поведении решений уравнения

Lu̇ = Mu (1.3.3)

в терминах инвариантных пространств и дихотомий его решений.

Определение 1.3.1. Подпространство J ⊂ U называется инвариантным про-

странством уравнения (1.3.3), если для любого u0 ∈ J решение задачи u(0) =

u0, (1.3.3) u ∈ C1(R; I).

Заметим, если уравнение (1.3.3) обладает фазовым пространством P, то лю-

бое его инвариантное пространство J ⊂ P.

Определение 1.3.2. Решения u = u(t) уравнения (1.3.3) имеют экспоненци-

альную дихотомию , если

(i) фазовое пространство P уравнения (1.3.3) расщепляется в прямую сумму

двух инвариантных пространств (т.е. P = J+ ⊕ J−), причем

(ii) существуют такие константы Nk ∈ R+, νk ∈ R+, k = 1, 2, что

‖u1(t)‖U ≤ N1e
−ν1(s−t)‖u1(s)‖U при s ≥ t,

‖u2(t)‖U ≤ N2e
−ν2(t−s)‖u2(s)‖U при t ≥ s,

где u1 = u1(t) ∈ J+ и u2 = u2(t) ∈ J− при всех t ∈ R. Пространство J+(J−) назы-

вается устойчивым (неустойчивым) инвариантным пространством уравнения

(1.3.3), причем если J+ = P (J− = P), то говорят об устойчивости (неустойчи-

вости) стационарного решения уравнения (1.3.3).

Экспоненциально дихотомичное поведение решений заключается в следую-

щем: фазовое пространство уравнения (1.3.3) распадается на прямую сумму

инвариантных пространств, причем решения, начинающиеся в J+, экспоненци-

ально убывают (оставаясь в J+), а решения, начинающиеся в J−, экспоненциаль-

но растут (оставаясь в J−). Другими словами, решения из J+ экспоненциально

убывают при t→ +∞, а решения из J− экспоненциально убывают при t→ −∞.

Теорема 1.3.3. [30] Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N и отно-

сительный спектр σL(M)∩{iR} = ∅. Тогда решения u = u(t) уравнения (1.3.3)

имеют экспоненциальную дихотомию.
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Замечание 1.3.1. В стандартной ситуации

u̇ = Su (1.3.4)

спектр оператора S распадается на "отрицательную" и "положительную" части

σ(S) = σr(S) ∪ σl(S). И здесь фазовое пространство уравнения (1.3.4) распада-

ется на прямую сумму инвариантных пространств U = I+ ⊕ I−.

1.4. Банаховы многообразия и векторные поля

Пусть U — банахово пространство, M – некоторое множество. Пусть U ⊂ U

– некоторое открытое множество. Дифференцируемое многообразие M модели-

руемое пространством U – это множество M вместе со структурой дифференци-

руемого многообразия на нем. В множествеM введена структура многообразия,

если задан атлас, состоящий из карт, которые согласованы.

Картой называется область U вместе с взаимно однозначным отображением

m : M → U подмножества M множества M на U . Назовем ϕ(x) изображением

точки m ∈M ⊂M на карте U . Рассмотрим карты

ϕi : Mi → Ui, ϕj : Mj → Uj.

Если множества Mi и Mj пересекаются, то их пересечение Mi ∩Mj имеет изоб-

ражение на обеих картах

Uij = ϕi(Mi ∩Mj), Uji = ϕj(Mj ∩Mi).

Переход с одной карты на другую задается отображением

ϕij : Uij → Uji, ϕij(m) = ϕj(ϕ
−1
i (m)).

Две карты

ϕi : Mi → Ui, ϕj : Mj → Uj

называются согласованными, если множества Uij, Uji открыты и отображения

ϕij и ϕji (определены, еслиMi∩Mj непусто) являются диффеоморфизмами. Ес-

ли отображения ϕij и ϕji являются диффеоморфизмами класса Ck, k ∈ N∪{∞},
то многообразие (которое мы определим ниже) называется дифференцируемым

многообразием класса Ck.
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Атласом на M называется совокупность карт ϕi : Mi → Ui, если

(i) любые две карты согласованы;

(ii) любая точка m ∈ M имеет изображение хотя бы на одной карте. Два

атласа на M называются эквивалентными, если их объединение тоже атлас.

Структурой дифференцируемого многообразия на M называется класс эквива-

лентных атласов.

Многообразие M называется связным, если для любых его двух точек m, n

существует конечная цепочка карт ϕi : Mi → Ui таких, что M1 содержит m,

Mn содержит n и Mi ∩Mi+1 непусто, а Ui связно. Связное Ck-многообpазие M

называется простым, если класс эквивалентности его атласов содержит атлас,

состоящий из единственной каpты.

В дальнейшем нам понадобится понятие касательного расслоения, которое

относится к числу основных в топологии и в анализе. Касательное расслоение

позволяет перенести на многообразия теорию дифференциальных уравнений.

Пусть M – Ck-многообpазие, k ≥ 1, моделиpуемое банаховым пpостpанством U

и m — точка многообразия M. Рассмотрим тройку (ϕ;U ; v), где (ϕ;U) — каpта

наM и v — элемент векторного пространства ϕU . Будем говорить, что две такие

тройки (ϕ;U ; v) и (ψ;V ;w) эквивалентны, если производная отображения ψϕ−1

в точке ϕm отображает v в w. Иначе говоря,

(ψϕ−1)(ϕm)v = w.

Класс эквивалентных троек будем называть касательным вектором к M в точ-

ке m.

Множество всех касательных векторов в точке называется касательным про-

странством к M в точке M и обозначается TmM. Каждая карта определяет

биективное отображение пространства TmM на банахово пространство, сопо-

ставляя классу эквивалентности тройки (ϕ;U ; v) вектор v. С помощью этого

биективного отображения на TmM можно ввести структуру топологического

векторного пространства, задаваемую рассматриваемой картой. Эта стуктура

не зависит от выбора карты. Касательным pасслоением Ck-многообpазия M
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называется множество

M =
⋃
m∈M

TmM.

Сечением касательного pасслоения и каноническим пpоектоpом назовем отоб-

ражения задаваемые формулами

m→ (m;µ(m)) , µ(m) ∈ TmM,

(m; v)→ m, m ∈M , v ∈ TmM

соответственно. Немного отходя от стандаpта [3], отобpажение µ : M → U на-

зовем вектоpным полем на M.

Пусть на Ck-многообpазии M задано вектоpное поле µ. Под кpивой в M

понимаем Ck-диффеомоpфизм α = α(t), t ∈ S, где интервал S ∈ R содержит

нуль и k ≥ 1. Интегральной кpивой называется кpивая α = α(t) этого поля,

если α(t) = µ ◦ α(t), t ∈ S.

Теорема 1.4.1. Пусть M — банахово Ck-многообpазие, µ : M→ TM вектоp-

ное поле на M класса C l, l ≤ k. Тогда для любой точки u0 ∈ M существует

единственная интегральная кpивая u ∈ C l((−t0; t0);M), t = t0(u0) > 0, пpохо-

дящая чеpез точку u0 и удовлетворяющая уравнению u̇ = µ(u).
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2. Дихотомии решений в пространствах

дифференцируемых ”шумов”

2.1. Пространства ”шумов”

Пусть Ω ≡ (Ω,A,P) – полное вероятностное пространство, R – множество

действительных чисел, наделенное борелевой σ-алгеброй. Измеримое отобра-

жение ξ : Ω → R называется случайной величиной. Множество случайных

величин, у которых математическое ожидание равно нулю (Eξ = 0), а дис-

персия конечна, образует гильбертово пространство со скалярным произведе-

нием (ξ1, ξ2) = Eξ1ξ2. Обозначим его символом L2. Пусть A0 – σ-подалгебра

σ-алгебры A. Построим подпространство L0
2 ⊂ L2 случайных величин, измери-

мых относительно A0. Обозначим через Π : L2 → L0
2 – ортопроектор. Пусть

ξ ∈ L2, тогда Πξ называется условным математическим ожиданием случай-

ной величины ξ и обозначается символом E(ξ|A0).

Возьмем множество I ⊂ R и рассмотрим два отображения: f : I → L2,

которое каждому t ∈ I ставит в соответствие случайную величину ξ ∈ L2,

и g : L2 × Ω → R, которое каждой паре (ξ, ω) ставит в соответствие точку

ξ(ω) ∈ R. Отображение η : R×Ω→ R, имеющее вид η = η(t, ω) = g(f(t), ω), на-

зовем (одномерным) стохастическим процессом. Таким образом, при каждом

фиксированном t ∈ I стохастический процесс η = η(t, ·) является случайной

величиной, т.е. η(t, ·) ∈ L2, а при каждом фиксированном ω ∈ Ω стохастиче-

ский процесс η = η(·, ω) называется (выборочной) траекторией. Стохастиче-

ский процесс η назовем непрерывным, если п.н. все его траектории непрерывны

(т.е. при п.в. (почти всех) ω ∈ Ω траектории η(·, ω) непрерывны). Множество

непрерывных стохастических процессов образует банахово пространство, кото-

рое мы обозначим символом CL2. Зафиксируем η ∈ CL2 и t ∈ I, через N η
t

обозначим σ-алгебру, порожденную случайной величиной η(t). Переобозначим

для краткости Eη
t = E(·|N η

t ). Пусть η ∈ CL2, производной в среднем справа

Dη(t, ·) (слева D∗η(t, ·)) случайного процесса η в точке t ∈ (ε, τ) называется

случайная величина
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Dη (t, ·) = lim
4t→0+

Eη
t

(
η (t+4t, ·)− η(t, ·)

4t

)
(
D∗η (t, ·) = lim

4t→0−
Eη
t

(
η (t, ·)− η (t−4t, ·)

4t

))
,

если предел существует в смысле равномерной метрики на R. Случайный про-

цесс η называется дифференцируемым в среднем справа (слева) на (ε, τ), если

в каждой точке t ∈ (ε, τ) существует производная в среднем справа (слева).

Итак, пусть случайный процесс η ∈ CL2 дифференцируем в среднем справа

(слева) на (ε, τ). Его производная в среднем справа (слева) тоже будет случай-

ным процессом, который мы обозначим символом Dη (D∗η). Если случайный

процесс η ∈ CL2 дифференцируем в среднем как справа, так и слева на (ε, τ),

то можно определить симметрическую (антисимметрическую) производную

в среднем DSη = 1
2 (D +D∗) η

(
DAη = 1

2 (D∗ −D) η
)
. Cимметрическую произ-

водную в среднем DS случайного процесса η будем называть производной Нель-

сона – Гликлиха и обозначать
o
η, т.е. DSη ≡

o
η. Отметим, что если траектории

случайного процесса η п.н. непрерывно дифференцируемы в «обычном смысле»

на (ε, τ), то их производная Нельсона – Гликлиха совпадает с «обычной» про-

изводной. Так, например, обстоит дело со случайным процессом η = α sin(βt),

где α – гауссова случайная величина, β ∈ R+ – некоторая фиксированная кон-

станта, а t ∈ R имеет физический смысл времени. Через ClL2, l ∈ N обозначим

пространство стохастических процессов, чьи траектории п.н. дифференцируемы

по Нельсону – Гликлиху на I до порядка l включительно. Пространства ClL2

будем называть пространствами дифференцируемых "шумов".

Пусть I = {0} ∪ R+, тогда хорошо известным примером [33], [15] вектора

пространства ClL2 служит стохастический процесс, описывающий броуновское

движение в модели Энштейна – Смолуховского. Он обладает следующими свой-

ствами:

(W1) п.н. β(0) = 0, п.н. все его траектории β(t) непрерывны, и при всех

t ∈ R+(= {0} ∪ R) случайная величина β(t) гауссова;

(W2) математическое ожидание E (β (t)) = 0 и автокорреляционная функция

E
(

(β (t)− β (s))2
)

= |t− s| при всех s, t ∈ R+;
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(W3) траектории β(t) недифференцируемы в любой точке t ∈ R+ и на любом

сколь угодно малом промежутке имеют неограниченную вариацию.

Теорема 2.1.1. С вероятностью 1 существует единственный случайный про-

цесс β, удовлетворяющий свойствам (W1) – (W2), причем его можно пред-

ставить в виде

β(t) =
∞∑
k=0

ξk sin
π

2
(2k + 1)t,

где ξk – независимые гауссовы величины, Eξk = 0, Dξk = [π2 (2k + 1)]−2.

В дальнейшем случайный процесс β, удовлетворяющий свойствам (W1) —

(W3), назовем броуновским движением.

β(t) =
∞∑
k=0

ξk sin
π

2
(2k + 1)t,

где независимые случайные величины ξk ∈ L2 таковы, что дисперсия Dξk =

[π2 (2k + 1)]−2, k ∈ {0} ∪ N. Как показано в [31]

o

β (t) =
β(t)

2t
, t ∈ R+

и
o

β
(l)

(t) = (−1)l+1(2t)−lβ(t) при всех t ∈ R+, l ∈ N.

Пусть теперь U (F) — вещественное сепарабельное гильбертово пространство

с ортонормированным базисом {ϕk}({ψk}). Символом ULL2 (FML2) обозначим

гильбертово пространство, являющееся пополнением линейной оболочки слу-

чайных L-величин

η =
∞∑
k=1

λkξkϕk (ω =
∞∑
k=1

µkζkψk) (2.1.1)

по норме

‖η‖2
U =

∞∑
k=1

λ2
kDξk (‖ω‖2

F =
∞∑
k=1

µ2
kDζk).

Здесь последовательность L = {λk} ⊂ R+ (M = {µk} ⊂ R+) такова, что
∞∑
k=1

λ2
k < +∞ (

∞∑
k=1

µ2
k < +∞, lim

k→∞
λk
µk
< const), {uk} ({fk}) — последовательность

коэффициентов разложения вектора u ∈ U (f ∈ F) по базису {ϕk} ({ψk}), по-
следовательность случайных величин {ξk} ⊂ L2 ({ζk} ⊂ L2). Заметим, что для
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существования случайной L-величины η ∈ ULL2 (ω ∈ FML2) достаточно взять

последовательность случайных величин {ξk} ⊂ L2 ({ζk} ⊂ L2), чьи дисперсии

равномерно ограничены, т.е. Dξk ≤ const, k ∈ N (Dζk ≤ const, k ∈ N).

Далее, возьмем интервал I = (ε, τ) ⊂ R. Отображение η : (ε, τ) → ULL2,

задаваемое формулой

η(t) =
∞∑
k=1

λkξk(t)ϕk, (2.1.2)

где некоторая последовательность {ξk} ⊂ CL2, назовем U-значным непрерыв-

ным стохастическим L-процессом, если ряд в правой части равномерно схо-

дится на любом компакте в I по норме ‖ · ‖U, и траектории процесса η = η(t)

п.н. непрерывны. Непрерывный стохастический L-процесс η = η(t) назовем,

непрерывно дифференцируемым по Нельсону – Гликлиху на I, если ряд

o
η (t) =

∞∑
k=1

λk
o

ξk (t)ϕk (2.1.3)

равномерно сходится на любом компакте в I по норме ‖ · ‖U, и траектории

процесса
o
η=

o
η (t) п.н. непрерывны. Символом C(I,ULL2) обозначим простран-

ство непрерывных стохастических L-процессов, а символом Cl(I,ULL2) про-

странство непрерывно дифференцируемых до порядка l ∈ N стохастических L-

процессов. Примером непрерывно дифференцируемого до любого порядка l ∈ N
включительно стохастического L-процесса является (см. [33], [15])

WL(t) =
∞∑
k=1

λkβk(t)ϕk,

где {βk} ⊂ ClL2 — последовательность броуновских движений на R+. Анало-

гично строятся пространства C(I,FML2) и Cl(I,FML2), l ∈ N. Заметим еще,

что пространства ClL2,C(I,ULL2) и Cl(I,FML2), l ∈ N, получили название

пространства дифференцируемых L-”шумов” [33].

2.2. Инвариантные пространства стохастического уравнения соболевского типа

Возьмем операторA ∈ L(U;F). Ясно, что тот же операторA ∈ L(ULL2;FML2).

Более того справедлива
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Лемма 2.2.1. Пусть операторы L,M ∈ L(U;F), причем оператор M (L, p)-

ограничен p ∈ {0}∪N. Тогда операторM ∈ L(ULL2;FML2) тоже будет (L, p)-

ограничен, p ∈ {0} ∪ N, где оператор L ∈ L(ULL2;FML2). Причем L-спектр

оператораM ∈ L(U;F) совпадет с L-спектром оператораM ∈ L(ULL2;FML2).

Благодаря лемме 2.2.1 все результаты п. 1.1 с банаховых пространств пере-

носятся на пространства дифференцируемых L-”шумов”.

Пусть операторы L, M ∈ L(ULL2;FML2), рассмотрим уравнение

L
o
η= Mη. (2.2.1)

Стохастический L-процесс η ∈ C1(R;ULL2) назовем решением уравнения (2.2.1),

если при подстановке его в (2.2.1) он обращает уравнение в тождество. Решение

η = η(t) уравнения (2.2.1) назовем решением задачи Коши

η(0) = η0, (2.2.2)

если (2.2.2) выполняется для некоторой случайной L-величины η0 ∈ ULL2.

Определение 2.2.1. Множество PLL2 ⊂ ULL2 назовем стохастическим фа-

зовым пространством уравнения (2.2.1), если

(i) п.н. каждая траектория решения η = η(t) уравнения (2.2.1) лежит в PLL2,

т.е. η(t) ∈ PLL2, t ∈ R, для п.в. траекторий;

(ii) для п.в. η0 ∈ PLL2 существует единственное решение задачи (2.2.1),

(2.2.2).

Замечание 2.2.1. Поскольку решением задачи (2.2.1), (2.2.2) является стоха-

стический L-процесс, а в реальности мы можем наблюдать только какую-либо

его траекторию, то сделаем пояснения. Напомним [15], [16], [17], что стохасти-

ческие L-процессы η = η(t) и ζ = ζ(t) считаются равными, если п.н. каждая

траектория одного из них совпадает с какой-либо траекторией другого.

Далее распространим проектор P из п.1.1 с банахова пространства U на

пространство случайных L-величин ULL2. Оператор P ∈ L(ULL2) так же

будет проектором. Положим U0
LL2 = kerP , U1

LL2 = imP , так что ULL2 =

U0
LL2 ⊕U1

LL2.
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Теорема 2.2.1. Пусть операторы L,M ∈ L(ULL2;FML2), причем оператор

M (L, p)-ограничен. Тогда фазовым пространством уравнения (2.2.1) служит

пространство U1
LL2.

Заметим, что если существует оператор L−1 ∈ L(FML2;ULL2), то U1
LL2 =

ULL2.

Определение 2.2.2. Подпространство ILL2 ⊂ ULL2 называется инвариант-

ным пространством уравнения (2.2.1), если при любом η0 ∈ ILL2 решение

задачи (2.2.1), (2.2.2) η ∈ C1(R; ILL2).

Заметим, что если уравнение (2.2.1) имеет фазовое пространство PLL2 и ин-

вариантное пространство ILL2, то ILL2 ⊂ PLL2.

Определение 2.2.3. Решения η = η(t) уравнения (2.2.1) имеют экспоненци-

альную дихотомию, если

(i) фазовое пространство PLL2 уравнения (2.2.1) расщепляется в прямую

сумму двух инвариантных пространств (т.е. PLL2 = I+
LL2 ⊕ I−LL2), причем

(ii) существуют такие константы Nk ∈ R+, νk ∈ R+, k = 1, 2, что

‖η1(t)‖U ≤ N1e
−ν1(s−t)‖η1(s)‖U при s ≥ t,

‖η2(t)‖U ≤ N2e
−ν2(t−s)‖η2(s)‖U при t ≥ s,

где η1 = η1(t) ∈ I+
LL2 и η2 = η2(t) ∈ I−LL2 при всех t ∈ R. Пространство

I+
LL2 (I−LL2) называется устойчивым (неустойчивым) инвариантным простран-

ством уравнения (2.2.1).

Теорема 2.2.2. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N и относи-

тельный спектр σL(M) ∩ {iR} = ∅. Тогда решения η = η(t) уравнения (2.2.1)

имеют экспоненциальную дихотомию.

Доказательство. Формулами

P1 =
1

2πi

∫
Γ1

RL
µ(M)dµ ∈ L(ULL2), P2 =

1

2πi

∫
Γ2

RL
µ(M)dµ ∈ L(ULL2),

где контур Γ1 (Γ2) лежит в левой (правой) полуплоскости комплексной плос-

кости и ограничивает часть L-спектра оператора M σL(M) ∩ {µ : Re µ < 0}
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(σL(M) ∩ {µ : Re µ > 0}), определим проекторы в пространстве случайных

L-величин ULL2. Положим I+
LL2 = imP1 и I−LL2 = imP2. Очевидно, U1

LL2 =

I+
LL2 ⊕ I−LL2. Пусть η1 ∈ I+

LL2. Если s ≥ t, то

‖η1(t)‖U ≤ e−ν1(t−s) 1

2π

∫
Γ′
1

|RL
τ (M)| |eτ(t−s)| |dτ | ‖η1(s)‖U ≤

≤ e−ν1(t−s)N1‖η1(s)‖U,

где τ = µ+ ν1, причем Reτ > 0, τ ∈ Γ′1. Далее, пусть η2 ∈ I−LL2 и t ≥ s. Тогда

‖η2(t)‖U ≤ e−ν2(s−t) 1

2π

∫
Γ′
2

|RL
τ (M)| |eτ(s−t)| |dτ | ‖η1(s)‖U ≤

≤ e−ν1(s−t)N2‖η2(s)‖U,

где τ = µ + ν2, причем Reτ < 0, τ ∈ Γ′2. Пространства I+
LL2 и I−LL2 являются

устойчивым и неустойчивым инвариантными пространствами уравнения (2.2.1).

2.3. Экспоненциальные дихотомии стохастического

уравнения Баренблата – Желтова – Кочиной

в пространствах дифференциальных форм

Рассмотрим n-мерное гладкое компактное ориентированное связное рима-

ново многообразие без края Ωn и пространство дифференциальных q-форм на

Ωn, обозначим через Eq = Eq(Ωn), 0 ≤ q ≤ n. В частности, E0(Rn) – про-

странство функций n переменных. Рассмотрим оператор Лапласа – Бельтрами

∆ : Eq → Eq, определяемый равенством ∆ = δd+dδ, где d : Eq → Eq+1 оператор

внешнего дифференциала от дифференциальных форм, δ : Eq → Eq−1, пред-

ставим в виде δ = (−1)n(q+1)+1 ∗ d∗, ∗ : Eq → En−q – линейный оператор Ходжа,

который сопоставляет q-форме на Ωn (n − q)-форму. Обозначим пространство

гармонических q-форм Hq = {ω ∈ Eq : ∆ω = 0}.
Из разложения Ходжа (см., например, в [36])

Eq = ∆(Eq)⊕Hq = dδ(Eq)⊕ δd(Eq)⊕Hq (2.3.1)
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следует, что уравнение ∆ω = α имеет решение ω ∈ Eq точно тогда, когда q-

форма α ортогональна пространству гармонических форм Hq.

Формулой

(ξ, η)0 =

∫
Ωn

ξ ∧ ∗η, ξ, η ∈ Eq, (2.3.2)

где ∗ — оператор Ходжа, определим скалярное произведение в пространстве

Eq, q = 0, 1, . . . , n, а соответствующую норму обозначим через || · ||0. Продол-

жим скалярное произведение (2.3.2) на прямую сумму
n
⊕
q=0

Eq, требуя, чтобы

различные пространства Eq были ортогональны. Пополнение пространства Eq

по норме || · ||0 обозначим через Hq
0. Через Pq∆ обозначим ортопроектор на Hq

∆.

Формулами

(ξ, η)1 = (∆ξ, η)0 + (ξ∆, η∆)0, (2.3.3)

(ξ, η)2 = (∆ξ,∆η)0 + (ξ, η)1 (2.3.4)

определим скалярные произведение на Eq , где ω∆ = Pq∆ω. Пополнения линеала

Eq по соответствующим нормам || · ||1 и || · ||2 обозначим через Hq
1 и Hq

2, соответ-

ственно. Фактически нижний индекс означает сколько раз дифференцируемы в

обобщенном смысле k-формы в соответствующих пространствах. Пространства

Hq
l , l = 1, 2 — банаховы (их гильбертова структура нас в дальнейшем не инте-

ресует), причем имеем непрерывные и плотные вложения Hq
2 ⊂ Hq

1 ⊂ Hq
0, и для

любого q = 0, 1, . . . , n существуют расщепления пространств

Hq
l = Hq1

l∆ ⊕ Hq
∆,

где Hq1
l∆ = (I− P∆)[Hq

l ], l = 0, 1, 2.

Определим пространства H2
qL2 гладких дифференциальных q-форм с коэф-

фициентами являющихся стохастическими L-процессами

w(t, x1, x2, ..., xn) =
∑

|i1,i2,...,iq|=q

χi1,i2,...,iq(t, x1, x2, ..., xn)dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxin,

где коэффициенты χi1,i2,...,iq(t, x1, x2, ..., xn) ∈ C1(R;ULL2), а xi — одномерные

броуновские процессы. При нерелятивистских скоростях мы можем разделять

время и локальные координаты. Здесь от единого, во всех точках многообра-

зия, времени t зависят только коэффициенты дифференциальных форм, явля-
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ющиеся стохастическими непрерывными L-процессами, дифференцируемыми в

смысле Нельсона – Гликлиха.

Спектр оператора Лапласа – Бельтрами σ(∆) в пространстве q-форм непо-

ложителен, дискретен, конечнократен и сгущается только к точке ∞. Обозна-

чим через {λl} последовательность собственных значений оператора Лапласа –

Бельтрами, занумерованных по невозрастанию с учетом кратности. Через {ϕl}
обозначим ортонормированную (в смысле (2.3.2)) последовательность собствен-

ных функций. Если λl = 0 , то при некотором фиксированном l выполняется

ϕl ∈ Hq
l∆.

Для фиксированных α ∈ R, λ ∈ R вводим операторы

L = (λ+ ∆), M = α∆, (2.3.5)

где ∆ – оператор Лапласа – Бельтрами. Рассмотрим стохастическое уравнение

с дифференциальными формами

L
o
η= Mη (2.3.6)

с условием Коши

η(0) = η0. (2.3.7)

Лемма 2.3.1. При любых α, β, λ ∈ R\{0}, операторM – (L, 0)-секториальный.

Фазовое пространство стохастического уравнения (2.3.6) имеет вид

U1
KL2 =

{
H2

qL2 при λk 6= λ;

η ∈ H2
qL2 : (·, ϕl)0ϕl = 0 для любого k ∈ N \ {l : λl = λ}.

В [18] установлена разрешимость задачи (2.3.6), (2.3.7).

Теорема 2.3.1. При любых α, β, λ ∈ R \ {0} существует единственное ре-

шение η = η(t) задачи Коши η(0) = η0 ∈ U1
KL2 для уравнения (2.3.6), которое

имеет вид

η(t) =
∞∑
l=1

′

[
exp

(
ανl
λ− νl

t

)( ∞∑
k=1

λkξk(ϕk, ϕl)0ϕl

)]
. (2.3.8)
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Нашей целью является исследование устойчивости решений уравнения (2.3.6)

в терминах инвариантных пространств и экспоненциальных дихотомий реше-

ний. Относительный спектр M оператора имеет вид

σL(M) = σL+(M)
⋂

σL−(M),

где

σL+(M) =

{
αλl
λ+ λl

: λl < −λ
}
, σL−(M) =

{
αλl
λ+ λl

: λl > −λ
}
.

Введем в рассмотрение

I+
LL2 =

{
η ∈ H2

qL2 : (·, ϕl)0ϕl = 0, λl < −λ
}

(2.3.9)

и

I−LL2 =
{
η ∈ H2

qL2 : (·, ϕl)0ϕl = 0, λl > −λ
}
. (2.3.10)

Справедлива следующая

Теорема 2.3.2. При любых α, λ ∈ R−, η0 ∈ ULL2 решения η = η(t) задачи

(2.3.6), (2.3.7) имеют экспоненциальные дихотомии, а I+
LL2 и I−LL2, имею-

щие вид (2.3.9), (2.3.10), являются бесконечномерным устойчивым и конеч-

номерным неустойчивым инвариантными пространствами уравнения (2.3.6),

соответственно.

Замечание 2.3.1. При любых α ∈ R+, λ ∈ R− и η0 ∈ ULL2 решения η = η(t)

задачи (2.3.6), (2.3.7) имеют экспоненциальные дихотомии и существуют ко-

нечномерное устойчивое и бесконечномерное неустойчивое инвариантные про-

странствами уравнения (2.3.6). При любых α ∈ R− и λ ∈ R+ можно говорить

только об экспоненциальной устойчивости решений задачи (2.3.6), (2.3.7), а при

α, λ ∈ R+ решения задачи (2.3.6), (2.3.7) экспоненциально неустойчивы.
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Заключение

В работе доказано существование экспоненциальных дихотомий решений

стохастического линейного уравнения соболевского типа (0.2) с относительно

ограниченным оператором, разделяющих пространство решений на устойчивое

и неустойчивое инвариантные подпространства. Описаны устойчивое и неустой-

чивое инвариантные пространства стохастического уравнения Баренблатта –

Желтова – Кочиной, в пространстве дифференциальных форм, определенных

на гладком компактном ориентированном римановом многообразии без края.
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