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УДК 517.9

Кунгурцева А.В.

Исследование одного класса сингулярных математических моделей.
/А.В. Кунгурцева. – Челябинск, 2019. – 43 c.

В работе абстрактная теория функционально-дифференциальных урав-
нений применяется для некоторого сингулярного дифференциального урав-
нения второго порядка, которое является обобщением уравнений, встреча-
ющихся в теории химических реакций.

Библиографический список – 58 наименований.
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Введение

Квазилинейные краевые задачи для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ) являются объектом интенсивного изучения начиная
со времен С.Н. Бернштейна и М. Нагумо. Интерес к таким объектам объ-
ясняется и тем, что квазилинейные краевые задачи возникают в математи-
ческих моделях многих реальных процессов (в биологии, химии, экологии,
экономике и др.).

Классические методы изучения квазилинейных краевых задач для ОДУ,
в основном, сводится к следующим схемам: 1) получение априорных оце-
нок решений с последующим применением теорем о неподвижных точках к
вспомогательному интегральному уравнению (схема Лере–Шаудера); 2) по-
строение последовательных приближений решения и доказательство сходи-
миости. Кроме того, разработаны методы исследования на разрешимость
квазилинейных краевых задач, основанные на использовании специфиче-
ских свойств рассматриваемой задачи (монотонность в смысле полуупоря-
доченности или по Минти–Браудера и т.д.). Вопросы разрешимости ква-
зилинейных краевых задач для ОДУ изучились многими авторма. Отме-
тим работы Н.В. Азбелева, Н.И. Васильева, В.В. Гудкова, И.Т. Кигурадзе,
Ю.А. Клюкова, Б.Л. Шехтера и др.

Дальнейшее развитие теории квазилинейных краевых задач привело к
необходимости рассмеотрения задач для функционально–дифференциаль-
ных уравнений (ФДУ). Разработке основ теории квазилинейных краевых
задач для ФДУ посвящены основополагающие работы Н.В. Азбелева,
А.Д. Мышкиса, Дж. Хейла и других авторов [38,44,53,55]. Наиболее полно
и многосторонне теория квазилинейныз краевых задач нашла отражение
в работах участников Пермского Семинара под руководством профессора
Н.В. Азбелева [9–15]. Отметим работы А.Р. Абдуллаева [1–8], Н.В. Азбеле-
ва, С.А. Гусаренко, В.П. Максимова, посвященные исследованию условий
разрешимости квазилинейных задач для ФДУ.

Целое направление в изучении квазилинейных задач для ФДУ восхо-
дит к работам Н.В. Азбелева и В.П. Максимова [40–42], где для установле-
ния признаков разрешимости квазилинейных краевых задач предлагаются
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способы получения и использования априорных оценок решений, вводится
новое понятие априорного неравенства.

Следуя [12], функционально–дифференциальным уравнением ẋ = Fx

называется уравнение с оператором F , определенным на некотором множе-
стве абсолютно непрерывных функций D прямому произведению L×Rn и,
вытекающее из этого факта разложение линейного оператора L : D → L на
бесконечномерное и конечномерное слагаемые. Замена лебегова простран-
ства L на банахово пространство B позволяет распространить теорию ФДУ
и на другие классы уравнений, например, на сингулярные дифференци-
альные уравнения. Таким образом мы приходим к теории «абстрактного
ФДУ». Отмемит работы по этому вопросу Н.В. Азбелева, Л.Ф. Рахматул-
линой [17–20].

Объектом изучения в предлагаемой работе является квазилинейная кра-
евая задача, записанная в виде системы двух уравнений

Lx = Fx,

`x = ϕx,
(0.1)

где L : D → B – линейные ограниченный оператор, F : D → B – непрерыв-
ный оператор, ` : D → Rn – линейный ограниченный вектор-функционал,
ϕ : D → Rn – непрерывный вектор-функционал. Банахово пространство
D изоморфно прямому произведению банахова пространства B и Rn. От-
метим, что, если краевая задача записана в виде системы (0.1), то второе
уравнение называется краевыми условиями задача.

Отметим [12], что в виде (0.1) можно записать многие актуальные клас-
сы квазилинейных краевых задач для обыкновенных дифференциальных
уравнений, интегродифференциальных, уравнений с отклоняющимся аргу-
ментом, уравнение с последействием и других уравнений.

Классические схемы исследования на разрешимость задачи (0.1) ис-
пользуют принципе неподвижной точки Банаха или схему Шаудера. В пер-
вом случае необходима липшицевость как оператора F , так и вектора-
функционала ϕ. Во втором случае требуется полная непрерывность опе-
ратора F . Идея одной из предлагаемых схем опирается на предположение
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о «конечномерной параметризуемости» множества решений уравнения

Lx = Fx. (0.2)

Уравнение конечномерно параметризуемо, если между множеством реше-
ний уравнения и некоторым замкнутым подмножеством конечномерного
пространства существует взаимно однозначное и взаимно непрерывное со-
ответствие. n – мерная параметризуемость является частным случаем «при-
водимости» уравнения [12]. (Уравнение (0.2) называется приводимым, если
существует такой вполне непрерывный оператор F0 : D → B, что мно-
жества решений уравнения (0.2) и уравнения Lx = F0x совпадают). Ли-
нейное уравнение приводимо тогда и только тогда, когда множество его
решений конечномерно параметризуемо. Впервые понятие приводимости
введено Н.В. Азбелевым. Отметим исследования по этому вопросу А.Р. Аб-
дуллаева, С.А. Гусаренко, В.П. Максимова [40–42].

В предположении n – мерной параметризуемости решение уравнения
(0.2) имеет представление

x = Mα +Xα, (0.3)

где оператор M : Rn → D – непрерывен, X – фундаментальный век-
тор уравнения Lx = 0, α ∈ Rn (фундаментальным назвается вектор
X = {x1, · · · , xn}, где x1, · · · , xn составляют базис линейного многообразия
решений однородного уравнения Lx = 0 [12]). Подставляя представление
(0.3) в краевые условия задачи (0.1), получаем уравнение

`(Mα +Xα) = ϕ(Mα +Xα)

относительно α. И, если найдется α, удовлетворяющее полученному урав-
нению, то задача (0.1) будет иметь решение.

В работе используется схема исследования задачи (0.1),(0.2) на коррект-
ную разрешимость приведенная в работах [36, 37]. Эта схема реализуемая
для сингулярного дифференциального уравнения вида:

Ψ(t)ẍ+ βẋ = f(t, x). (0.4)

6



Краевые задачи для уравнения (0.4) возникают в математических моделях
некоторых реальных процессов. Например, процессов, происходящих в хи-
мических реакторах в присутствии катализаторов [26]. В работе получены
достаточные условия существования, а также корректной разрешимости
некоторых краевых задач для уравнения (0.4).

В работе изучается разрешимость краевых задач для сингулярного урав-
нения

ψ(t)ẍ(t) + βẋ(t) = f(t, x(t)) (0.5)

Полученные здесь утверждения основаны на применении общей схемы
исследования на разрешимость квазилинейных краевых задач. Вопрос о
разрешимости различных краевых задач для уравнения (0.5) изучался мно-
гими авторами [1,33]. Известные подходы в изучении сингулярных уравне-
ний условно можно отнести к двум направлениям: классический [8], осно-
ванный на использовании метода априорных оценок и неравенств, и подход,
основанный на идеях теории абстрактных функционально-дифференциаль-
ных уравнений [9], где конструируется специальное пространство решений,
и используется факт изоморфности данного пространства и прямого про-
изведения некоторого банахова пространства и Rn. Отметим такие работы,
использующие построение специальных пространств для сингулярных про-
изведений как [5, 8, 17]

Отметим, что краевые задачи для уравнения (0.5) возникают в матема-
тических моделях некоторых реальных процессов. Например, процессов,
происходящих в химических реакторах в присутствии катализаторов [9],
или при описании формы свободной поверхности осесимметричного слоя
жидкости с учетом массовых сил и поверхностного натяжения [8]. Так,
в работах [13,15,16,18] рассматривается уравнение

ẍ+
ẋ

t
+ β0 exp

(
− 1

x+ τ

)
= 0, (0.6)

0 < t ≤ 1, β0 ≥ 0, τ ≥ 0. Оно возникает в теории химических реакций. x –
безразмерная температура, β0 exp

(
− 1
x+τ

)
– некоторая «скорость реакции».

Уравнение (0.6) является частным случаем уравнения (0.5).
В работе получены достаточные условия существования, а также кор-

ректной разрешимости некоторых краевых задач для уравнения (0.5).
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Цель работы. Исследование условий разрешимости квазилинейных
краевых задач с гладкими нелинейностями в уравнении или краевых усло-
виях. Получение эффективных признаков разрешимости некоторых кон-
кретных классов краевых задач для сингулярных уравнений.

Условимся обозначать доказательство внутри символов � . . .�.
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1. Вспомогательные утверждения

Будем рассматривать уравнение (0.5) в следующих предположени-
ях:

1) будем говорить, что функция Ψ удовлетворяет условию
(i), если Ψ непрерывная на [a, b] функция,
(ii), если Ψ абсолютно непрерывная функция с абсолютно непрерывной
производной на [a, b],

2) функция Ψ обращается в ноль в граничных точках отрезка [a, b] и
Ψ(t) > 0 при t ∈ (a, b), β ∈ R1

3) функция f : [a, b] × R1 → R1 удовлетворяет условию Каратеодори
/измерима по переменной t и при почти всех t ∈ [a, b] непрерывна по
второму аргументу/.

Для уравнения (0.5) будем рассматривать краевые условия вида:

x(a) = α11, x(b) = α12. (1.1)

и
x′(a) = α21, x

′(b) = α22, αij ∈ Rl (1.2)

Будем рассматривать разрешимость задачи (0.5),(1.1) ((0.5),(1.2)) в линей-
ном пространстве WΨ,p,1 (WΨ,p,2).

Определение 1. Будем говорить, что x ∈ WΨ,p,1 (WΨ,p,2), если x : [a, b]→ R1

– абсолютно непрерывная функция с абсолютно непрерывной на (a, b] про-
изводной, ẍ существует почти всюду на [a, b] и Ψẋ ∈ Lp.

Определение 2. Решением задачи (0.5),(1.1) ((0.5),(1.2)) будем называть
функцию x ∈ WΨ,p,1 (WΨ,p,2), для которой выполнены краевые условия
(1.1)((1.2)) и равенство (0.5) выполняется почти всюду на [a, b].

Рассмотрим однородное уравнение

Ψ(t)ẍ(t) + βẋ = 0. (1.3)
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Уравнение (1.3) имеет фундаментальный вектор

X =

{
1, r(t) ≡

∫ t

a

e−β
∫ s
ε0

dτ
Ψ(τ)ds, ∀ε0 > a

}
. Отметим, что r(a) = 0.

Обозначим через

G(t, s) =


−(r(b)− r(t)) · r(s)

Ψ(t)ṙ(t) · r(b)
, a ≤ s ≤ t ≤ b

−(r(b)− r(s)) · r(t)
Ψ(t)ṙ(s) · r(b)

, a ≤ t ≤ s ≤ b.
(1.4)

Определим оператор G : Lp → WΨ,p,1 по правилу:

Gz =

∫ b

a

G(t, s)z(s)ds (1.5)

для каждого z ∈ Lp.
Обозначим через

W (t, s) =

−(s− a), a ≤ s ≤ t ≤ b

−(t− a), a ≤ t ≤ s ≤ b.
(1.6)

функцию Грина задачи ẍ = z, x(a) = 0, x′(b) = 0. z ∈ Lp.

Лемма 1. Пусть функция Ψ такова, что при почти всех t ∈ [a, b]

G(t, ·) ∈ Lq
(
W (t,·)
Ψ(·) ∈ Lq

)
,
(

1
p + 1

q = 1
)
, то пространство WΨ,p,1 (WΨ,p,2)

изоморфно прямому произведению Lp×R2, следовательно является бана-
ховым пространством.

� Рассмотрим краевую задачу для уравнения

Ψẍ+ βẋ = z1 (1.7)

(Ψẍ = z2) (1.8)

с условиями (1.1) ((1.2)), z1, z2 ∈ Lp.
Задача (1.7),(1.1) ((1.8),(1.2)) однозначно разрешима ∀z1, z2 ∈ Lp,

αi,j ∈ R1, i, j = 1, 2 и ее решение имеет вид

x(t) = Gz1 +X1α, α = col{α11, α12}, (1.9)

где X1 =
(

1− r(t)
r(b) ,

r(t)
r(b)

)
.(

x(t) =

∫ b

a

W (t, s)

Ψ(s)
z(s)ds+ α21 + (t− a)α22

)
. (1.10)
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В верности равенства (1.9) можно убедиться непосредственной подстанов-
кой представления (1.9) в уравнение (1.7). Действительно, имеем
d

dt
(Gz)(t) =

∫ b

a

dG(t, s)

dt
z(s)ds,

где
dG(t, s)

dt
=


ṙ(t) · r(s)

Ψ(s)ṙ(s) · r(b)
, a ≤ s ≤ t ≤ b

− ṙ(t) · (r(b)− r(s))
Ψ(s)ṙ(s) · r(b)

, a ≤ t ≤ s ≤ b.

d2

dt2
(Gz)(t) =

∫ b

a

d2G(t, s)

dt2
z(s)ds+

z(t)

Ψ(t)
,

где
d2(G(t, s))

dt2
=


r̈(t) · r(s)

Ψ(s)ṙ(s)r(b)
, a ≤ s ≤ t ≤ b

− r̈(t) · (r(b)− r(s))
Ψ(s)ṙ(s)r(b)

, a ≤ t ≤ s ≤ b.

Таким образом, оператор G, определенный равенством (1.5) является
оператором Грина задачи

Ψẍ+ βẋ = z, x(a) = 0, x(b) = 0. (1.11)

Если G(t, ·) ∈ Lq
(
W (t,·)
Ψ(·) ∈ Lq

)
, то равенство (1.9) ((1.10)) задает изомор-

физм между WΨ,p,1(WΨ,p,2) и Lp × R2.�
В дальнейшем всюду будем считать, что функция Ψ удовлетворяет усло-

виям леммы 1.
Норму на пространстве WΨ,p,1(WΨ,p,2) определим равенством

‖x‖WΨ,p,1
= |x(a)|+ |x(b)|+ ‖Ψẍ‖Lp.(

‖x‖WΨ,p,2
= |x(a)|+ |x′(b)|+ ‖Ψẍ‖Lp

)
.

Иногда в пространстве WΨ,p,2 удобнее пользоваться нормой

‖x‖2 = ‖x‖Lp + ‖ẋ‖Lp + ‖Ψẍ‖Lp

Эта норма при некоторых условиях на функцию Ψ эквивалентна введенной
выше норме ‖ · ‖WΨ,p,2

.
Пространство WΨ,p,2 вложено в Lp. Пусть J : WΨ,p,2 → Lp – оператор

вложения пространстваWΨ,p,2 в Lp. Обозначим через T : Lp → Lp оператор,
определяемый равенством

(Tz)(t) =

∫ b

t

z(s)

Ψ(s)
ds, z ∈ Lp, t ∈ [a, b]
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Подробнее операторы J и T рассмотрены в следующих параграфах. Там,
в частности, даны оценки норм операторов J и T (леммы 6,8,11).

Лемма 2. Пусть функция Ψ такова, что операторы J : WΨ,p,2 → Lp и
T : Lp → Lp непрерывны. Тогда в банаховом пространстве WΨ,p,2 нормы
‖ · ‖2 и ‖ · ‖WΨ,p,2

эквивалентны.

� Для доказательства утверждения достаточно показать, что существу-
ют константы C1 C2 > 0, такие, что

C1‖x‖2 ≤ ‖x‖WΨ,p,2
≤ C2‖x‖2. (1.12)

Каждый элемент x ∈ WΨ,p,2 определяется равенством (1.10). Если выпол-
нены условия леммы 11, то оператор вложения J непрерывен. Тогда имеет
место равенство

‖x‖Lp ≤ ‖J‖WΨ,p,2→Lp · ‖x‖WΨ,p,2
(1.13)

Далее из равенства (1.10) получаем

ẋ(t) = −
∫ b

t

ẍ(s)ds+ ẋ(b) = −
∫ b

t

1

Ψ(s)
Ψ(s)ẍ(s)ds+ ẋ(b) (1.14)

Отсюда

‖ẋ(t)‖Lp ≤ ‖T (Ψẍ‖Lp + |ẋ(b)| ·(b−a)
1
p ≤ max

(
‖T‖Lp→Lp, (b− a)

1
p

)
·‖x‖WΨ,p,2

(1.15)
Из (1.14) и (1.15) получаем

‖ẋ(t)‖2 ≤ ‖J‖WΨ,p,2→Lp + max
(
‖T‖Lp→Lp, (b− a)

1
p + 1

)
· ‖x‖WΨ,p,2

Тем самым установлена справедливость левой части неравенства (1.12) с
константой

C1 =
1

‖J‖WΨ,p,2→Lp + max
(
‖T‖Lp→Lp, (b− a)

1
p + 1

)
Теперь покажем справедливость правой части неравенства (1.12). Из ра-
венства (1.14) следует неравенство

|ẋ(b)| ≤ ‖ẋ‖Lp · (b− a)−
1
p + ‖T‖Lp→Lp · (b− a)−

1
p‖Ψẍ‖Lp

12



Из равенства

x(t) =

∫ t

a

ẋ(t)dt+ x(a)

получаем

|x(a)| ≤ ‖x‖Lp · (b− a)−
1
p + ‖ẋ‖Lp · (b− a)

1
q ,

1

q
+

1

p
= 1.

Таким образом, имеем

‖x‖WΨ,p,2
≤ ‖x‖Lp · (b− a)−

1
p+

+
(

(b− a)
1
q + (b− a)−

1
p

)
‖ẋ‖Lp +

(
‖T‖Lp→Lp(b− a)−

1
p + 1

)
‖Ψẍ‖Lp ≤

≤ max
(

(b− a)
1
q + (b− a)−

1
p , ‖T‖Lp→Lp(b− a)−

1
p + 1

)
‖x‖2

То есть, установлена справедливость правой части неравенства (1.12) с кон-
стантой

C2 = max
(

(b− a)
1
q + (b− a)−

1
p , ‖T‖Lp→Lp(b− a)−

1
p + 1

)
. �

Пусть теперь функция Ψ удовлетворяет условию (ii).

Лемма 3. Если функция Ψ такова, что Ψ′′(t) ≤ 0, ∀t ∈ [a, b], и
lim
t→a+0

Ψ(t)r(t)ṙ(t) = 0, то

〈−Gz, z〉L2
≥ 0, ∀z ∈ L2.

� Решение краевой задачи (1.11),(1.12) имеет вид x = Gz. Имеем

Ψ
d2

dt2
(Gz)(t) + β

d

dt
(Gz)(t) = z.

Получаем

< −Gz, z >L2
= −

∫ b

a

(Gz)(t)z(t)dt =

= −
∫ b

a

(Gz)(t)

(
Ψ(t)

d2

dt2
(Gz)(t) + β

d

dt
(Gz)(t)

)
dt

Интегрируя полученное выражение, имеем

−β
∫ b

a

(Gz)(t)
d

dt
(Gz)(t) = −(Gt)2

2

∣∣∣∣b
a

= 0,

−
∫ b

a

(Gz)(t)Ψ(t)
d2

dt2
(Gz)(t)dt = −(Gz)(t) ·Ψ(t) · d

dt
(Gz)(t)

∣∣∣∣b
a+0

+

+

∫ b

a

d

dt
(Gz)(t)d(Gz ·Ψ)(t).

13



В силу условия теоремы имеем

lim
t→a+0

(
−(Gz)(t) ·Ψ(t) · d

dt
(Gz)(t)

)
=

= −
(∫ b

a

r(b)− r(s)
Ψ(s) · r(s)r(b)

z(s)ds

)2

· lim
t→a+0

Ψ(t)r(t)ṙ(t) = 0.

Далее получаем

〈−Gz, z〉L2
=

∫ b

a

d

dt
(Gt)(t)d(Gz ·Ψ)(t) =

=

∫ b

a

Ψ(t)

(
dGz

dt

)2

dt+
1

2

∫ b

a

Ψ′′(t)(Gz)2(t)dt

Отсюда имеем

〈−Gz, z〉L2
= ‖
√

Ψ
dGz

dt
‖2
L2

+
1

2
‖
√
−Ψ′′Gz‖2

L2
, (1.16)

таким образом, 〈−Gz, z〉L2
≥ 0 �.

Следствие 1. Если γ0 ≡
1

2
inf
t∈[a,b]

(−Ψ′′(t)) 6= 0, то 〈−Gz, z〉L2
≥ γ0‖Gz‖2

L2
.

� Из равенства (1.16) получаем

〈−Gz, z〉L2
≥ 1

2
‖
√
−Ψ′′Gz‖2

L2
≥ γ0‖Gz‖2

L2
. �

Пример 1. Пусть Ψ(t) =
√
t, t ∈ [0, 1]. Тогда γ0 = 1

8 . Покажем существо-
вание константы γ в общем случае

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3. Существует константа
γ > 0, такая, что для любого z ∈ L2 выполняется неравенство

〈−Gz, z〉L2
≥ γ0‖Gz‖2

L2
.

� Из равенства (1.16) имеем

〈−Gz, z〉L2
≥ ‖
√

Ψ
dGz

dt
‖2
L2
.

Покажем, что существует γ > 0, такая, что

‖
√

Ψ
dGz

dt
(·)‖2

L2
≥ γ‖Gz‖2

L2
. (1.17)
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Обозначим Gz = u. Неравенство (1.17) перепишем в виде

Fu ≡
∫ b

a

(
Ψu̇2 − γu2

)
dt ≥ 0. (1.18)

Будем рассматривать функционал F в пространстве W̃√Ψ,2 таких абсолют-
но непрерывных на [a, b] функций x, что

√
Ψẋ ∈ L2. Пространство W̃√Ψ,2

изоморфно прямому произведению L2 × R1. Изоморфизм задается равен-
ством

x = T√Ψy + α, y ∈ L2, α ∈ R, (1.19)

где T√Ψy =

∫ b

t

y(s)√
Ψ
ds. При некоторых условиях на Ψ оператор T√Ψ ограни-

ченный. Оценка нормы T√Ψ приведена в следующем параграфе (см. лемму
9). Норму на W̃√Ψ,2 определим следующим образом

‖x‖W̃√
Ψ,2

= |x(b)|+ ‖
√

Ψẋ‖L2
.

Отметим, что банахово пространство WΨ,2,1 вложено в W̃√Ψ,2.
Решим задачу

Fx→ min,

x(b) = 0.
(1.20)

Далее будем использовать теорию минимизации квадратичных функ-
ционалов, разработанную Пермским Семинаром [14,17].

Представляя равенство (1.19) при α = 0, сведем задачу (1.20) к задаче
о безусловном минимуме функционала

F1y = F
(
T√Ψy

)
в пространстве L2.

Имеем
F1y = 〈Hy, y〉L2

,

где H = I − γK, K = T ∗√
Ψ
T√Ψ. Покажем, что при некоторых γ > 0

оператор H положителен. Имеем

〈Hy, y〉L2
= ‖y‖2

L2
−〈Ky, y〉L2

≥ ‖y‖2
L2
−γ‖K‖L2→L2

·‖y‖2
L2

= (1−γ‖K‖L2→L2
)·‖y‖2

L2
.

Если γ < 1/‖K‖L2→L2
, то оператор H положителен и обратим. Далее вос-

пользуемся следующим утверждением [1]:

15



Квадратичный функционал F достигает в точке x0 минимума на множе-
стве D тогда и только тогда, когда оператор H положителен, и x0 = T√Ψy0,
где y0 – решение уравнения Hy = 0. При этом каждая точка локального
минимума является точкой глобального минимума.

Используя это утверждение получаем, что функционал F достигает сво-
его минимума в точке x0 = 0. Таким образом, получаем, что при
γ < 1/‖K‖L2→L2 ∫ b

a

(
Ψ(t)u̇2(t)− γu2(t)

)
dt ≥ 0

в пространстве W̃√Ψ,2. Так как, WΨ,2,1 ⊂ W̃√Ψ,2, то это утверждение сохра-
няет свою силу и вWΨ,2,1. �

Следствие 2. Для любых z ∈ L2 выполняется неравенство

〈−Gz, z〉L2
≥ γ̃‖Gz‖2

L2
,

где γ̃ = γ + γ0.

Доказательство следует из следствия 1, леммы 4 и равенства (1.16).
Нам в дальнейшем понадобится оценка нормы оператора Грина задачи

(1.11), (1.12).
Справедлива

Лемма 5.

‖Gz‖L2→L2
≤ ‖ ‖G(t, ·)‖L2

‖L2
,

где G(t, s) имеет вид (1.4)

� Утверждение леммы следует из неравенства Гельдера. Действитель-
но,

‖Gz‖L2→L2
≤
(∫ b

a

(∫ b

a

G(t, s)z(s)ds

)2

dt

)1/2

≤

≤
(∫ b

a ‖G(t, ·)‖2
L2
‖z‖2

L2
dt
)1/2
≤ ‖ ‖G(t, ·)‖L2

‖L2
‖z‖L2

. �

Следствие 3. Справедлива оценка

‖Gz‖L2→L2
≤ ‖ ‖G(t, ·)‖L2

‖L2
,
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где

G̃(t, s) =


− r(s)

Ψ(s) · ṙ(s)
, a ≤ s ≤ t ≤ b

−r(b)− r(s)
Ψ(s) · ṙ(s)

, a ≤ t ≤ s ≤ b
.

Доказательство следует из монотонности на [a, b] функции r и оценки
|G(t, s)| ≤ |G̃(t, s)| для каждого фиксированного t ∈ [a, b] и s ∈ [a, b].

Пример 2. Рассмотрим задачу (0.5),(1.1) при Ψ(t) ≡ t, t ∈ [0, 1]. В этом
случае, r(t) = t1−β,

β < 1 и фундаментальный вектор X1 =
(
1− t1−β, t1−β

)
.

Функция Грина задачи (1.11),(1.12) имеет вид

G(t, s) =


−1− t1−β

1− β
, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

−t
1−β(1− s1−β)

(1− β) · s1−β , 0 ≤ t ≤ s ≤ 1
. По лемме 5 при β 6= 0, 1/2

имеем

‖G‖2
L2→L2

≤ ‖ ‖G̃(t, ·)‖L2
‖2
L2
≤

≤ 1

(1− β)2

(
1

2
− 2

3− β
− 2(1− β)2

(3− 2β)(1− 2β)β
+

1

2(1− 2β)
+

2

(2− β)β

)
.
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2. Признаки корректной разрешимости крае-

вых задач для сингулярного дифференци-

ального уравнения второго порядка

Рассмотрим задачу

Ψ(t)ẍ+ βẋ = f1(t, x),

x(a) = α11, x
′(b) = α12,

(2.1)

и задачу
Ψ(t)ẍ+ βẋ = f2(t, x),

x(a) = α21, x
′(b) = α22,

(2.2)

где αij ∈ R1, i, j = 1, 2.
Основными результатами данного параграфа являются условия кор-

ректной разрешимости задач (2.1),(2.2). Напомним [10], что под корректной
разрешимостью понимается однозначная разрешимость задачи при любом
α ∈ R2 и непрерывная зависимость решения от α.

Рассмотрим оператор T : Lp → Lp (1 ≤ p ≤ ∞), определенный равен-
ством

(Tz)(t) =

∫ b

t

z(s)

Ψ(s)
ds, t ∈ [a, b]. (2.3)

Нам потребуются следующие вспомогательные утверждения.

Лемма 6. При каждом фиксированной p(1 ≤ p ≤ ∞) справедлива оценка

‖T‖Lp→Lp ≤ ‖ω‖Lp,

где

ω(t) =


(∫ b

t

ds

|Ψ(s)|q

)1/q

, 1 < q ≤ ∞, 1
p + 1

q = 1, t ∈ [a, b].

vraisup
s∈[t,b]

1

|Ψ(s)|
, p = 1.

� Используя неравенство Гельдера, имеем

‖Tz‖Lp = ‖
∫ b

(·)

z(s)

Ψ(s)
ds‖Lp ≤ ‖ω‖Lp · ‖z‖Lp.

Отсюда следует требуемое утверждение. �
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Лемма 7. Оператор T ∗ : Lq → Lq, сопряженный оператору T(
1

p
+

1

q
= 1, 1 ≤ q ≤ ∞

)
, имеет представление

(T ∗z)(t) =
1

Ψ(t)

∫ t

a

z(s)ds.

� Так как оператор T интегральный с ядром K(t, s) ≡
χ[t,b](s)

Ψ(s)
, то

сопряженным оператором T ∗ является так же интегральный оператор с
ядром

K∗(t, s) = K(s, t) =
χ[s,b](t)

Ψ(t)
=
χ[a,t](s)

Ψ(t)
.�

Отметим, что оператор T ∗ при Ψ(t) = t, называемый оператором Чеза-
ро [4], интенсивно изучался в литературе [10,12].

Для специального случая функции Ψ оценку нормы оператора T можно
получить следующим образом

Лемма 8. Если существует такое k > 0, что Ψ(t) ≥ k(t − a) для всех
t ∈ [a, b], то

‖T‖Lp→Lp ≥
q

k(q − 1)
, (1 < q ≥ ∞).

� Так как, ‖T‖Lp→Lp = ‖T ∗‖Lq→Lq , используя представление оператора
T ∗ (лемма 7), имеем

‖T ∗z‖Lq = ‖ 1

Ψ(·)

∫ (·)

a

z(s)ds‖Lq ≤ ‖
1

k((·)− a)

∫ (·)

a

z(s)ds‖Lq .

Применив неравенство Харди–Литтльвуда, получаем

‖T ∗z‖Lq ≥
q

k(q − 1)
‖z‖Lq . �

Для случая оператора Чезаро (Ψ(t) ≡ t, t ∈ [0, 1]) и p = 1, ‖T ∗‖L1→L1
≥ 1.

Заметим, что в некоторых случаях при оценке нормы оператора T мож-
но воспользоваться обобщенным неравенством Харди.

Рассмотрим оператор T√Ψ : L2 → L2, определенный равенством

(T√Ψz)(t) =

∫ b

t

z(s)√
Ψ(s)

ds, z ∈ L2.

Этот оператор возника при доказательстве леммы 4. Будет справедлива
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Лемма 9. Если функция Ψ такова, что

B = sup
a<r<b

√
(r − a) ·

∫ b

r

1

Ψ(s)
ds <∞,

то
‖T√Ψ‖L2→L2

≥ 2B.

Доказательство получаем, рассмотрев оператор T ∗√
Ψ
сопряженный опе-

ратору T√Ψ и применив обобщенное уравнение Харди.

Пример 3. Если Ψ(t) ≡ t, t ∈ [0, 1], то B = 1/
√
e и

‖T√t‖L2→L2
≥ 2√

e
.

Пример 4. В лемме 4 доказано существование константы γ > 0, такой,
что для любых z ∈ L2 выполняется неравенство

〈−Gz, z〉L2
≤ γ‖Gz‖2

L2
,

где G : L2 → L2 – оператор Грина задачи (1.11),(1.12). Это неравенство
выполняется при γ < 1/‖K‖L2→L2

, где K = T ∗√
Ψ
T√Ψ.

Пусть Ψ(t) ≡ t, t ∈ [0, 1]. Найдем оценку ‖K‖L2→L2
. Имеем

(Ky)(t) = (T ∗√
t
T√ty)(t) =

1√
t

∫ t

0

(∫ 1

u

y(s)√
s
ds

)
du.

Меняя порядок интегрирования, получаем

(Ky)(t) =
1√
t

(∫ t

0

√
sy(s)ds+ t

∫ 1

t

y(s)√
s
ds

)
.

Далее применяя неравенство Гельдера, имеем

|(Ky)(t)| ≤
√
t√
2
‖y‖L2

+
√
t
√
− ln t ‖y‖L2

.

Отсюда

‖Ky‖L2
≤
(

1√
2
‖
√
t‖L2

+ ‖
√
t
√
− ln t‖L2

)
‖y‖L2

= ‖y‖L2
.

Таким образом, ‖K‖L2→L2
≤ 1 и, следовательно, γ < 1.
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Будем предполагать, что функция Ψ удовлетворяет условию (i).
Рассмотрим задачу

Ψ(t)ẍ+ βẋ = f(t), (2.4)

x(a) = 0, x′(b) = 0. (2.5)

Лемма 10. Если выполнено равенство

‖T‖L2→L2
≤ 1

|β|
то задача (2.4),(2.5) для каждого f ∈ Lp имеет единственное решение
x ∈ WΨ,p,2.

� Однозначная разрешимость краевой задачи (2.4),(2.5) эквивалентна
однозначной разрешимости в пространстве Lp уравнения

z(t)− β
∫ b

t

z(s)

Ψ(s)
ds = f(t), (2.6)

которое получено подстановкой x из равенства (1.10), где α21 = α22 = 0,
в уравнение (2.4). Уравнение (2.6) имеет вид

(I − βT )z = f,

где оператор T определен равенством (2.3). Если ‖T‖Lp→Lp ≤
1

|β|
, то урав-

нение (2.6) однозначно разрешимо в Lp. �

Пусть G3 : Lp → WΨ,p,2 – оператор Грина задачи (2.4), (2.5). Выяс-
ним условия корректной разрешимости задачи (2.1). Решение задачи (2.1)
удовлетворяет в пространстве WΨ,p,2 уравнению

x(t) = X · col{α21, α22}+ (G3Nx)(t), (2.7)

где N : WΨ,p,2 → Lp – оператор Немыцкого, Nu = f(t, u). Уравнение (2.7)
можно рассматривать в пространстве C, так как всякое решение уравнения
(2.7), принадлежащее пространству C, будет принадлежать иWΨ,p,2. Будем
рассматривать оператор Грина G3 как оператор, действующий из Lp в C.

Лемма 11. Если выполнены условия леммы 9, то

‖G3‖Lp→C ≤
max
t∈[a,b]

‖W2(t, ·)
Ψ(·)

‖Lq

1− |β| · ‖T‖Lp→Lp
,

(
1

p
+

1

q
= 1

)
,
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где W2(t, s) определена равенством (1.7).

� В условиях леммы 9 задача (2.4),(2.5) однозначно разрешима и ее
оператор Грина G3 : Lp → WΨ,p,2 имеет представление

G3 = W (I − βT )−1,

где W : Lp → WΨ,p,2 – оператор Грина задачи (1.8), (1.2). Так как,
WΨ,p,2 ⊂ C, то G3 можно рассматривать как оператор, действующий из
Lp в C. Имеем

‖G3‖Lp→C ≤
‖W‖Lp→C

1− |β| · ‖T‖Lp→Lp
.

Так как

‖Wz‖C = max
t∈[a,b]

(∫ b

a

W2(t, s)

Ψ(s)
z(s)ds

)
≤ max

t∈[a,b]

∥∥∥∥W2(t, ·)
Ψ(·)

∥∥∥∥
Lq

‖z‖Lp. �

Теорема 1. Пусть задача (2.4),(2.5) однозначно разрешима, и f(t, u)

удовлетворяет по второму аргументу условию Липшица с константой
kf . Если

kf(b− a)1/p‖G3‖Lp→C < 1,

то краевая задача (2.1) корректно разрешима.

� Решение задачи (2.1) удовлетворяет условию (2.7), где N : C → Lp.
Из условия теоремы следует, что

‖Nu1 −Nu2‖Lp ≤ kf(b− a)1/p‖u1 − u2‖C .

Имеем

‖G3Nu1 −G3Nu2‖C ≤ kf(b− a)1/p‖G3‖Lp→C ‖u1 − u2‖C .

Применяя принцип неподвижной точки Банаха, получаем утверждение
теоремы. �

Заметим, что пространствоWΨ,p,2 вложено Lp. Если рассматривать опе-
ратор G3 как оператор, действующий из Lp в WΨ,p,2, то, так как
‖W‖Lp→WΨ,p,2

= 1, имеем

‖G3‖Lp→WΨ,p,2
≤ 1

1− |β| · ‖T‖Lp→Lp
.
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Лемма 12. Пусть функция Ψ такова, что∥∥∥∥W2(t, ·)
Ψ(·)

∥∥∥∥
Lq

∈ Lp,
(

1 ≤ p ≤ ∞, 1

p
+

1

q
= 1

)
,

тогда оператор вложения J : WΨ,p,2 → Lp непрерывен и

‖J‖WΨ,p,2→Lp ≤ max

(b− a)1/p,
(b− a)1+1/p

(1 + p)1/p
,

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥W2(t, ·)

Ψ(·)

∥∥∥∥
Lq

∥∥∥∥∥
Lp

.
� Из (1.10) следует, что любой элемент x ∈ WΨ,p,2 имеет представление

x(t) =

∫ b

a

W2(t, s)ẍ(s)ds+ (t− a)ẋ(b) + x(a).

Отсюда получаем

‖Jx‖Lp ≤ ‖
∫ b

a

W2(·, s)
Ψ(s)

Ψ(s)ẍ(s)ds‖Lp +
(b− a)1+1/p

(1 + p)1/p
|ẋ(b)|+ (b− a)1/p|x(a)| ≤

≤

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥W2(t, ·)

Ψ(·)

∥∥∥∥
Lq

∥∥∥∥∥
Lp

· ‖Ψẍ‖Lp +
(b− a)1+1/p

(1 + p)1/p
|ẋ(b)|+ (b− a)1/p|x(a)| ≤

≤ max

(b− a)1/p,
(b− a)1+1/p

(1 + p)1/p
,

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥W2(t, ·)

Ψ(·)

∥∥∥∥
Lq

∥∥∥∥∥
Lp

 · ‖x‖WΨ,p,2
�

Аналогично теореме 1 будет верна следующая

Теорема 2. Пусть задача (2.4), (2.5) однозначно разрешима, и f(t, u)

удовлетворяет по второму аргументу условию Липшица с константой
kf . Если

kf‖G3‖Lp→WΨ,p,2
· ‖J‖WΨ,p,2→Lp < 1,

то краевая задача (2.1) корректно разрешима.

� Решение задачи (2.1) удовлетворяет условию уравнению

x(t) = X · col{α21, α22}+ (G3NJx)(t),

где оператор Немыцкого N действует из Lp в Lp. Используя условие тео-
ремы, имеем

‖Nu1 −Nu2‖Lp ≤
(∫ b

a

|Nu1 −Nu2|pdt
)1/p

≤ kf‖u1 − u2‖Lp.
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Далее получаем

‖G3NJu1 −G3NJu2‖WΨ,p,2
≤ ‖G3‖Lp→WΨ,p,2

· ‖NJu1 −NJu2‖Lp ≤

≤ kf‖G3‖Lp→WΨ,p,2
· ‖J‖WΨ,p,2→Lp · ‖u1 − u2‖WΨ,p,2

.

Ссылка на принцип неподвижной точки Банаха завершает доказательство
теоремы. �

В некоторых случаях использование теоремы 2 дает менее жесткие усло-
вия корректной разрешимости, чем условия, получаемые по теореме 1. Это
показывает следующий

Пример 5. Пусть p = q = 2, Ψ(t) = 4
√
t(1− t), t ∈ [0, 1]. Покажем, что

‖G3‖L2→C > ‖G3‖L2→WΨ,2,2
· ‖J‖WΨ,2,2→L2

.

Для этого покажем, что

max
t∈[0,1]

∥∥∥∥W2(t, ·)
Ψ(·)

∥∥∥∥
L2

> max

(
1,

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥W2(t, ·)

Ψ(·)

∥∥∥∥
L2

∥∥∥∥∥
L2

)
.

Имеем ∥∥∥∥W2(t, ·)
Ψ(·)

∥∥∥∥
L2

=

(∫ t

0

s3/2

√
1− s

ds+

∫ t

0

1√
s(1− s)

ds

)1/2

=

=
(
− 2t3/2

√
1− t+

3

2
(2t− 1)

√
t(1− t)+

+

(
3

8
+ t2

)
· arcsin 2t− 1 +

π

2
t2 +

3π

16

)1/2

.

Эта функция является монотонно возрастающей, и

max
t∈[0,1]

∥∥∥∥W2(t, ·)
Ψ(·)

∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥W2(1, ·)
Ψ(·)

∥∥∥∥
L2

=

√
11π

8

Далее, имеем (∫ 1

0

∥∥∥∥W2(t, ·)
Ψ(·)

∥∥∥∥2

L2

dt

)1/2

=

√
11π

24

Очевидно, что условие, полученное по теореме 2, будет менее жестким.

Теперь пусть функция Ψ удовлетворяет условию (ii). рассмотрим зада-
чу (2.2). Разрешимость в WΨ,p,1 задачи (2.2) эквивалентна разрешимости в
Lp уравнения

z = f(t, Gz +Xα) (2.8)
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при каждом фиксированном α ∈ R2. Уравнение (2.8) получено подстанов-
кой x из равенства (1.9) в уравнение (0.5). Перепишем уравнение (2.8) в
виде

Фz = 0, (2.9)

где оператор Ф : Lp → Lp определен равенством

Фz = z −N(Gz +Xα).

Рассмотрим уравнение (2.9) в пространстве L2.

Лемма 13. Пусть выполнены следующие условия:

1) Существует константа γ > 0 такая, что

〈−Gz, z〉L2
≥ γ‖Gz‖2

L2

2) Пусть существуют константы m ≥ 0, n < γ = γ(G), такие, что

а) Для всех u, v ∈ R1 и почти всех t ∈ [a, b] выполняется неравен-
ство

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ m|u− v|

б) Для всех u, v ∈ R1 и почти всех t ∈ [a, b] выполняется неравен-
ство

(−f(t, u) + f(t, v))(u− v) ≤ m(u− v)2

Тогда при ξ >
m2

4(γ − n)
оператор I − N(Gz + Xα) является (Uξ, µ) –

монотонным,

где µ = 1− m2

4ξ(γ − n)
и Uξz = z − ξGz.

� Обозначим

R = 〈(u−N(Gu+Xα))− (v −N(Gv +Xα)), u− v〉L2,ξ
.

Для любых u, v ∈ L2 имеем

R = ‖u− v‖2
L2

+ < (−N(Gu+Xα)− ξ(Gu+Xα))−

−(−N(Gv +Xα)− ξ(Gv +Xα)), u− v >L2
+

+ 〈(−N(Gu+Xα)−N(Gv +Xα)), (−ξ(Gu+Xα)− (−ξ(Gv +Xα))〉L2
.
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Ввиду условия 2) получаем

R ≥ ‖u− v‖2
L2

+ < (−N(Gu+Xα)− ξ(Gu+Xα))−

−(−N(Gv +Xα)− ξ(Gv +Xα)), u− v >L2
−nξ‖Gu−Gv‖2

L2
.

Отсюда, применяя условие а) и неравенство Гельдера, имеем

R ≥ ‖u−v‖2
L2
−m‖Gu−Gv‖L2

·‖u−v‖L2
+ξ 〈−G(u− v), u− v〉L2

−nξ‖Gu−Gv‖2
L2
.

Положим
ε =

4(γ − n)ξ −m2

m
.

По условию леммы ε > 0. Получаем

R ≥ ‖u− v‖2
L2
−

2

m+ ε
‖u− v‖2

L2
+
m+ ε

2
‖Gu−Gv‖2

L2

2 +

+ξ 〈(−G(u− v), u− v〉L2
− nξ‖Gu−Gv‖2

L2
.

Отсюда, используя условие 1), получаем

R ≥ ‖u− v‖2
L2

(
1− m

m+ ε

)
+ ‖Gu−Gv‖2

L2

(
ξ(γ − n)− m(m+ ε)

4

)
≥

≥ ‖u− v‖2
L2

(
1− m

m+ ε

)
.

Подставив значение ε, получаем утверждение леммы �

Теорема 3. Если выполнены условия леммы 11, то отображение
Ф : L2 → L2 является гомеоморфизмом.

� Так как, (−G) положительный оператор, то при любом ξ ≥ 0 опера-
тор Uξ = I − ξG обратим в силу того, что σ(−G) ⊂ [0,∞). Таким образом,
в силу леммы 11 оператор Ф является (Uξ, µ) – монотонным относительно
обратимого оператора Uξ.�

Теорема 3 гарантирует корректную разрешимость задачи (2.2) в про-
странстве L2.
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3. Разрешимость квазилинейных задач для син-

гулярного дифференциального уравнения вто-

рого порядка

Рассмотрим краевую задачу

Ψẍ+ βẋ = f(t, x), (3.1)

`x = ϕx, (3.2)

где ` : WΨ,p,1 → R2 (` : WΨ,p,2 → R2) – линейный ограниченный вектор-
функционал,
ϕ : WΨ,p,1 → R2 (ϕ : WΨ,p,2 → R2) – непрерывный вектор-функционал,
где WΨ,p,1 (WΨ,p,2) – непрерывный дифференциал функции на (a, b], ẍ су-
ществует почти всюду на [a, b], Ψẍ ∈ Lp.

Предложенная в [2] схема позволяет получить признаки разрешимости
задачи (3.1),(3.2) для широкого класса функционалов `, не уточняя при
этом его конкретный вид.

Задачу (3.1), (3.2) будем рассматривать при следующих предположени-
ях:

1) Функция Ψ удовлетворяет условию (i);

〈−Gz, z〉L2
≥ γ‖Gz‖2

L2

2) Оператор НемыцкогоN : WΨ,p,1 → L2 (N : WΨ,p,2 → L2), определенный
равенством Nu ≡ f(t, u) непрерывен, f(t, 0) ≡ 0.

Определение 3. Будем говорить, что функция f удовлетворяет условию
P (c, d, δ), если существует функция c ∈ Lp и такие константы d > 0,
δ ∈ [0, 1], что

|f(t, u)| ≤ c(t) + d|u|δ

для почти всех t ∈ [a, b] и для всех u.
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Разрешимость задачи (3.1), (3.2) будем исследовать в банаховом про-
странстве WΨ,p,2. Пусть `, ϕ : WΨ,p,2 → R2. В этом случае, фундаменталь-
ный вектор уравнения Ψẍ+ βẋ = 0 имеет вид:

x ≡
(

1,
1

r′(b)
r(t)

)
,

где r′(t) = e
−β

∫ t

ε0

dτ

Ψ(τ) ,∀ε0 > a.

‖X‖R2→WΨ,p,2
= ‖ ‖X‖ ‖WΨ,p,2

= 1 + ‖Ψr′′

r′(b)
‖Lp = 1 +

|β|
r′(b)
‖r′(·)‖Lp

Так как,

r′′(t) = −βr
′(t)

Ψ(t)
.

Лемма 14. Пусть выполнены условия леммы 2. Если функция f удовле-
творяет по второму аргументу условию Липшица с константой kf , то
f квазиограничена с квазинормой bk ≤ kf .

� Имеем

‖f(·, u)‖Lp
‖u‖WΨ,p,2

≤
‖f(·, u)− f(·, 0)‖Lp + ‖f(·, 0)‖Lp

‖u‖WΨ,p,2

≤
kf‖u‖Lp
‖u‖WΨ,p,2

+
‖f(·, 0)‖Lp
‖u‖WΨ,p,2

.

В силу леммы 2

‖u‖WΨ,p,2
∼ ‖u‖Lp + ‖u̇‖Lp + ‖Ψü‖Lp.

Получаем

‖f(·, u)‖Lp
‖u‖WΨ,p,2

≤
kf‖u‖Lp

‖u‖Lp + ‖u̇‖Lp + ‖Ψü‖Lp
+
‖f(·, 0)‖Lp
‖u‖WΨ,p,2

.

Таким образом, при ‖u‖WΨ,p,2
→ ∞ lim

‖u‖WΨ,p,2→∞

‖f(·, u)‖Lp
‖u‖WΨ,p,2

≤ kf и, следова-

тельно, bf ≤ kf . �

Теорема 4. Пусть выполнены следующие условия:

1) Выполнены условия теоремы 1 или теоремы 2;

2) det(`X) 6= 0;
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3) Вектор–функционал ϕ квазиограничен с квазинормой bϕ;

4) ‖(`X)−1‖ ·
(

1 +
|β|
r′(b)
‖r′(·)‖Lp

)
· (kf‖`‖+ bϕ) < 1− kf ,

тогда задача (3.1), (3.2) имеет хотя бы одно решение.

� В качестве пространств D и B возьмем соответственно WΨ,p,2 и Lp.
Пусть

Lx ≡ Ψẍ+ βẋ, Fx ≡ Nx.

В качестве вспомогательной задачи рассмотрим для уравнения (3.1) задачу
с условиями

`1x ≡ col{x(a), x′(b)} = α, α ∈ R2. (3.3)

При выполнении первого условия теоремы задача (3.1), (3.3) корректно
разрешима. Пусть G3 : Lp → WΨ,p,2 – оператор Грина задачи (3.1), (3.3).
При этом ‖G3‖Lp→WΨ,p,2

= 1. Как было показано выше,

‖X‖R2→WΨ,p,2
= 1 +

|β|
r′(b)
‖r′(·)‖Lp.

По лемме 14 квазинорма bf не превосходит константы Липшица kf . При-
менение [36,37] завершает доказательство. �

Теорема 5. Пусть выполнены следующие условия:

1) Выполнены условия леммы 12, теоремы 1 или теоремы 2;

2) Функция f(t, u) удовлетворяет условию P (c, d, δ), δ ∈ [0, 1);

3) Вектор–функционал ϕ квазиограничен с квазинормой bϕ = 0,

тогда задача (3.1), (3.2) имеет хотя бы одно решение.

� Из условия 3) теоремы получаем, что квазинорма функции f равна
нулю. Действительно,

‖f(·, u)‖Lp ≤ ‖‖Lp ≤ ‖c(·) + d|u|δ‖Lp + d‖uδ‖Lp

В силу неравенства Иенсена имеем

‖f(·, u)‖Lp ≤ ‖c‖Lp + d(b− a)1−δ‖u‖δLp.
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Используя неравенство,

‖u‖Lp ≤ ‖J‖WΨ,p,2→Lp · ‖u‖WΨ,p,2
,

где J : WΨ,p,2 → Lp оператор вложения пространстваWΨ,p,2 в Lp [см. лемму
12], имеем

‖f(·, u)‖Lp ≤ ‖c‖Lp + d(b− a)1−δ‖J‖δWΨ,p,2
· ‖u‖δWΨ,p,2

.

Отсюда следует, что

bf = lim
‖u‖WΨ,p,2→∞

‖f(·, u)‖Lp
‖u‖WΨ,p,2

= 0.

Для завершения доказательства применим [36,37].

Пример 6. Рассмотрим уравнение

sin t · ẍ+ βẋ = f(t, x), t ∈ [0, 1] (3.4)

в пространстве WΨ,p,2, где p ≡ 1, Ψ(t) ≡ sin t. Оператор вложения
J : WΨ,p,2 → L1 непрерывен, так как по лемме 12

vraisup
0≤s≤1

|W2(t, s)

sin s
| = t

sin t
∈ L1.

При β < sin 1 по лемме 7 краевая задача

sin t · ẍ+ βẋ = f1

x(0) = 0, x′(1) = 0

однозначно разрешима ∀f1 ∈ L1.
Если константа Липшица по второму аргументу функции f удовлетво-

ряет условию
kf < sin 1− |β|

то условия теоремы 1 выполнены и краевая задача (3.2), (1.2) корректно
разрешима.

Пусть `x = col{x(0), x(1)}. И

X =

{
1,

(
1 + cos 1

1− cos 1

)−β/2 ∫ t

0

(
1 + cos 1

1− cos 1

)−β/2}
−
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фундаментальный вектор уравнения sin t · ẍ + βẋ = 0. Легко проверить,
что det(`X) 6= 0.

Таким образом, для уравнения (3.4) краевая задача с условиями{
x(0)

x(1)

}
= ϕx по теореме 5 имеет решение x ∈ WΨ,1,2, если f удовлетворяет

условию P (c, d, δ), δ ∈ [0, 1) и ϕ имеет квазинорму bϕ ≡ 0.

Пример 7. Рассмотрим уравнение (0.6). Уравнение (0.6) является част-
ным случаем уравнения (3.1) с

f(t, x) ≡ β0t exp

(
− 1

x+ τ

)
, τ ≥ 0.

Так как, физический смысл x - температура химической реакции, то x ≥ 0.
В этому случае f удовлетворяет условию P (c, 0, δ), так как f(t, u) ≤ β0t

для почти всех t ∈ [0, 1] и для всех u. Следовательно, к уравнению (0.6)
можно применить теорему 5.

Отметим, что ограничение на константу Липшица функции f суще-
ственно сужает класс функций к которым применимы теоремы 4, 5. Изло-
женные в [36,37] результаты позволяют избавиться от этого ограничения.

Теперь в качестве вспомогательной задачи рассмотрим для уравнение
(3.1) задачу с условиями

`1x ≡ col{x(a), x(b)} = α, α ∈ R2. (3.5)

Разрешимость задачи (3.1), (3.2) будем исследовать в банаховом простран-
стве WΨ,2,1. Пусть `2, ϕ : WΨ,2,1 → R2, Ψ удовлетворяет условию (ii).

В этом случае фундаментальный вектор уравнения Ψ · ẍ+ βẋ = 0

X ≡
(

1− 1

r(b)
r(t),

1

r(b)
r(t)

)
.

Получаем, что

‖X‖R2→WΨ,p,1
= ‖ ‖X‖ ‖WΨ,p,1

= 1 +
|β|
|r(b)|

‖r′(·)‖Lp.

Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 3. Если

1) det(`X) 6= 0;
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2) Вектор–функционал ϕ квазиограничен с квазинормой bϕ;

3)

‖(`X)−1‖ ·
(

(‖`‖+ bϕ) ·
‖G‖2

L2→L2

16

(
1−

m2‖G‖2
L2→L2

4(γ − n)

)
×

×
(

1 +
m
√
‖G‖L2→L2√

‖G‖L2→L2
·m2 + 4(γ − n)

)
+ bϕ

(
1 +

|β|
r(b)
‖r′‖L2

))
< 1

то задача (3.1), (3.2) имеет хотя бы одно решение.

Доказательство следует из [36,37].

Пример 8. Рассмотрим задачу

t · ẍ+ βẋ = f(t, x), t ∈ [0, 1]

`x ≡ col{x(1), x′(1)} = ϕx,
(3.6)

где вектор-функционал ϕ квазиограничен с квазинормой bϕ, f удовлетво-
ряет условиям 2) и 3) [36,37].

Для установления факта разрешимости задачи (3.6) рассмотрим вспо-
могательную задачу

t · ẍ+ βẋ = f(t, x), t ∈ [0, 1]

`1x ≡ col{x(0), x(1)} = α, α ∈ R2.
(3.7)

Задачу (3.6) будем рассматривать в пространстве WΨ,2,1, где Ψ ≡ t. Пусть

f такова, что удовлетворяет условию леммы 11 с константами m =
5

9
,

−n =
2

9
. Задача (3.7) удовлетворяет всем условиям леммы 11. Действи-

тельно, по примеру 4 при γ < 1 выполняется неравенство

〈−Gz, z〉L2
≥ γ‖Gz‖2

L2
.

где G : L2 → L2 – оператор Грина задачи (2.6). Пусть γ =
8

9
. По теореме 3

задача (2.6) корректно разрешима.
Теперь для задачи (3.6) проверим все условия теоремы 6. Фундамен-

тальный вектор X имеет вид:

X = (1− t1−β, t1−β).
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При β <
1

2
имеем

‖X‖R2→WΨ,p,1
= 1 +

|β|√
1− 2β

, ‖X‖R2→L2
=

1

3− 2β

Проверим первое условие теоремы 6

det(`X) = 1− β 6= 0.

Далее по [37] найдем константу bz. Для этого получим оценку нормы опера-

тора Грина задачи (3.7). Используя пример 2 при β <
1

9
имеем ‖G‖2

L2→L2
< 2.

Подставляя все известные величины в выражение для bz, получаем

bz <
18

25
.

Найдем ‖`‖WΨ,2,1→R2. Имеем

|`u| ≤ max(|u(1)|, |u′(1)|) ≤ max(‖u‖WΨ,2,1
, |u′(1)|).

Используя равенство ∫ 1

0

tu′′(t)dt+ u(1)− u(0),

получаем |u′(1)| ≤ ‖u‖WΨ,2,1
, следовательно,

‖`‖WΨ,2,1→R2 ≤ 1.

Таким образом, задача (3.6) будет иметь решение в пространстве WΨ,2,1

при выполнении условия
bϕ <

1

13
. (3.8)

Иначе говоря, задача (3.6) будет иметь решение, если вектор-функционал

ϕ квазиограничен с квазинормой меньшей, чем
1

13
.

Пример 9. В случае, если f аддитивная функция по второму аргумен-
ту, то по теореме 6 можно существенно улучшить условие разрешимости
задачи (3.6).

Пусть выполнены все условия примера 8. По теореме 6 задача (3.6) будет
иметь решение в пространствеWΨ,2,1, если квазинорма вектор-функционала

ϕ удовлетворяет условию bϕ <
43

56
. Отметим, что это условие менее жест-

кое, чем условие (3.8).
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Заключение

В заключении отметим, что полученные в работе достаточные при-
знаки разрешимости краевых задач для сингулярного дифференциального
уравнения (0.5) оказываются менее жестким, чем при непосредственной
применимости схемы Шаудера.
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