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Введение 
Проектирование транспортных магистралей 

выполняется с применением автоматизированных 
процедур, обеспечивающих унификацию чертежей 
и сметных расчетов [1]. Тем не менее, каждая ма-
гистраль уникальна, поскольку является элемен-
том конкретного ландшафта. Поэтому экономич-
ность и оптимальность проекта достигается не 
только за счет автоматизации проектных работ, но 
также благодаря творческому потенциалу инжене-
ра-разработчика и его знаниям теоретических ос-
нов начертательной геометрии [4, 13]. 

При проектировании переходной кривой, свя-
зывающей два участка трассы, используются раз-
нообразные алгебраические и трансцендентные 
кривые [14, 15]. Например, два прямолинейных 
участка трассы могут быть связаны гладкой со-
ставной кривой, состоящей из дуги окружности и 
двух участков клотоиды. В этом случае переход-
ная кривая должна обеспечивать плавное измене-
ние кривизны переходного участка трассы от нуля 
(первый прямолинейный участок) до некоторого 
заранее заданного максимального значения, равно-
го кривизне дуги окружности, с последующим 
плавным уменьшением кривизны до нуля (второй 
прямолинейный участок). Современные методы 
проектирования предполагают использование как 

традиционных переходных кривых, так и алгеб-
раических сплайнов третьего и более высоких по-
рядков гладкости [3]. При этом формируется пере-
ходный участок, состоящий из нескольких разных 
кривых. В отличие от известных методов, примене-
ние квадратичного преобразования Гирста [16] по-
зволяет получить переходную кривую в виде одной 
алгебраической кривой четвертого порядка [5]. 

 
1. Постановка задачи 
Требуется построить переходную кривую, 

имеющую в заданных точках A и B данные каса-
тельные TA, TB и радиусы кривизны RA, RB (рис. 1).  

 
Рис. 1. Граничные условия 
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Рассмотрим графоаналитический способ ре-
шения задачи, основанный на преобразовании 
Гирста (Hirst) с инвариантной окружностью d2. 
Центр преобразования принадлежит инвариантной 
окружности. Алгоритм решения основан на свой-
стве сохранения инцидентности геометрических 
фигур при выполнении взаимно однозначных пре-
образований [5, 6]. 

 
2. Обобщенная инверсия 
На совмещенной плоскости П=П′ начертим 

окружность d2 с центром O. Отметим произволь-
ную точку M плоскости П. Этой точке соответст-
вует точка M′ плоскости П′. Точки Q, P, M, M′ об-
разуют гармоническую четверку (рис. 2, а). Ок-
ружность d2 называют инвариантной окружно-
стью, поскольку точки этой окружности при ин-
версии переходят в себя. Центр инверсии O совпа-
дает с центром окружности. Произвольная прямая 
m преобразуется в окружность m2, проходящую 
через точку O. Все окружности проходят через 
циклические точки I, J, следовательно, образ лю-
бой прямой проходит через F-точки O, I, J [2]. 

В рассматриваемом случае фундаментальные 
точки в совмещенных полях П=П′ попарно совпа-
дают: точки F1=F′1 совпадают с точкой O. Мнимые 
точки F2=F′3 и F3=F′2 совпадают с циклическими 
точками, то есть инцидентны инвариантной ок-
ружности d2 [8, 9]. 

Произвольным образом переместим центр O 
преобразования относительно центра окружности 
(рис. 2, б). Алгоритм построения соответственных 
точек остается прежним. Получаем преобразова-
ние, которое называют обобщенной инверсией или 
преобразованием Гирста. При этом мнимые точки 
F2=F′3 и F3=F′2 не совпадают с циклическими точ-
ками, но остаются на окружности d2, указывая 
мнимые точки касания мнимых прямых, прове-
денных из точки O касательно к d2. Произвольная 
прямая m переходит в конику m2, проходящую 
через точку O=F1=F′1 и через мнимые сопряжен-
ные точки F2=F′3, F3=F′2 [7, 10, 11]. 

Вынесем центр преобразования O за пределы 
инвариантной окружности d2. Перекрестно совпа-
дающие точки F2=F′3, F3=F′2, оставаясь на окруж-
ности d2, становятся вещественными. Образ m2 
произвольной прямой m проходит через центр 
O=F1=F′1 и через точки F2=F′3, F3=F′2 (рис. 2, в). 

Если центр преобразования O принадлежит 
инвариантной окружности, то F-точки совпадают с 
центром O: O=F1=F′1=F2=F′2=F3=F′3, вследствие 
чего образы всех прямых получают в точке O 
трехточечное соприкосновение друг с другом, в 
том числе и с образом p2 несобственной прямой 
(рис. 2, г). Образ несобственной прямой p2 назы-
вают предельной окружностью. Предельная ок-
ружность проходит через центр преобразования O 
и через центр инвариантной окружности d2. 

 
 

Рис. 2. Преобразование Гирста: а – инверсия; б – центр O внутри d2; 
в – центр O вне d2; г – центр O принадлежит d2 
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3. Образ окружности в обобщенной инверсии 
Обобщенная инверсия задана центром F1 и 

инвариантной окружностью d2. Требуется постро-
ить образ r окружности r0 (рис. 3).  

Отмечаем точки пересечения 1, 1′ окружно-
сти r с прямой j1=F2F3. Все точки этой прямой, в 
том числе и отмеченные точки 1, 1′, преобразу-
ются в точку F1. Следовательно, F1 – двойная 
точка кривой r. Точки F2, F3 также двойные. По-
лучаем образ окружности r0 – рациональную кри-
вую r четвертого порядка. Кривая r проходит че-
рез точки R, R′ пересечения прообраза r0 и инва-
риантной коники d2.  

Если прообраз r0 не пересекается с прямыми j1, 
j2, j3, то образ r не проходит через точки F1, F2, F3. 
Если прообраз пересекается с ji (i=1,2,3), то образ 
обязательно инцидентен точке Fi. Сколько раз про-
образ пересекает прямую ji, столько раз образ прохо-
дит через ассоциированную с прямой ji точку Fi.  

В частности, если все три F-точки совпадают 
с центром преобразования O (рис. 2, г), то исклю-
ченные прямые j1, j2, j3 совпадают между собой, 
занимая положение касательной t к инвариантной 
окружности d2 в точке O. Если при этом окруж-
ность r0 пересекает касательную t (в двух точках), 
то ее образ r дважды проходит через три совпав-
шие F-точки. При этом обе ветви кривой r имеют в 
точке O круг кривизны, совпадающий с предель-
ной окружностью p2. Обе ветви кривой r и окруж-
ность p2 проходят через три совпавшие точки 
F1=F2=F3, следовательно, находятся в трехточеч-
ном соприкосновении. Следовательно, в обобщен-
ной инверсии с центром O, лежащим на инвари-
антной окружности d2, образ r окружности r0 име-
ет в точке O круг кривизны p2. 

 
4. Алгоритм построения переходной кривой 
В прямоугольной системе координат XY даны 

окружности ρA и ρB с радиусами RA, RB. На окруж-

ностях зафиксированы точки A, B и касательные 
TA, TB в этих точках (см. рис. 1). Требуется сконст-
руировать кривую r, имеющую в точках A, B дан-
ные касательные TA, TB и данные радиусы кривиз-
ны RA, RB.  

Шаг 1. Одну из граничных точек (например, 
точку B), принимаем за центр квадратичной инво-
люции I2 совмещенных полей П = П′ с совпавши-
ми F-точками: B = F1 = F2 = F3 = F′1 = F′2 = F′3. За-
данный круг кривизны ρB считаем предельной ок-
ружностью p2 преобразования I2. Предельная ок-
ружность однозначно определяет инвариантную 
окружность d2. Инволюция I2(B, d2) полностью 
определена [5]. 

Шаг 2. Круг кривизны ρA, принадлежащий по-
лю П, преобразуется в кривую четвертого порядка 
ρ′A, лежащую в поле П′. Найдем уравнение кривой 
ρ′A. Для этого введем в рассмотрение новую сис-
тему координат xy ≡ x′y′, совместив начало коор-
динат с центром преобразования B и направив ось 
y≡y′ вдоль прямой t, касающейся инвариантной 
окружности d2 в точке B (рис. 4). 

В системе координат xy преобразование I2(B, d2) 
описывается уравнениями  
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где R – радиус инвариантной окружности d2. Фор-
мулы обратного преобразования получаются про-
стой перестановкой координат x и x′, y и y′: 

 
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Уравнение круга кривизны ρA имеет вид: 
2 2 2

0 0( ) ( ) ,Ax x y y R                                 (3) 

где x0, y0 – координаты центра круга кривизны ρA 
в системе координат xy.  

 
Рис. 3. Образ r окружности r0  

в преобразовании Гирста 
Рис. 4. Образ ρ′A круга кривизны ρA  

в инволюции I(B, d2) 
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Подставляя в (3) выражения (2), получаем 
уравнение кривой ρ′A в неявном виде: 

 4 4 2 2 3 3 3E x D y K x y T x F x y x y                  
 

2 2 2 0,M x y N x y L x                                            (4) 

где 2 2 2
0 0 ;AD R y x     2

02 ;E R Rx D     K′ = R2– 
– 2x0R – 2D′; T′ = 2x0R2 + 2RD′; F′ = 2Ry0; M′ = 2R2y0; 
N′ = 2RD; L′ = D′R2.  

Поделив выражение (4) на коэффициент E′, 
получаем уравнение образа ρ′A круга кривизны ρA: 
  4 4 2 2 3,G x y x Dy Kx y Tx    

 
 3 3 2 2 2– 0F x y xy Mx y Nxy Lx                       (5) 

Шаг 3. По формулам прямого 
преобразования (1) находим численные значения 
координат точки A′, соответствующей точке A в 
инволюции I2. Для вычисления кривизны кривой 
ρ′A дифференцируем функцию G(x, y): 
G′x = ∂G/∂x = 4Ex3

 + 2Ky2x – 3Fx2y –Fy3 + 3Tx2 +  
      +2Mxy + Ny2 – 2Lx; 
G′y = ∂G/∂y = 2Kx2y–4Dy3–Fx3–3Fy2x + Mx2 + 2Nxy; 
G′′xx = (∂G/∂x)′x = 12Ex2 + 2Ky2 – 6Fxy + 6Tx + 2My – 2L;  
G′′xy = (∂G/∂x)′y = 4Kxy – 3F(x2+y2) + 2Mx + 2Ny; 
G′′yy = (∂G/∂y)′y = 2Kx2 – 12Dy2 – 6Fxy + 2Nx. 

Первая производная g′A = –G′x/G′y в точке A′ 
определяет угол наклона касательной к кривой 
G(x, y). Кривизна Kr кривой G(x, y) = 0 вычисляет-
ся по формуле: 

2 2 2 2 3/2Kr (2 )/( ) .x y xy y xx x yy x yG G G G G G G G G              (6) 
Шаг 4. Для окончательного решения задачи 

надо найти прообраз окружности r′ в квадратичной 
инволюции I2(B, d2). Запишем уравнение круга 
кривизны r′ в поле П′: 

2 2 2( ) ( ) .O O Ax x y y R                                (7) 
Подставляя в (7) вместо переменных x′, y′ вы-

ражения (1), получаем уравнение кривой r четвер-
того порядка с двойной точкой B: 

  4 4 2 2 3,r x y ex dy kx y tx      

 3 3 2 2 2– 0.f x y xy mx y nxy lx          (8) 

Покажем, что кривая r удовлетворяет задан-
ным граничным условиям. Обе ветви кривой r 
имеют в точке B один и тот же круг кривизны ρB=p2, 
следовательно, граничные условия в точке B вы-
полнены. Осталось показать, что кривая r удовле-
творяет граничным условиям в точке A. Действи-
тельно, точке A′, лежащей на круге кривизны r′, в 
инволюции I2(B, d2) соответствует точка A. Следо-
вательно, прообраз r окружности r′ проходит через 
A. Окружность r′ имеет в точке A′ трехточечное со-
прикосновение с кривой ρ′A – образом круга кри-
визны ρA. Прообразы r и ρA также имеют в точке A 
трехточечное соприкосновение, поскольку обоб-
щенная инверсия, как и любое взаимно однозначное 
преобразование, сохраняет инцидентность (рис. 5). 

Кривая r содержит две ветви AB. Если не учи-
тывать направление касательной TA, то обе ветви 
удовлетворяют граничным условиям. С учетом 
направления TA следует выбрать «верхнюю» ветвь 
кривой r. Чтобы найти уравнение кривой r в ис-
ходной системе координат XY, надо в уравне-
нии (8) выполнить замену переменных: 

cos sin , sin cos .x X Y a y X Y b           
 
5. Графическое дифференцирование 
функции G(x,y) 
Кривизна Kr неявно заданной кривой G(x,y) в 

точке A′ вычисляется по формуле (6). При этом 
требуется предварительно рассчитать первые и 
вторые частные производные функции G(x,y). Эту 
трудоемкую вычислительную процедуру можно 
заменить более простой операцией графического 
дифференцирования. 

Построение касательной в данной точке. На 
кривой ρ указана точка A и ряд точек 1, 2, 3 в ма-
лой окрестности точки A (рис. 6). Требуется по-

  
Рис. 5. Прообраз r круга кривизны r′ Рис. 6. Построение касательной 
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строить касательную к кривой ρ в точке A. Начер-
тим произвольную прямую a, приблизительно 
перпендикулярную к искомой касательной. Через 
точку A проведем хорды A-1, A-2, A-3 и продол-
жим их до пересечения с прямой a. От точек пере-
сечения 11, 21, 31 отложим отрезки, равные хордам: 
11-1′=A-1; 21-2′=A-2; 31-3′=A-3, причем длины хорд, 
расположенных по разные стороны от точки A, 
отложим с разных сторон прямой a. Через точки 
1′, 2′, 3′ проводим кривую v и отмечаем точку V ее 
пересечения с прямой a. Прямая t=AV является 
искомой касательной к кривой ρ в точке A [12]. 

Графический алгоритм может быть реализо-
ван на компьютере с любой заранее заданной сте-
пенью точности. В частности, указанный алгоритм 
графического дифференцирования использован 
для проверки значения производной 
g′A= –G′x/G′y=1,10346, найденной посредством 
дифференцирования неявно заданной функции 
G(x,y). Для этого на окружности ρA были отмечены 
несколько произвольных точек в малой окрестно-
сти точки A, затем графически определены их об-
разы в инволюции I2(B, d2), после чего графически 
построена касательная в точке A′. Получено значе-
ние (g′A)*=1,1035, отличающееся от проверяемого 
значения g′A=1,10346 лишь пятой значащей цифрой. 

Построение круга кривизны в данной точке. 
Для построения круга кривизны в точке A отмеча-
ем на данной кривой ρ ряд точек 1, 2, 3, 4, лежа-
щих в малой окрестности точки A. В каждой точке 
(в том числе в точке A) выполняем построение 
касательной к кривой ρ (рис. 7). 

 От точек A, 1, 2, 3, 4 откладываем вдоль каса-
тельных равные отрезки произвольной длины. 
Концы A′, 1′, 2′, 3′, 4′ этих отрезков определяют 
кривую ρ′, эквитангенциальную по отношению к 
кривой ρ. Точке A кривой ρ соответствует точка A′ 
кривой ρ′. По ранее рассмотренной графической 
схеме (см. рис. 6) находим касательную t′ к кривой 
ρ′ в точке A′. Нормали к кривым ρ, ρ′, построенные 
в точках A, A′, пересекаются в точке O – центре 
искомого круга кривизны r (см. рис. 7). Графиче-

ское дифференцирование использовано для про-
верки значения радиуса RA′=46,038 круга кривизны 
r′ кривой ρ′A в точке A′, найденного расчетно-
аналитическим способом. Получено значение 
RA′=45,742, отличающееся от расчетного на 0,6 %. 
Повышение точности может быть достигнуто за 
счет использования дополнительных точек в ма-
лой окрестности исследуемого участка кривой. 

Таким образом, алгебраическая кривая чет-
вертого порядка r(x,y) обеспечивает плавное изме-
нение кривизны Kr переходного участка от значе-
ния Kr=0,2 в точке A до значения Kr=0,1 в точке B. 
В точке перегиба N кривизна равна нулю (рис. 8). 

 
Заключение 
Разработан графоаналитический способ про-

ектирования переходных участков транспортных 
магистралей с заданными граничными условиями, 
основанный на особых свойствах квадратичного 
бирационального преобразования плоскости с 
совпадающими фундаментальными точками. В 
отличие от известных способов, разработанный 
способ позволяет получать переходную кривую в 
виде дуги одной алгебраической кривой четверто-
го порядка, а не в виде составной кривой, состоя-
щей из участков различных кривых линий. Для 
определения коэффициентов уравнения переход-
ной кривой предлагается использовать способ 
графического дифференцирования. Показано, что 
при использовании средств современной компью-
терной графики погрешность графического опре-
деления радиуса кривизны искомой кривой не 
превышает 0,6 %. Разработанный графоаналитиче-
ский способ может применяться при проектирова-
нии переходных участков скоростных магистралей 
и спортивных трасс. 
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GRAPHICAL ANALYTIC ALGORITHM FOR DESIGNING 
TRANSITIONAL SECTIONS OF TRANSPORT HIGHWAYS 
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South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
 

Transitional sections of transport highways are required to have a smooth curvature change 
along the entire length of the section. Modern design methods assume the use of both traditional 
transition curves and algebraic splines of high order of smoothness. In this case, a transition region 
consisting of several different curves is formed. In this paper, we propose a method for constructing 
transition curves, based on the special properties of quadratic birational transformations of a plane 
with coinciding fundamental points. In contrast to the known methods, applying of the method
of quadratic birational transformations makes it possible to obtain a transition curve in the form
of a single algebraic curve of the fourth order, instead of a composite curve consisting of sections of 
different curved lines. In order to determine the coefficients of the transition curve equation, the me-
thod of graphic differentiation of an implicitly set function of two variables is used. It is shown that 
when using modern computer graphics, the error in determining the curvature
radius of the desired curve does not exceed 0.6 %. The developed graphical analytic algorithm can 
be used when designing transitional sections of highways and sports routes. 

Keywords: generalized inversion, cyclic points, limit circle, graphic differentiation. 
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