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Приведены характерные особенности применения метода ко-

нечных разностей для решения краевых электродинамических за-

дач волноводной техники. Показано, что применение итерацион-

ных методов для решения двумерных скалярных задач позволяет 

построить эффективные вычислительные процедуры с пошаго-

вым контролем скорости сходимости. Предложен удобный метод 

для графического отображения полученных результатов. 

Ключевые слова: волновод, краевая задача, метод конечных 

разностей, итерационные методы, силовые линии, «жесткие» 

обыкновенные дифференциальные уравнения.  

 

Для регулярного волновода (РВ) с произвольной формой поперечного 

сечения в декартовой системе координат  , ,x y z  выберем в качестве про-

дольной ось z . Как показано в [1], электромагнитное поле в РВ можно 

представить в виде волны следующего вида, распространяющейся в на-

правлении zi : 

           , , , exp ; , , , expx y z x y i z x y z x y i z     E E H H ,     (1) 

где , E H  – 2D векторные комплексные амплитуды волны электромаг-

нитного поля в поперечном сечении РВ; i     – комплексный коэф-

фициент распространения волны в РВ;    – коэффициент затухания ам-

плитуды; в2   – коэффициент фазы волны; в  – длина волны в РВ. 

Такое представление волн в РВ позволяет значительно упростить форму-

лировку соответствующих краевых задач с заданными граничными усло-

виями для тангенциальных составляющих векторов ,E H  на идеально про-

водящих стенках РВ. Система однородных уравнений Гельмгольца прини-

мает следующий вид: 

       2 2, , 0; , , 0c cx y k x y x y k x y          E E H H ,        (2) 

где 
2 2 2 2x y        – оператор Лапласа, действующий в области по-

перечного сечения РВ; 
2 2

ck k    – характеристическое волновое чис-

ло; a ak     – волновое число среды заполнения РВ с диэлектрической 

и магнитной проницаемостями ,a a  . В вычислительной электродинамике 
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для анализа РВ широко используется принцип скаляризации векторных за-

дач определения электромагнитного поля в волноводе с помощью перехо-

да к решению более простых скалярных задач только для продольных 

компонент электрического и магнитного полей    , , ,z zE x y H x y  [2], [3]. 

С их помощью определяют все остальные компоненты электромагнитных 

волн в РВ E -типа и H -типа, соответственно [3]. Таким образом, для рас-

чета полного электромагнитного поля в РВ необходимо решить уравнение: 

2 0z c zE k E   ,                                               (3) 

с граничным условием 0z L
E   для волны E -типа, где L  – контур области 

D  поперечного сечения РВ, и уравнение: 

2 0z c zH k H   ,                                               (4) 

с граничным условием 0z L
H n    для волны H -типа, где n  – направле-

ние вектора внешней нормали к контуру L  [4]. 

Метод конечных разностей является одним из основных методов вы-

числительной электродинамики. Введем комплексную скалярную функ-

цию  z zu E H  в зависимости от вида дифференциального уравнения (3) 

или (4). Конечно-разностные аппроксимации производных функции u  по-

лучают с помощью разложения ее в ряд Тейлора на интервалах дискрети-

зации области построения решения D . Зададим регулярную сетку дискре-

тизации области D  в виде набора линий с шагом xh  по координате x  и с 

шагом yh  по координате y . Наиболее просто генерация таких сеток с по-

мощью систем автоматизированного проектирования производится для 

области D  в виде прямоугольника или набора прямоугольных областей 

[5]. Такие области соответствуют наиболее широко используемым волно-

водам прямоугольного сечения, а также Н-образным и П-образным РВ. 

В случае области D  с контуром более сложной формы, не вписывающим-

ся в наложенную сетку дискретизации (узлы, то есть точки пересечения 

линий регулярной сетки, могут выходить за границы контура L ), произво-

дится специальная форма аппроксимации дифференциальных операторов 

[1]. На следующем этапе вводится аппроксимация непрерывной функции 

u  сеточной функцией ,i ju , определенной в узлах сетки с номерами ,i j . 

Например, конечно-разностный оператор Лапласа для внутренней точки 

дискретной области D  – так называемый пятиточечный оператор, выгля-

дит следующим образом [1]: 

1, 1, , 1 , 1 ,2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
2i j i j i j i j i j

x x y x x y

u u u u u u
h h h h h h

    

 
       

 
 

,        (5) 
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где индексы ,i j  соответствуют нумерации внутренних узлов сетки по ко-

ординатам ,x y , соответственно. Известны и более точные аппроксимации 

дифференциальных операторов второго порядка [6], но их применение 

значительно усложняет процедуру автоматизированного формирования 

дискретной математической модели для определения поля в РВ. 

Дискретизированные граничные условия вводятся следующим обра-

зом: 

, 0m nu   для волны E -типа; 1, ,m n m nu u   для волны H -типа, – это усло-

вие соответствует разностной аппроксимации граничного условия Нейма-

на; индексы ,m n  соответствуют номерам узлов на границе области D . То-

гда для каждой внутренней точки области D  численное решение краевых 

задач можно записать в следующем виде: 

, 1, 1, , 1 , 1
y yx x

i j i j i j i j i j
xy xy xy xy

a aa a
u u u u u

b b b b
       ,                   (6) 

где константы , ,x y xya a b  определяются параметрами сетки дискретизации. 

На рис. 1 приведен пример автоматизированной дискретизации области 

построения решения с учетом граничных условий для Н-образного РВ. 

 

 

Рис. 1. Пример дискретизации области построения решения 
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Широкое применение в вычислительной электродинамике получили 

итерационные методы решения систем линейных алгебраических уравне-

ний (СЛАУ), к которым приводит рекурсивная схема построения числен-

ного решения (6). Использование прямых методов решения становится  

затруднительным для СЛАУ высокого порядка, кроме того, численное  

решение может быть неустойчивым для части спектра собственных значе-

ний дискретного оператора Лапласа. Использование итерационных мето-

дов позволяет контролировать устойчивость разностных схем и скорость 

сходимости на каждом шаге итерационной процедуры. Кроме того, вы-

бор начального приближения для запуска итерационной процедуры в вол-

новодных задачах возможен для широкого набора собственных волновод-

ных мод, каждая из которых является решением корректной краевой зада-

чи [2]. 

Для численного решения уравнений (3) и (4) с соответствующими гра-

ничными условиями использовался итерационный метод последователь-

ной верхней релаксации [6]: 

       1 1
, , , ,
m m m m

i j i j i j i ju u u u
    

 
,                             (7) 

где  1
,
m

i ju


 – численное решение по методу Либмана на шаге итерации с 

номером 1m ; 1 2   – экспериментально определяемый ускоряющий 

множитель. Многочисленные вычислительные эксперименты показали, 

что рациональный подбор этого множителя позволяет уменьшить время 

численного решения в 1,5–1,7 раза в сравнении со стандартной процедурой 

Либмана.  

На рис. 2, 3, 4 приведены примеры решения уравнения (3) для РВ 

со сложной формой поперечного сечения, для заданной относительной  

погрешности вычислений 
3~10  количество итераций не превышает 40. 

Оптимальное значение множителя   для рассматриваемой области по-

строения численного решения D  с небольшими изменениями может быть 

использовано и для других форм поперечного сечения РВ. Для рассматри-

ваемых задач значение множителя 1,23  . 

Использование свойств непрерывности и гладкости функций, описы-

вающих электромагнитные поля, в частности в классе функций 2L  [3], по-

зволяет ввести эффективную интерполяцию численных решений для полу-

чения дополнительной информации о характере электромагнитных полей 

в определенных областях. Например, сплайн-интерполяция численного 

решения с учетом априорных свойств конечно-разностных аппроксимаций 

может приводить к существенному уменьшению размерности исходной 

задачи путем прореживания дискретной сетки. 
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а)                                                                     б) 

 

Рис. 2. Решение задачи для H-образного волновода: 

а – распределение компоненты  ,zE x y ; 

б – распределение компоненты  ,zE x y  в плоскости поперечного сечения 

 
 

 

 

а)                                                                      б) 

Рис. 3. Решение задачи для П-образного волновода 

а – распределение компоненты  ,zE x y ; 

б – распределение компоненты  ,zE x y  в плоскости поперечного сечения 
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а)                                                                      б) 

Рис. 4. Решение задачи для L-образного волновода 

а – распределение компоненты  ,zE x y ; 

б) – распределение компоненты  ,zE x y  в плоскости поперечного сечения 

 
 

Для волноводных задач важное практическое значение приобретают 

удобные графические интерпретаторы полученных численных решений. 

Наибольшее применение в волноводной технике получили графические 

изображения электромагнитных полей в виде силовых линий векторов на-

пряженностей электрического и магнитного полей. С их помощью можно 

оптимизировать конструкцию волноводного узла, прогнозировать опасные 

участки волноводного тракта при передаче высоких уровней мощности 

электромагнитного поля. Для изображения картин силовых линий E -волн 

и H -волн используется система двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений (ОДУ) [2]: 

x y z

dx dy dz

v v v
  ,                                                   (8) 

где v  – векторное поле. Численное решение системы ОДУ определяет 

уравнения силовых линий для заданных начальных условий. В качестве 

примера рассмотрим графический интерпретатор электромагнитных полей 

прямоугольного волновода. Составляющие векторного поля v  можно най-

ти из уравнений полных электромагнитных полей [3], [6]. 
 

 

0 2
sin sin cos sin

sin cos exp ; волна; (9)

mn mn mn
m z x

mn

y mn

m x m y m m x n y
E i

a b a a b

n m x n y
i z E

b a b

    



  


 
   




  



E i i

i
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 0
2

sin cos cos sin exp .
mn

mn mn
m x y mnE

mn mn

E n m x n y m m x n y
i i z

b a b a a bW

      




 
   

 
H i i

 

 

0 2
cos sin sin cos

exp ;

mn H mn mn
m mn x y

mn

mn

n m x n y m m x n y
iW H

b a b a a b

i z

      





 
   

 

 

E i i
 

 

0 2
cos cos sin cos (10)

cos sin exp ; волна,

mn mn mn
m z x

mn

y mn

m x m y m m x n y
H i

a b a a b

n m x n y
i z H

b a b

    



  


 
   




  



H i i

i

 

где      
22 22 ; 1 ; 2mn mn

mn mn кр кр mnm a n b k             – критиче-

ская длина волны; 
E

mn mn aW   ; 
H

mn a mnW    – характеристические 

сопротивления волн E -типа и H -типа, соответственно. Например, для 

волны mnE  получим следующее ОДУ: 

   
   

cos sin

sin cos

m x a n y bdy mb

dx na m x a n y b

 
 

 
.                              (11) 

Численное решение этого ОДУ для набора начальных значений iy  оп-

ределяет набор силовых линий для H -компонент в плоскости xOy . Ана-

логично можно получить ОДУ и для других компонент. 

Графический интерпретатор разработан по принципу объектно-

ориентированного программирования с использованием среды GUIDE для 

создания пользовательского интерфейса. Для решения ОДУ была выбрана 

функция ode15s – метод переменного порядка, использующий формулы 

численного дифференцирования. Классические методы Рунге-Кутты 

(функции ode45, ode23 в MATLAB) не справляются с решением, так как 

дифференциальные уравнения являются достаточно жесткими. На рис. 5 

приведено окно программы графического интерпретатора. 

В программе реализованы следующие возможности: 

а) задание размеров поперечного сечения прямоугольного волновода; 

б) положение плоскостей отображения картин; 

в) параметры возбуждаемой волны (длина волны, числа m  и n ). 
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Рис. 5. Окно программы,  

приведены картины силовых линий волны 21E  

 
 
Заключение. Конечно-разностные аппроксимации дифференциальных 

операторов совместно с интерполяционными схемами являются эффектив-

ными вычислительными процедурами решения задач волноводной техни-

ки. Предложенный итерационный метод решения краевых задач позволяет 

контролировать вычислительный процесс на каждом шаге с возможностью 

оперативной коррекции параметров дискретизации. Важной особенностью 

такого метода является достаточно слабая зависимость от граничных усло-

вий задачи. Необходимо отметить, что для конечно-разностных методов 

характерны трудности учета смешанных граничных условий, особенно для 

контуров L  сложной формы.  

Предложен удобный для практического использования графический 

интерпретатор силовых линий электромагнитных полей в РВ. Показано, 

что только с помощью программ численного решения «жестких» ОДУ 

можно получить приемлемые результаты, отображающие картины сило-

вых линий волноводных мод с высокой точностью.  
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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СОСТАВЛЯЮЩИХ 

ДИСКРЕТНЫХ СИГНАЛОВ 

 

В.О. Чернецкий 

 
Рассмотрен подход к обнаружению периодических состав-

ляющих дискретных сигналов и оценке их параметров на основе 

анализа комплексных спектров. 

Ключевые слова: анализ спектров, периодическая составляю-

щая. 

 

В практике цифровой обработки сигналов часто возникает задача обна-

ружения в сигнале периодической составляющей и оценки ее параметров. 

Подобная проблема имеет место, к примеру, при определении частоты ос-

новного тона в технике компрессии речи, в вибродиагностике подшипни-

ков качения и во множестве других случаев. Обычно требуется оценить 

период (частоту первой гармоники) и отношение сигнал/шум. Причем под 

сигналом в этом случае подразумевается именно периодическая состав-

ляющая, а под шумом – все остальное. 


