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УДК 517.9 

О СВОЙСТВАХ ОДНОГО ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

ОПЕРАТОРА В ПРОСТРАНСТВЕ ГЛАДКИХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ K-ФОРМ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ  

НА РИМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ БЕЗ КРАЯ 
 

 Д.Е. Шафранов, Т.Н. Мхавес 
 

Получен результат о расщеплении области определения од-

ного эллиптического самосопряженного псевдодифференци-

ального оператора, в пространстве гладких дифференциальных 

k-форм, определенных на гладком ориентированном компакт-

ном римановом многообразии без края. Для простоты понима-

ния описана редукция уравнений с псевдодифференциальными 

операторами к уравнениям с абстрактными операторами. Дан-

ный результат можно использовать для развития теории урав-

нений и моделей соболевского типа.  

Ключевые слова: дифференциальные k-формы, риманово 

многообразие без края, модели соболевского типа, расщепление 

в прямую сумму подпространств. 
 

Введение 

В настоящее время широко исследуются различные математические 

модели на основе уравнений соболевского типа вида: 

MuuL  ,                                                (1) 

с необратимым оператором L  при производной [1]. Стоит отметить, что 

исследования ведутся как для абстрактных уравнений, так и по конкрет-

ным приложениям такого вида [2]. Имеются качественные и численные 

исследования решений данных уравнений в самых различных постанов-

ках. Нас будет интересовать один из аспектов разрешимости задачи Ко-

ши в пространстве дифференциальных k-форм, определенных на римано-

вом многообразии без края: 

0
)0( uu  ,                                                 (2) 

для уравнений вида (1), а именно требующееся в теории относительных 

операторов расщепление области определения оператора  FUL ,L  в 

прямую сумму подпространств: 

10 UUU  .                                                    (3) 

Во введении формулируется задача и описывается ее связь с матема-

тическими моделями соболевского типа. В первом пункте (предваритель-

ные сведения) вводятся пространства дифференциальных k-форм, опре-

деленных на многообразии без края и сведения из теории относительно 
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ограниченных операторов Свиридюка [1] и теории Ходжа–Кодаиры [3] о 

расщеплении таких пространств. Во втором пункте (основные результа-

ты) приведены: основной результат о расщеплении области определения 

линейного ограниченного оператора  Δ L . 

Предварительные сведения 

Пусть U  и F  банаховы пространства и операторы  FUML ,, L  

(т.е. линейные и ограниченные из U  в F ). Определим L –резольвент- 

ное множество       UFμL-MMρ
-L ,
1
L :C  и L –спектр 

   MM LL  \C  оператора M . Оператор-функцию   1
 ML  назовем 

L –резольвентой оператора M , а оператор-функции     LMLMRL 1
 


 

и     1
 MLLMLL 


 правой и левой L –резольвентой оператора M  со-

ответственно. 

Определение 1. Оператор M называется ограниченным относительно 

оператора L (короче,  ,L –ограниченным), если  aa 


 CR . 

Оператор M называется  pL, –ограниченным, если он является  ,L –

ограниченным и точка    полюс порядка   N 0p  L –резольвенты 

оператора M . 

Пусть   OML  . Уравнение (1) редуцируется [1] к паре эквивалент-

ных ему уравнений: 

     MuMLuMRL 1

11


 


 , (4) 

 
    fMLMfMLL 1

11


 




, (5) 

где  ML 
1

.  

Оба уравнения можно понимать согласно [1] как конкретные интер-

претации уравнения: 

 BvvA  , (6) 

где операторы )(, WВA L , а W  – некоторое банахово пространство. Ре-

шением уравнения (6) называется вектор-функция  WCv ,R , удовле-

творяющая уравнению (6). 

Определение 2. Отображение   WCV L,R  называется разре-

шающей группой уравнения (6), если  

(i) tsts VVV  для любых Rts, ; 

(ii) для любого Wv 
0

 вектор-функция  
0

vVtv t  является решением 

уравнения (6). 

Теорема 1. [1] Пусть оператор M   pL, –ограничен. Тогда сущест-

вуют аналитические разрешающие группы уравнений (4) и (5), представ-

ляемые интегралами Данфорда – Тейлора: 



Наука ЮУрГУ: материалы 69-й научной конференции 

Секции естественных наук 

11 

  
Γ







deMR

i
U tLt

2

1
, (7) 

  
Γ







deML

i
F tLt

2

1
, (8) 

где контур Γ – ограничивает область, содержащую  ML . 

Группы (7), (8) имеют единицы: 

   PdMR
i

U L  
Γ





2

10
,   

Γ

QdML
i

F L 



2

10
, (9) 

Обозначим ядра и образы этих полугрупп ,im,ker 10 UU  PP  

,ker 0FQ  
1im FQ . 

Пусть n  является гладким компактным ориентированным римано-

вым многообразием без края. Пространства гладких дифференциаль-

ных k-форм, определенных на многообразии n  обозначим 

  nkHH
nkk

,...,1,0,  . В пространствах kH  определен оператор Лапла-

са – Бельтрами dd  Δ , где d  – оператор внешнего дифферен-

цирования k-форм,    
**1

11
d

kn 
  – сопряженный к оператору d , 

а   – оператор Ходжа. Положим     ,ker,, Δ
Δ


kkkkkd
HHdHHdH 


 

nk ,...,1,0 . 

Определим формулой: 

      *,
0

, где 
k

H ,  (10) 

скалярное произведение в пространстве nkH
k

,...,1,0,  , а соответствую-

щую норму обозначим 
0

 . Пополнение пространства 
k

H  по этой норме 

обозначим 0Η
k
. Пополнение линеалов 

kkkd
HHH ,,


 по ней обозначим 

соответственно через 000 H,H,H
kkkd 
. 

Теорема 2. [3] (Теорема Ходжа – Кодаиры). Для любого nk ,...,1,0  су-

ществует расщепление пространства 0Η
k
 в прямую ортогональную сумму: 

 0000 HHHH
Δkkkdk




,  (11) 

причем пространство 0H
Δk
 конечномерно. 

Введем следующими формулами: 
 

       ,,,,
001

   

        ,,,,
102

  ΔΔ  (12) 
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еще два скалярных произведения в пространстве ,,...,1,0, nkH
k

  а соот-

ветствующие нормы обозначим 
1

  и 
2

  соответственно. Пополнение 

пространства 
k

H  по этим нормам обозначим 21 Η,Η
kk
.  

Рассмотрим в 0Η
k
 ортопроектор 


P , 0Hker

ΔΔ k
P  . Он будет ортопроек-

тором и в 21 Η,Η
kk
, причем в силу конечномерности их ядра совпадут и 

210 HHH
ΔΔΔ kkk

 .  

Положим пространства   2,1,0,H 


ll

k

l

k Δ
H  (т.е. ортогональное до-

полнение к гармоническим k-формам). Пространства 2,1, ii

k
Η  – банахо-

вы, причем в силу непрерывности и плотности вложений 2

k

1

k

0

k
ΗΗΗ  , 

а также конечности ранга оператора 
Δk

P и nk ,,1,0   справедливо сле-

дующее. 

Следствие. [4] Для любого nk ,,1,0   существуют расщепления 

пространств: 

 
kΔ

i 1

kΔ

i

k
ΗΗΗ  , (13) 

где 2,1,  iP
k kΔ

i 1

kΔ
Η-IΗ

Δ
. 

Основные результаты 

Пусть n  – гладкое ориентированное компактное риманово многооб-

разие без края. Используя приведенную выше теорию, определим про-

странства: 

 .
~

,
~ 0

k

2

k
ΗΗ  FU  (14) 

Пространства U
~

 и F
~

 являются векторными расслоениями дифферен-

циальных k-форм на многообразии n . Обозначим    FCFUCU
~

,
~    

векторные пространства гладких сечений FU
~

,
~

 соответственно.  

Определение 3. Линейный дифференциальный оператор L  порядка l , 

действующий из U
~

 в F
~

, – это линейное отображение из U  в F . Опера-

тор L  называется эллиптическим, если он эллиптический локально 

(в каждой тривиализации). 

Рассмотрим оператор  Δ L . Очевидно, что это эллиптический 

самосопряженный оператор из U  в F . Тогда справедлива следующая 

теорема. 

Теорема 3. Оператор  Δ  линейный непрерывный из U  в F , 

а пространства U  и F  разлагаются в прямые суммы: 
 

    ,kerim ΔΔ 


U  (15) 

   .ker)(im


 ΔΔ F  (16) 
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Замечание. В Теореме 3 знак звездочка, означающий сопряженный 

оператор, в силу самосопряженности оператора  Δ  можно не исполь-

зовать, но это затруднило бы понимание результата. 
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УДК 537.523 + 53.087.5 + 51-76 

КОНТУРНЫЙ АНАЛИЗ ЭЛЕМЕНТОВ БИОЭЛЕКТРОГРАММ 

 

А.А. Шульгинов, О.С. Стадник 

 
Приведены данные о результатах контурного анализа био-

электрограмм. Разработан метод анализа биоэлектрограмм 

пальцев человека. Изображение разделяется на отдельные эле-

менты, затем выделяются их контуры для последующей обра-

ботки и классификации. 

Ключевые слова: эффект Кирлиан, биоэлектрограмма, кон-

турный анализ. 

 

Самая фундаментальная проблема современной науки – это исследо-

вание природы человека. Один из методов исследования был разработан 

С.Д. Кирлиан и В.Х. Кирлиан в конце 50-х годов ХХ века [1], получив-

ший название в научной литературе как метод Кирлиан. Испытуемый 

ставит палец между двумя электродами. Один из электродов плоский, и 

на него помещают фотобумагу. На электроды дают высокое переменное 

высокочастотное напряжение. Вокруг пальца в момент разряда возникает 


