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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность 

На сегодняшний день поиск больших простых чисел очень важен для 

современного мира, так как такие числа используются повсеместно, а не 

только в математике. 

Так, в криптографии большие простые числа используются для 

шифрования информации без которого в современном мире не обойтись, 

поскольку средства криптографической защиты применяются во всех от-

раслях: различные банковские операции, электронные почты, социальные 

сети, мобильная связь и т. д.  

Для обеспечения надежности шифрования используют простые чис-

ла до 1024-х бит. Кроме того, почти все асимметричные криптографиче-

ские алгоритмы основаны на задачах факторизации (разложении числа на 

простые множители) и дискретного логарифмирования в конечном поле. 

В последнее время в алгебраических исследованиях проводится 

очень большое количество исследований по, так называемым, арифмети-

ческим задачам. Особенно эти задачи популярны в теории групп. Истоки 

их восходят к великим проблемам Бернсайда, которые в разных видах бы-

ли решены Новиковым и Адяном, Кострикиным и Зельмановым. Однако, 

после решения этих фундаментальных проблем, возникло много очень 

важных и интересных задач. Одной из задач такого рода является задача о 

спектрах и графах простых чисел, которой много занимаются в Китае, Рос-

сии, Иране и других странах. 

Цель и задачи работы 

Целью данной работы является разработка программной системы 

для вычисления примитивных делителей и простых спектров специальных 

примарных двучленов, а также тестирование разработанной системы на 

данных, полученных из системы GAP.  

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие 

задачи, перечисленные ниже. 
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1. Изучить особенности примарных и простых чисел, а также про-

стых спектров. 

2. Провести анализ аналогичных проектов. 

3. Спроектировать и разработать программную систему для вычисле-

ния примитивных делителей и простых спектров специальных примарных 

двучленов. 

4. Получить список примитивных делителей и список простых спек-

тров специальных примарных двучленов в системе GAP. 

5. Провести тестирование программной системы. 

6. Проанализировать полученные результаты. 

Содержание работы 

Работа состоит из введения, 8 глав, заключения и списка литературы. 

Объем работы составляет 52 страницы, объем списка литературы – 17 ис-

точников. 

Первая глава «Анализ предметной области» содержит описание 

предметной области и обзор аналогичных проектов. 

Вторая глава «Теоретическая часть» содержит теоретический мате-

риал, который был использован при написании программной системы. 

Третья глава «Проектирование» содержит функциональные и не-

функциональные требования к системе, диаграмму вариантов использова-

ния и краткое описание прецедентов, диаграмму деятельности, а также ма-

кеты пользовательского интерфейса. 

Четвертая глава «Разработка» содержит реализацию системы. 

Пятая глава «Список примитивных делителей специальных примар-

ных двучленов в системе GAP» содержит описание получения списка про-

стых делителей в системе GAP, а также получение списка примитивных 

делителей с помощью СУБД. 

Шестая глава «Список простых спектров специальных примарных 

двучленов в системе GAP» содержит описание получения списка простых 
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спектров в системе GAP, а также списка повторяющихся простых спектров 

с помощью СУБД. 

Седьмая глава «Тестирование» содержит результаты тестирования 

программной системы. 

Восьмая глава «Анализ полученных результатов» содержит резуль-

таты вычисления и анализа примитивных делителей и простых спектров 

специальных примарных двучленов. 

В заключении описываются основные результаты, полученные в хо-

де выполнения выпускной квалификационной работы. 

В приложении А представлен листинг для получения списка простых 

делителей специальных примарных двучленов в системе компьютерной 

алгебры GAP.  

В приложении Б представлен результат тестирования программной 

системы на корректность выходных данных. 

В приложении В представлены результаты вычислений примитив-

ных делителей специальных примарных двучленов. 
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1. АНАЛИЗ ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ 

1.1. Простые числа, спектры и специальные примарные двучлены 

Простое число – натуральное число, имеющее ровно два различных 

натуральных делителя: единицу и самого себя [1]. Примарным числом 

называется степень простого числа. 

Поиск больших простых чисел является сложной задачей потому, 

что формула или алгоритм, позволяющий генерировать любые простые 

числа, еще не найдены. 

Пусть 𝑞 – простое число и 𝑛 – натуральные числа. Простое число, 

делящее 𝑞𝑛 − 1 и не делящее 𝑞𝑖 − 1 при любом натуральном 𝑖 <  𝑛, назы-

вается примитивным простым делителем 𝑞𝑛 − 1. 

Простым спектром натурального числа называется множество всех 

простых делителей данного числа. 

Специальные примарные двучлены – числа вида 𝑞𝑛 − 1 и 𝑞3 − 𝑞, где 

𝑞 – примарное число. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Изучение простых спектров числа вида 𝑞3 − 𝑞 для 

примарных чисел и примитивных простых делителей числа вида 𝑞𝑛 − 1 

изучались во многих работах, см., например, [2]. Поэтому данные исследо-

вания следует рассматривать как существенную часть большой работы. 

Особенный интерес представляют степени простых чисел: 2, 3, 5, … 

 

1.2. Анализ аналогичных проектов 

GAP [3] – свободно распространяемая система компьютерной алгеб-

ры для вычислительной дискретной алгебры с акцентом на теорию вы-

числительных групп. GAP позволяет производить вычисления с гигант-

скими целыми и рациональными числами, допустимые значения которых 

ограничены только объемом доступной памяти, используемой электронно-

вычислительной машины. 

Maple [4] – математическое программное обеспечение, которое соче-

тает в себе мощный математический движок с интерфейсом, который поз-
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воляет чрезвычайно легко анализировать, исследовать, визуализировать и 

решать математические задачи. 

Mathematica [5] – система компьютерной алгебры, обеспечивающая 

цельную интегрированную и постоянно расширяющуюся систему, покры-

вающую широту и глубину технических вычислений. Простой дизайн и 

интуитивно понятные названия функций, состоящие из полных английских 

слов, позволяют с легкостью использовать программу. 

MATLAB [6] – пакет прикладных программ для решения задач тех-

нических вычислений и одноименный язык программирования, использу-

емый в этом пакете. MATLAB обладает множеством готовых, встроенных 

функций. Также имеет возможность создавать консольные программы и 

программы с интерфейсом. 

Результаты обзора аналогов представлены в таблице 1. 

Табл. 1. Результаты обзора существующих аналогов 

Название ПО Лицензия Кроссплат-

форменность 

Открытый 

исходный код 

Знание опре-

деленных 

языков про-

граммирова-

ния 

GAP Свободная + + + 

Maple Условно-

бесплатная 

+ - + 

Mathematica Условно-

бесплатная 

+ - + 

MATLAB Коммерческая + - + 

 

Вывод 

Таким образом, в этом разделе был сделан обзор аналогичных проек-

тов. Из полученных результатов можно сделать вывод, что для использо-

вания всех рассматриваемых программных систем необходимо знание 

языка программирования, а также только GAP распространяется бесплат-

но. Maple и Mathematica доступны бесплатно 15 дней, а MATLAB имеет 

только коммерческий вид лицензирования, т. е. является платным.   
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2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

При реализации программной системы будут использованы числа 

Мерсенна и теорема Жигмонди. 

2.1. Числа Мерсенна 

Числа Мерсенна – числа вида (1) 

 

𝑀𝑛 = 2𝑛 − 1, (1) 

 

где 𝑛 – натуральное число [7]. 

Последовательность чисел Мерсенна начинается так. 

1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023, … 

Числа Мерсенна получили известность в связи с эффективным кри-

терием простоты Люка-Лемера, благодаря которому простые числа Мер-

сенна давно удерживают лидерство как самые большие известные простые 

числа. На январь 2019 самым большим известным простым числом являет-

ся число Мерсенна, представленное в формуле (2). 

 

𝑀82 589 933 = 282 589 933 − 1. (2) 

 

Десятичная запись данного числа содержит 24 862 048 цифр [8]. 

 

2.2. Теорема Жигмонди 

Пусть 𝑞 и 𝑛 – неединичные натуральные числа. Существует простое 

число, делящее 𝑞𝑛 − 1 и не делящее 𝑞𝑖 − 1 при любом натуральном 𝑖 <  𝑛, 

кроме следующих случаев (3)  

 

𝑞 =  2, 𝑛 =  6 ;

𝑞 =  2𝑘 − 1 ,
   } (3) 

 

для некоторого простого числа 𝑘 и 𝑛 =  2 [2]. 
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Здесь простое число, делящее 𝑞𝑛 − 1 и не делящее 𝑞𝑖 − 1 при любом 

натуральном 𝑖 <  𝑛, называется примитивным простым делителем числа 

𝑞𝑛 − 1. 

 

2.3. Алгоритм поиска примитивных делителей специальных примар-

ных двучленов 

Данный алгоритм состоит в следующем. 

1. Зафиксировать множество простых чисел (4). 

 

𝑃𝑟 = {2, 3, 5, … }. (4) 

 

2. Для каждого 𝑝 из 𝑃𝑟 получить множество (5). 

 

𝑃(𝑝) = {𝑝, … , 𝑝𝑞(𝑝)}, (5) 

 

где 𝑞 – максимально возможный показатель степени, определяемый воз-

можностями компьютера. 

3. Получить множество (6). 

 

𝑃(𝑝 − 1) = 𝑃(𝑝) − 1. (6) 

 

4. Получить множество простых делителей для каждого числа в 

𝑃(𝑝 − 1). 

5. Получить множество примитивных простых делителей. 

 

2.4. Алгоритм поиска простых спектров специальных примарных 

двучленов 

Данный алгоритм состоит в следующем. 

1. Получить множество натуральных чисел (7). 
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𝑃 = {1, 2, 3, … , 𝑖}, (7) 

где 𝑖 – максимальное натуральное число, определяемое возможностями 

компьютера. 

2. Получить множество 𝑃2 примарных чисел из 𝑃. 

3. Получить множество (8). 

 

𝑃3 = {𝑞 ∗ (𝑞2 − 1) | 𝑞 ∈ 𝑃2}, (8) 

 

где 𝑞 – примарное число из 𝑃2. 

4. Получить список простых делителей для каждого числа в множе-

стве 𝑃3. 

 

Вывод 

В данной главе были рассмотрены числа Мерсенна и теорема Жиг-

монди. А также описаны алгоритмы для поиска примитивных делителей и 

простых спектров специальных примарных двучленов, которые были ис-

пользованы при реализации программной системы. 
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3. ПРОЕКТИРОВНИЕ 

3.1. Функциональные требования 

Разрабатываемое приложение должно удовлетворять следующим 

функциональным требованиям. 

1. Система должна предоставлять пользователю возможность выбора 

между поиском примитивных делителей и поиском простых спектров. 

2. Система должна предоставлять пользователю возможность вы-

брать требуемое число и максимальную степень для поиска примитивных 

делителей. 

3. Система должна предоставлять пользователю возможность вы-

брать максимальную степень для поиска простых спектров. 

4. Система должна предоставлять пользователю возможность выве-

сти список степеней простых чисел, для которых спектры повторяются. 

 

3.2. Нефункциональные требования 

Разрабатываемое приложение должно удовлетворять следующим не-

функциональным требованиям. 

1. Система должна быть реализована на языке программирования Py-

thon. 

2. Система должна иметь удобный и понятный интерфейс пользова-

теля. 

 

3.3. Варианты использования системы 

При проектировании программной системы с помощью языка графи-

ческого описания для объектного моделирования UML, была построена 

модель взаимодействия внешнего актера с программной системой в виде 

диаграммы вариантов использования (прецедентов). Диаграмма прецеден-

тов приведена на рисунке 1. 
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Рис. 1. Диаграмма вариантов использования 

 

Основные актеры, взаимодействующие с системой 

С системой взаимодействует один актер – пользователь.  

Пользователь может сгенерировать список примитивных делителей, 

либо список простых спектров. В обоих случаях пользователю необходимо 

указать параметры: число и максимальную степень (для списка примитив-

ных делителей, либо максимальную степень и вывод степеней простых чи-

сел с повторяющимися спектрами (для списка простых спектров). 

 

Краткое описание вариантов использования системы 

Пользователю доступны следующие варианты использования систе-

мы. 

1. Генерация списка примитивных делителей – пользователь может 

выбрать список примитивных делителей в качестве конечного результата, 

после чего пользователю предоставляется возможность выбрать число и 

максимальную степень, для которого будет сгенерирован список. После 

этого пользователь нажимает кнопку «Генерация списка примитивных де-
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лителей», и программа выдает пользователю список примитивных делите-

лей для выбранного им числа и максимальной степени. 

2. Генерация списка простых спектров – пользователь может вы-

брать список простых спектров в качестве конечного результата, после че-

го пользователю предоставляется возможность выбрать максимальную 

степень, для которого будет сгенерирован список, и возможность выбрать, 

нужно ли выводить степени чисел с повторяющимися спектрами. После 

этого пользователь нажимает кнопку «Генерация списка простых спек-

тров», и программа выдает пользователю список простых спектров для 

выбранной им максимальной степени. Если пользователь указал в качестве 

вывода также и список степеней с повторяющимися спектрами, то про-

грамма выводит и его тоже. 

3. Задать число – пользователь задает число, для которого ему необ-

ходимо получить список примитивных простых делителей. 

4. Задать максимальную степень – пользователь задает максималь-

ную степень, для которой ему необходимо получить список примитивных 

простых делителей или список простых спектров. 

5. Задать вывод степеней простых чисел с повторяющимися спек-

трами – пользователь может задать вывод повторяющихся спектров. 

 

3.4. Диаграмма деятельности 

Для отображения взаимодействия пользователя с системой была раз-

работана диаграмма деятельности для варианта использования «Генерация 

списка примитивных делителей», представленная на рисунке 2.  

Диаграмма деятельности для варианта использования «Генерация 

списка простых спектров» имеет схожую структуру. 
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Рис. 2. Диаграмма деятельности 

 

3.5. Проектирование графического интерфейса пользователя 

Интерфейс пользователя (UI – англ. user interface) – совокупность 

средств, при помощи которых пользователь общается с различными 

устройствами, чаще всего – с компьютером или бытовой техникой, либо 

иным сложным инструментарием (системой) [9]. Один из этапов разработ-

ки дизайна приложения – это создание макета экранов.  

Приложение должно иметь простой, интуитивно понятный пользова-

тельский интерфейс, обеспечивающий необходимую функциональность. 

Экран 1 «Главный экран» – стартовый экран при запуске приложе-

ния, на котором отображаются кнопки «Список примитивных делителей» 

и «Список простых спектров». 

Макет главного экрана представлен на рисунке. 3. 
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Рис. 3. Макет экрана «Главный экран» 

 

При нажатии кнопки «Список примитивных делителей», пользова-

тель переходит на экран 2 «Примитивные делители». 

При нажатии кнопки «Список простых спектров», пользователь пе-

реходит на экран 3 «Простые спектры». 

Экран 2 «Примитивные делители» – экран, позволяющий пользова-

телю выбрать параметры генерации (число и максимальную степень) и 

сгенерировать список примитивных простых делителей для заданного чис-

ла и степени. 

Макет данного экрана представлен на рисунке 4. 

Экран 3 «Простые спектры» – экран, позволяющий пользователю 

выбрать параметры генерации (максимальную степень и вывод списка сте-

пеней с повторяющимися спектрами) и сгенерировать список простых 

спектров или списки (простых спектров и повторяющихся простых спек-

тров) для заданной максимальной степени. 

Макет данного экрана представлен на рисунке 5. 



19 
 

 

Рис. 4. Макет экрана «Примитивные делители» 

 

 

Рис. 5. Макет экрана «Простые спектры» 
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Вывод 

Таким образом, в данном разделе были определены функциональные 

и нефункциональные требования, построена диаграмма вариантов исполь-

зования и диаграмма деятельности. Также был спроектирован графический 

интерфейс пользователя. 
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4. РАЗРАБОТКА 

4.1. Инструменты, используемые для реализации 

Для разработки программной системы был выбран высокоуровневый 

язык программирования Python версии 3.7.7 и среда разработки PyCharm 

Community Edition 2020.1 [10]. 

При реализации программной системы использовались модули стан-

дартной библиотеки Python SymPy [11] (для символьных вычислений) и 

Tkinter [12] (для разработки графического интерфейса). 

 

4.2. Разработка приложения 

Поиск примитивных делителей 

На рисунке 6 представлена реализация поиска примитивных делите-

лей специальных примарных двучленов. 

 

Рис. 6. Листинг для поиска примитивных делителей 

from sympy import primefactors 

 

def del_duplicates_elements(num_list): 

    result_list = [] 

    for row_del in num_list: 

        result_list.append([]) 

        for elem_del in row_del: 

            for row_del_2 in result_list: 

                if elem_del in row_del_2: 

                    break 

            else: 

                result_list[-1].append(elem_del) 

    return result_list 

 

def primary_divisors(p, q): 

    N = [] 

    for k in range(1, q + 1): 

        res = int(p) ** k 

        N.append(res) 

    N2 = [] 

    for k in range(0, q): 

        res = N[k] - 1 

        N2.append(res) 

    N3 = [] 

    for elem in range(len(N2)): 

        N3.append(primefactors(N2[elem])) 

    N4 = del_duplicates_elements(N3) 

    N5 = [] 

    for x1 in range(len(N2)): 

        N5.append(N2[x1]) 

        N5.append(N4[x1]) 

    return N5 
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Поиск простых спектров 

На рисунке 7 представлена реализация поиска простых спектров 

специальных примарных двучленов и повторяющихся простых спектров. 

 

Рис. 7. Листинг для поиска простых спектров 

 

from sympy import primefactors 

from sympy import primerange 

 

def prime_spectrum(q, check): 

    N1 = list(range(1, q + 1)) 

 

    prime = list(primerange(0, q)) 

 

    N2 = [] 

 

    for elem in range(len(prime)): 

        deg = 1 

        for elem2 in range(len(N1)): 

            while deg <= len(prime): 

                if (prime[elem] ** deg) in N1: 

                    N2.append(prime[elem] ** deg) 

                deg += 1 

    N2.sort() 

 

    N3 = [] 

    for elem in range(len(N2)): 

        N3.append((N2[elem]) * (N2[elem] * N2[elem] - 1)) 

 

    N4 = [] 

    for elem in range(len(N3)): 

        N4.append(primefactors(N3[elem])) 

 

    N5 = [] 

    for x1 in range(len(N2)): 

        N5.append(N2[x1]) 

        N5.append(N4[x1]) 

 

    N6 = N5.copy() 

    i = 1 

    while (i <= len(N5)): 

        if N5.count(N5[i]) == 1: 

            item = N5[i] 

            ind = N6.index(item) 

            N6.remove(N6[ind]) 

            N6.remove(N6[ind - 1]) 

        i += 2 

 

    if check == 1: 

        return N5, N6 

    else: 

        return N5, "empty" 
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4.3. Реализация пользовательского интерфейса 

Интерфейс готовой программной системы представляет собой окно 

Windows-приложения, главное меню которого содержит две кнопки: 

«Список примитивных делителей» и «Список простых спектров». Итого-

вый вариант главного экрана приложения представлен на рисунке 8. 

 

Рис. 8. Главный экран приложения 

 

Кнопка «Список примитивных делителей» открывает окно «Прими-

тивные делители», где пользователь может сгенерировать список прими-

тивных делителей для заданных им параметров. Итоговый вариант окна 

«Примитивные делители» представлен на рисунке 9. 

Кнопка «Список простых спектров» открывает окно «Простые спек-

тры», где пользователь может сгенерировать список простых спектров и 

при необходимости список повторяющихся простых спектров для задан-

ной им максимальной степени. Итоговый вариант окна «Простые спектры» 

представлен на рисунке 10. 
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Рис. 9. Интерфейс окна «Примитивные делители» 

 

 

Рис. 10. Интерфейс окна «Простые спектры» 
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Вывод 

В данном разделе была реализована программная система для поиска 

примитивных делителей и простых спектров специальных примарных дву-

членов на основе функциональных требований, приведенных в предыду-

щей главе. А также был реализован графический пользовательский интер-

фейс.  
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5. СПИСОК ПРИМИТИВНЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ СПЕЦИАЛЬНЫХ 

ПРИМАРНЫХ ДВУЧЛЕНОВ В СИСТЕМЕ GAP 

Так как вычисление таких чисел вручную достаточно долгий процесс 

и велика вероятность совершить ошибку, список простых делителей спе-

циальных примарных двучленов для тестирования программной системы 

был получен в системе компьютерной алгебры GAP. А список примитив-

ных делителей был получен с использованием СУБД MS SQL Server 2019 

Express [13]. 

Вычисления были произведены для чисел: 𝑝 =  5, 𝑖 =  50. 

Получение списка простых делителей 

С помощью системы GAP был создан список 𝑃, в который были за-

несены числа от 𝑝1 до 𝑝𝑖 , где 𝑝 – простое число, 𝑖 – максимальная степень. 

Был создан список (9). Затем был создан список 𝑃3, в который были зане-

сены простые делители для каждого числа из списка 𝑃2, полученные с по-

мощью функции PrimeDivisors. И был создан список 𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒𝐷𝑖𝑣𝑖𝑠𝑜𝑟_5, со-

стоящий из значения списка 𝑃2 и соответствующего ему значения списка 

𝑃3.  

 

𝑃2 = 𝑃 − 1. (9) 

 

Код реализации представлен в приложении А.  

Получение списка примитивных делителей 

Для внесения полученных результатов в СУБД MS SQL Server 2019 

данные должны иметь формат «с разделителями», т. е. все нужные для хра-

нения числа должны отделяться друг от друга одним символом (одинако-

вым для всех). Было принято решение, что первое число пойдет в первый 

столбец базы данных, а оставшиеся числа во второй. Для этого была напи-

сана программа на языке С++ в среде Microsoft Visual Studio 2019 [14], ко-

торая редактирует список простых делителей в текстовом файле, удаляя 
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все лишние символы («[» и «]») и отделяя первое число от второго знаком 

«|». Отредактированные данные программа записывает в новый текстовый 

файл. Код программы представлен на рисунке 11. 

 

Рис. 11. Программа для удаления лишних символов 

 

С помощью мастера импорта и экспорта SQL Server была создана 

таблица в базе данных из полученного текстового файла.  

Для получения списка примитивных делителей был составлен за-

прос, представленный на рисунке 12. 

 

Рис. 12. Запрос для получения списка примитивных простых делителей 

 

Результат запроса представлен на рисунке 13. 

#include <iostream> 

#include <fstream> 

#include <regex> 

#include <algorithm> 

 

using namespace std; 

 

int main() 

{ 

 ifstream BD{ "BD_P5.txt" }; 

 ofstream out{ "out_BD_P5.txt" }; 

 

 string text_change{ istreambuf_iterator<char>{BD},{} }; 

 

 regex_replace(text_change, regex{ "\\[ (\\d+), \\[([\\d\\s,]*)\\] 

\\]" }, "$1 |$2").swap(text_change); 

 

 out << text_change; 

} 

SELECT * INTO #intermediate_P5_1 FROM out_DB_P5 t1 

    CROSS APPLY STRING_SPLIT(Простые_делители, ',') z 

 

SELECT * INTO #intermediate_P5_2 FROM [Primi-

tive_Prime_Divisors].[dbo].[#intermediate_P5_1] t1 

WHERE NOT EXISTS (SELECT * FROM [Primi-

tive_Prime_Divisors].[dbo].[#intermediate_P5_1] t2 WHERE t2.value = 

t1.value and t2.N < t1.N) 

 

SELECT * INTO #intermediate_P5_3 FROM #intermediate_P5_2 

 

SELECT * INTO out_DB_P5_result FROM (SELECT #intermediate_P5_3.N, 

MIN(Число) Число, STRING_AGG(#intermediate_P5_3.value, ', ') Примитив-

ные_простые_делители FROM #intermediate_P5_3 

GROUP BY #intermediate_P5_3.N) #intermediate_P5_3 
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Рис. 13. Результат запроса для поиска примитивных делителей 

 

Вывод 

В данном разделе было описано получение списка простых делите-

лей в системе GAP и списка примитивных делителей с использованием 

СУБД MS SQL Server. А также представлены результаты данных вычисле-

ний. 
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6. СПИСОК ПРОСТЫХ СПЕКТРОВ СПЕЦИАЛЬНЫХ ПРИМАР-

НЫХ ДВУЧЛЕНОВ В СИСТЕМЕ GAP 

С помощью системы компьютерной алгебры GAP были получены 

простые спектры специальных примарных двучленов. Список степеней 

простых чисел с повторяющимися спектрами был получен с использовани-

ем СУБД Microsoft Access [15]. 

Вычисление было произведено для максимальной степени равной 

3000. 

Получение списка простых спектров 

С помощью системы GAP был создан список 𝑃, в который были за-

несены числа от 1 до 𝑖 (максимальная степень). Был создан список 𝑙𝑝, в ко-

торый с помощью функций Filtered и IsPrimePowerInt были добавлены сте-

пени простых чисел из списка 𝑃. И был создан список 𝑙𝑠, состоящий из 

значения списка 𝑙𝑝 и числа вида 𝑞(𝑞2 − 1), где 𝑞 – степень простого числа 

из списка 𝑙𝑝. 

Код реализации для числа 𝑖 =  3000 размещен в публичном репози-

тории на GitHub [16].  

Получение списка степеней простых чисел с повторяющимися 

простыми спектрами 

Для внесения полученных результатов в СУБД Microsoft Access дан-

ные должны иметь формат «с разделителями», т. е. все нужные для хране-

ния числа должны отделяться друг от друга одним символом (одинаковым 

для всех). Для этого была написана программа на языке программирования 

Python, которая редактирует список спектров в текстовом файле, удаляя 

все лишние символы, и отделяя числа знаком «;». Отредактированные дан-

ные программа записывает в новый текстовый файл. Листинг программы 

представлен на рисунке 14. 
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Рис. 14. Программа для редактирования результатов GAP 

 

Для корректной сортировки данных требуется, чтобы все поля были 

заполнены, так что полям было задано значение по умолчанию равное 0. 

Таблица исходной базы данных представлена на рисунке 15. 

 

Рис. 15. Загруженные в Microsoft Access данные 

 

Далее для выявления повторяющихся простых спектров был написан 

запрос, представленный на рисунке 16. 

string = open('spectrum.txt').read() 

new_string = string.replace('[', '').replace(']', '').replace(' ', 

'').replace(',', ';') 

open('result_spectrum.txt', 'w').write(new_string) 
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Рис. 16. Запрос для поиска повторяющихся простых спектров 

 

Результат запроса представлен на рисунке 17. 

 

Рис. 17. Повторяющиеся простые спектры 

 

Вывод 

В данном разделе было описано получение списка простых спектров 

в системе GAP и списка повторяющихся простых спектров с использова-

нием СУБД Microsoft Access. А также представлены результаты данных 

вычислений. 

  

SELECT Spectrum.q, Spectrum.Div1, Spectrum.Div2, Spectrum.Div3, 

Spectrum.Div4, Spectrum.Div5, Spectrum.Div6, Spectrum.Div7, Spectrum.Div8 

FROM Spectrum 

WHERE (((Spectrum.Div1) In (SELECT [Div1] FROM [Spectrum] As Tmp GROUP BY 

[Div1],[Div2],[Div3],[Div4],[Div5],[Div6],[Div7],[Div8] HAVING Count(*)>1  

And [Div2] = [Spectrum].[Div2] And [Div3] = [Spectrum].[Div3] And [Div4] 

= [Spectrum].[Div4] And [Div5] = [Spectrum].[Div5] And [Div6] = 

[Spectrum].[Div6] And [Div7] = [Spectrum].[Div7] And [Div8] = 

[Spectrum].[Div8]))) 

ORDER BY Spectrum.q; 
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7. ТЕСТИРОВАНИЕ 

Функциональное тестирование 

Функциональное тестирование (functional testing) – вид тестирова-

ния, направленный на проверку корректности работы функциональности 

приложения (корректность реализации функциональных требований) [17]. 

Основной задачей функционального тестирования является под-

тверждение того, что разработанная программная система соответствует 

исходным функциональным требованиям. 

Было произведено функциональное тестирование разработанной си-

стемы, результаты которого представлены в таблице 2. 

Табл. 2. Функциональное тестирование системы 

№ Цель теста Действия Ожидаемый резуль-

тат 

Тест 

пройден? 

1 Открыть окно «При-

митивные делители» 

Открыть главное ме-

ню приложения. 

Нажать на кнопку 

«Список примитив-

ных делителей» 

Открылось окно 

«Примитивные дели-

тели» 

Да 

2 Сгенерировать спи-

сок примитивных де-

лителей  

В окне «Примитив-

ные делители» задать 

число p = 2 и q = 10, и 

нажать кнопку «Ге-

нерация списка при-

митивных делителей» 

Вывод списка про-

стых делителей в тек-

стовое поле для за-

данных параметров 

Да 

3 Открыть окно «Про-

стые спектры» 

Открыть главное ме-

ню приложения. 

Нажать на кнопку 

«Список простых 

спектров» 

Открылось окно 

«простые спектры» 

Да 

4 Сгенерировать спи-

сок простых спектров 

В окне «Простые 

спектры» задать чис-

ло «q», чекбокс оста-

вить в выключенном 

состоянии и нажать 

кнопку «Генерация 

списка простых спек-

тров» 

Вывод списка про-

стых спектров в пер-

вое текстовое поле 

для заданного числа 

«q» 

Да 
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Окончание табл. 2 

№ Цель теста Действия Ожидаемый резуль-

тат 

Тест 

пройден? 

5 Сгенерировать список 

простых спектров и 

список повторяю-

щихся простых спек-

тров  

В окне «Простые 

спектры» задать чис-

ло «q», чекбокс пере-

вести во включенное 

состояние и нажать 

кнопку «Генерация 

списка простых спек-

тров» 

Вывод списка про-

стых спектров в пер-

вое текстовое поле и 

списка повторяющих-

ся простых спектров 

во второе текстовое 

поле для заданного 

числа «q» 

Да 

6 Вывод ошибки при 

попытке сгенериро-

вать список прими-

тивных делителей с 

параметрами p = 4 и 

q = 10 

В окне «Примитив-

ные делители» задать 

число p = 4 и q = 10, и 

нажать кнопку «Ге-

нерация списка при-

митивных делителей» 

Вывод ошибки: 

«Ошибка! «p» должно 

быть простым!» 

Да 

7 Вывод ошибки при 

попытке сгенериро-

вать список делите-

лей с параметрами 

p = 2 и q = 11.1 

В окне «Примитив-

ные делители» задать 

число p = 2 и q = 11.1, 

и нажать кнопку «Ге-

нерация списка при-

митивных делителей» 

Вывод ошибки: 

«Ошибка! Вводите 

только целые числа!» 

Да 

8 Вывод ошибки при 

попытке сгенериро-

вать список простых 

спектров при 

q = 15.15 

В окне «Простые 

спектры» задать чис-

ло q = 15.15 и нажать 

кнопку «Генерация 

списка простых спек-

тров» 

Вывод ошибки: 

«Ошибка! Вводите 

только целые числа!» 

Да 

 

Также было проведено тестирование программной системы на кор-

ректность выходных данных. Выходные данные разработанной системы 

сравнивались с данными, полученными из системы компьютерной алгебры 

GAP, СУБД MS SQL Server и Microsoft Access. Для списка примитивных 

делителей были взяты числа 𝑝 =  5 и 𝑞 =  50. Для списка простых спек-

тров была взята степень 𝑞 =  100. Результаты тестирования представлены 

в приложении Б. 
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Вывод 

В данном разделе было проведено функциональное тестирование, по 

результатам которого можно сделать вывод о том, что разработанное при-

ложение работает корректно и соответствует всем поставленным функци-

ональным требованиям. 
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8. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

В ходе выполнения выпускной квалификационной работы было про-

изведено вычисление примитивных делителей специальных примарных 

двучленов для чисел: 

1) 𝑝 = 2, 𝑖 = 100; 

2) 𝑝 = 3, 𝑖 = 100; 

3) 𝑝 = 5, 𝑖 = 100; 

4) 𝑝 = 7, 𝑖 = 100. 

Результаты данных вычислений представлены в приложении В. 

Было обнаружено, что для таких чисел, как 21, 26, 32 и 72 примитив-

ных делителей нет. 

Также были найдены повторяющиеся простые спектры для макси-

мальной степени равной 20 000-м. Было обнаружено, что среди первых 

2328-ми степеней простых чисел их спектры повторяются у чисел: 

1) 2 и 3; 

2) 4, 5 и 9; 

3) 7 и 8; 

4) 13 и 27. 

 

Вывод 

В данной главе был проведен анализ полученных результатов. Было 

выяснено для каких чисел отсутствуют примитивные делители, а также 

было выяснено для каких степеней простых чисел их спектры повторяют-

ся.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Целью выпускной квалификационной работы являлась разработка 

программной системы для вычислений примитивных делителей и спектров 

специальных примарных двучленов. 

Для достижения данной цели были решены следующие задачи, пере-

численные ниже. 

1. Проведен анализ аналогичных проектов. 

2. Изучены особенности примарных и простых чисел, а также про-

стых спектров. 

3. Спроектирована и разработана программная система для вычисле-

ния примитивных делителей и списка простых спектров специальных 

примарных двучленов. 

4. Получены список примитивных делителей и список простых спек-

тров специальных примарных двучленов в системе GAP. 

5. Проведено тестирование программной системы. 

6. Проанализированы полученные результаты. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

ПРИЛОЖЕНИЕ А. Код получения списка простых делителей для 

числа p = 5, i = 50 в системе компьютерной алгебры GAP 

Код для получения списка простых делителей для числа 

𝑝 =  5, 𝑖 =  50 приведен в листинге А.1. 

Листинг А.1. Код для получения списка простых делителей 

gap> p:=5; 

5 

gap> P:=[]; 

[  ] 

gap> for i in [1..50] do 

> P[i]:=p^i; 

> od; 

gap> P; 

[ 5, 25, 125, 625, 3125, 15625, 78125, 390625, 1953125, 9765625, 48828125, 

244140625, 1220703125, 6103515625,  30517578125, 152587890625, 

762939453125, 3814697265625, 19073486328125, 95367431640625, 

476837158203125, 2384185791015625, 11920928955078125, 59604644775390625, 

298023223876953125, 1490116119384765625, 7450580596923828125, 

37252902984619140625, 186264514923095703125, 931322574615478515625, 

4656612873077392578125, 23283064365386962890625, 116415321826934814453125, 

582076609134674072265625, 2910383045673370361328125, 

14551915228366851806640625, 72759576141834259033203125, 

363797880709171295166015625, 1818989403545856475830078125, 

9094947017729282379150390625, 45474735088646411895751953125, 

227373675443232059478759765625, 1136868377216160297393798828125, 

5684341886080801486968994140625, 28421709430404007434844970703125, 

142108547152020037174224853515625, 710542735760100185871124267578125, 

3552713678800500929355621337890625, 17763568394002504646778106689453125, 

88817841970012523233890533447265625] 

gap> P2:=P-1; 

[ 4, 24, 124, 624, 3124, 15624, 78124, 390624, 1953124, 9765624, 48828124, 

244140624, 1220703124, 6103515624, 30517578124, 152587890624, 762939453124, 

3814697265624, 19073486328124, 95367431640624, 476837158203124, 

2384185791015624, 11920928955078124, 59604644775390624, 298023223876953124, 

1490116119384765624, 7450580596923828124, 37252902984619140624, 

186264514923095703124, 931322574615478515624, 4656612873077392578124, 

23283064365386962890624, 116415321826934814453124, 

582076609134674072265624, 2910383045673370361328124, 

14551915228366851806640624, 72759576141834259033203124, 

363797880709171295166015624, 1818989403545856475830078124, 

9094947017729282379150390624, 45474735088646411895751953124, 

227373675443232059478759765624, 1136868377216160297393798828124, 

5684341886080801486968994140624, 28421709430404007434844970703124, 

142108547152020037174224853515624, 710542735760100185871124267578124, 

3552713678800500929355621337890624, 17763568394002504646778106689453124, 

88817841970012523233890533447265624] 

gap> P3:=[]; 

 [  ] 

gap> for i in [1..50] do 

> P3[i]:=PrimeDivisors(P2[i]); 

> od; 

gap> P3; 

[ [ 2 ], [ 2, 3 ], [ 2, 31 ], [ 2, 3, 13 ], [ 2, 11, 71 ], [ 2, 3, 7, 31 ], 

[ 2, 19531 ], [ 2, 3, 13, 313 ], [ 2, 19, 31, 829 ], [ 2, 3, 11, 71, 521 ], 

[ 2, 12207031 ], [ 2, 3, 7, 13, 31, 601 ], [ 2, 305175781 ], [ 2, 3, 29, 
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449, 19531 ], [ 2, 11, 31, 71, 181, 1741 ], [ 2, 3, 13, 17, 313, 11489 ], [ 

2, 409, 466344409 ], [ 2, 3, 7, 19, 31, 829, 5167 ], [ 2, 191, 6271, 

3981071 ], [ 2, 3, 11, 13, 41, 71, 521, 9161 ], [ 2, 31, 379, 19531, 519499 

], [ 2, 3, 23, 67, 5281, 12207031 ], [ 2, 8971, 332207361361 ], [ 2, 3, 7, 

13, 31, 313, 601, 390001 ], [ 2, 11, 71, 101, 251, 401, 9384251 ], [ 2, 3, 

5227, 38923, 305175781 ], [ 2, 19, 31, 109, 271, 829, 4159, 31051 ], [ 2, 

3, 13, 29, 449, 19531, 234750601 ], [ 2, 59, 35671, 22125996444329 ], [ 2, 

3, 7, 11, 31, 61, 71, 181, 521, 1741, 7621 ], [ 2, 1861, 625552508473588471 

], [ 2, 3, 13, 17, 313, 2593, 11489, 29423041 ], [ 2, 31, 199, 12207031, 

386478495679 ], [ 2, 3, 409, 3061, 41540861, 466344409 ], [ 2, 11, 71, 211, 

631, 4201, 19531, 85280581 ], [ 2, 3, 7, 13, 19, 31, 37, 601, 829, 5167, 

6597973 ], [ 2, 149, 13971969971, 8737481256739 ], [ 2, 3, 191, 761, 6271, 

19609, 213029, 3981071 ], [ 2, 31, 79, 305175781, 608459012088799 ], [ 2, 

3, 11, 13, 41, 71, 241, 313, 521, 9161, 632133361 ], [ 2, 2238236249, 

5079304643216687969 ], [ 2, 3, 7, 29, 31, 43, 127, 379, 449, 7603, 19531, 

519499 ], [ 2, 1644512641, 172827552198815888791 ], [ 2, 3, 13, 23, 67, 89, 

5281, 12207031, 1030330938209 ], [ 2, 11, 19, 31, 71, 181, 829, 1171, 1741, 

169831, 297315901 ], [ 2, 3, 47, 8971, 332207361361, 42272797713043 ], [ 2, 

177635683940025046467781066894531 ], [ 2, 3, 7, 13, 17, 31, 313, 601, 

11489, 390001, 152587500001 ], [ 2, 19531, 227376585863531112677002031251 

], [ 2, 3, 11, 71, 101, 251, 401, 521, 1901, 9384251, 50150933101 ] ] 

gap> PrimeDivisor_5:=[]; 

[  ] 

gap> for i in [1..50] do 

> PrimeDivisor_5[i]:=[P2[i],P3[i]]; 

> od; 

gap> for i in [1..50] do 

> Print(PrimeDivisor_5[i], "\n"); 

> od; 

[ 4, [ 2 ] ] 

[ 24, [ 2, 3 ] ] 

[ 124, [ 2, 31 ] ] 

[ 624, [ 2, 3, 13 ] ] 

[ 3124, [ 2, 11, 71 ] ] 

[ 15624, [ 2, 3, 7, 31 ] ] 

[ 78124, [ 2, 19531 ] ] 

[ 390624, [ 2, 3, 13, 313 ] ] 

[ 1953124, [ 2, 19, 31, 829 ] ] 

[ 9765624, [ 2, 3, 11, 71, 521 ] ] 

[ 48828124, [ 2, 12207031 ] ] 

[ 244140624, [ 2, 3, 7, 13, 31, 601 ] ] 

[ 1220703124, [ 2, 305175781 ] ] 

[ 6103515624, [ 2, 3, 29, 449, 19531 ] ] 

[ 30517578124, [ 2, 11, 31, 71, 181, 1741 ] ] 

[ 152587890624, [ 2, 3, 13, 17, 313, 11489 ] ] 

[ 762939453124, [ 2, 409, 466344409 ] ] 

[ 3814697265624, [ 2, 3, 7, 19, 31, 829, 5167 ] ] 

[ 19073486328124, [ 2, 191, 6271, 3981071 ] ] 

[ 95367431640624, [ 2, 3, 11, 13, 41, 71, 521, 9161 ] ] 

[ 476837158203124, [ 2, 31, 379, 19531, 519499 ] ] 

[ 2384185791015624, [ 2, 3, 23, 67, 5281, 12207031 ] ] 

[ 11920928955078124, [ 2, 8971, 332207361361 ] ] 

[ 59604644775390624, [ 2, 3, 7, 13, 31, 313, 601, 390001 ] ] 

[ 298023223876953124, [ 2, 11, 71, 101, 251, 401, 9384251 ] ] 

[ 1490116119384765624, [ 2, 3, 5227, 38923, 305175781 ] ] 

[ 7450580596923828124, [ 2, 19, 31, 109, 271, 829, 4159, 31051 ] ] 

[ 37252902984619140624, [ 2, 3, 13, 29, 449, 19531, 234750601 ] ] 

[ 186264514923095703124, [ 2, 59, 35671, 22125996444329 ] ] 

[ 931322574615478515624, [ 2, 3, 7, 11, 31, 61, 71, 181, 521, 1741, 7621 ] 

] 

[ 4656612873077392578124, [ 2, 1861, 625552508473588471 ] ] 

[ 23283064365386962890624, [ 2, 3, 13, 17, 313, 2593, 11489, 29423041 ] ] 

[ 116415321826934814453124, [ 2, 31, 199, 12207031, 386478495679 ] ] 
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[ 582076609134674072265624, [ 2, 3, 409, 3061, 41540861, 466344409 ] ] 

[ 2910383045673370361328124, [ 2, 11, 71, 211, 631, 4201, 19531, 85280581 ] 

] 

[ 14551915228366851806640624, [ 2, 3, 7, 13, 19, 31, 37, 601, 829, 5167, 

6597973 ] ] 

[ 72759576141834259033203124, [ 2, 149, 13971969971, 8737481256739 ] ] 

[ 363797880709171295166015624, [ 2, 3, 191, 761, 6271, 19609, 213029, 

3981071 ] ] 

[ 1818989403545856475830078124, [ 2, 31, 79, 305175781, 608459012088799 ] ] 

[ 9094947017729282379150390624, [ 2, 3, 11, 13, 41, 71, 241, 313, 521, 

9161, 632133361 ] ] 

[ 45474735088646411895751953124, [ 2, 2238236249, 5079304643216687969 ] ] 

[ 227373675443232059478759765624, [ 2, 3, 7, 29, 31, 43, 127, 379, 449, 

7603, 19531, 519499 ] ] 

[ 1136868377216160297393798828124, [ 2, 1644512641, 172827552198815888791 ] 

] 

[ 5684341886080801486968994140624, [ 2, 3, 13, 23, 67, 89, 5281, 12207031, 

1030330938209 ] ] 

[ 28421709430404007434844970703124, [ 2, 11, 19, 31, 71, 181, 829, 1171, 

1741, 169831, 297315901 ] ] 

[ 142108547152020037174224853515624, [ 2, 3, 47, 8971, 332207361361, 

42272797713043 ] ] 

[ 710542735760100185871124267578124, [ 2, 177635683940025046467781066894531 

] ] 

[ 3552713678800500929355621337890624, [ 2, 3, 7, 13, 17, 31, 313, 601, 

11489, 390001, 152587500001 ] ] 

[ 17763568394002504646778106689453124, [ 2, 19531, 

227376585863531112677002031251 ] ] 

[ 88817841970012523233890533447265624, [ 2, 3, 11, 71, 101, 251, 401, 521, 

1901, 9384251, 50150933101 ] ] 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б. Тестирование программной системы на коррект-

ность выходных данных 

Результат тестирования представлен в таблице Б.1. 

Табл. Б.1. Проверка корректности выходных данных 

Название Данные полученные из GAP 

/ MS SQL Server / Microsoft 

Access 

Вывод программы Совпа-

дают? 

Прими-

тивные де-

лители 

[4, [2], 24, [3], 124, [31], 624, 

[13], 3124, [11, 71], 15624, [7], 

78124, [19531], 390624, [313], 

1953124, [19, 829], 9765624, 

[521], 48828124, [12207031], 

244140624, [601], 1220703124, 

[305175781], 6103515624, [29, 

449], 30517578124, [181, 1741], 

152587890624, [17, 11489], 

762939453124, [409, 

466344409], 3814697265624, 

[5167], 19073486328124, [191, 

6271, 3981071], 

95367431640624, [41, 9161], 

476837158203124, [379, 

519499], 2384185791015624, 

[23, 67, 5281], 

11920928955078124, [8971, 

332207361361], 

59604644775390624, [390001], 

298023223876953124, [101, 

251, 401, 9384251], 

1490116119384765624, [5227, 

38923], 7450580596923828124, 

[109, 271, 4159, 31051], 

37252902984619140624, 

[234750601], 

186264514923095703124, [59, 

35671, 22125996444329], 

931322574615478515624, [61, 

7621], 

4656612873077392578124, 

[1861, 625552508473588471], 

23283064365386962890624, 

[2593, 29423041], 

[4, [2], 24, [3], 124, [31], 624, 

[13], 3124, [11, 71], 15624, [7], 

78124, [19531], 390624, [313], 

1953124, [19, 829], 9765624, 

[521], 48828124, [12207031], 

244140624, [601], 1220703124, 

[305175781], 6103515624, [29, 

449], 30517578124, [181, 1741], 

152587890624, [17, 11489], 

762939453124, [409, 

466344409], 3814697265624, 

[5167], 19073486328124, [191, 

6271, 3981071], 

95367431640624, [41, 9161], 

476837158203124, [379, 

519499], 2384185791015624, 

[23, 67, 5281], 

11920928955078124, [8971, 

332207361361], 

59604644775390624, [390001], 

298023223876953124, [101, 

251, 401, 9384251], 

1490116119384765624, [5227, 

38923], 7450580596923828124, 

[109, 271, 4159, 31051], 

37252902984619140624, 

[234750601], 

186264514923095703124, [59, 

35671, 22125996444329], 

931322574615478515624, [61, 

7621], 

4656612873077392578124, 

[1861, 625552508473588471], 

23283064365386962890624, 

[2593, 29423041], 

Да 
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Продолжение табл. Б.1 

Название Данные полученные из GAP 

/ MS SQL Server / Microsoft 

Access 

Вывод программы Совпа-

дают? 

 116415321826934814453124, 

[199, 386478495679], 

582076609134674072265624, 

[3061, 41540861], 

2910383045673370361328124, 

[211, 631, 4201, 85280581], 

14551915228366851806640624, 

[37, 6597973], 

72759576141834259033203124, 

[149, 13971969971, 

8737481256739], 

36379788070917129516601562

4, [761, 19609, 213029], 

18189894035458564758300781

24, [79, 608459012088799], 

90949470177292823791503906

24, [241, 632133361], 

45474735088646411895751953

124, [2238236249, 

5079304643216687969], 

22737367544323205947875976

5624, [43, 127, 7603], 

1136868377216160297393798 

[1644512641, 

172827552198815888791], 

56843418860808014869689941

40624, [89, 1030330938209], 

28421709430404007434844970

703124, [1171, 169831, 

297315901], 

14210854715202003717422485

3515624, [47, 

42272797713043], 

71054273576010018587112426

7578124, 

[1776356839400250464677810

66894531], 

35527136788005009293556213

37890624, [152587500001], 

116415321826934814453124, 

[199, 386478495679], 

582076609134674072265624, 

[3061, 41540861], 

2910383045673370361328124, 

[211, 631, 4201, 85280581], 

14551915228366851806640624, 

[37, 6597973], 

72759576141834259033203124, 

[149, 13971969971, 

8737481256739], 

36379788070917129516601562

4, [761, 19609, 213029], 

18189894035458564758300781

24, [79, 608459012088799], 

90949470177292823791503906

24, [241, 632133361], 

45474735088646411895751953

124, [2238236249, 

5079304643216687969], 

22737367544323205947875976

5624, [43, 127, 7603], 

1136868377216160297393798 

[1644512641, 

172827552198815888791], 

56843418860808014869689941

40624, [89, 1030330938209], 

28421709430404007434844970

703124, [1171, 169831, 

297315901], 

14210854715202003717422485

3515624, [47, 

42272797713043], 

71054273576010018587112426

7578124, 

[1776356839400250464677810

66894531], 

35527136788005009293556213

37890624, [152587500001], 
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Окончание табл. Б.1 

Название Данные полученные из GAP 

/ MS SQL Server / Microsoft 

Access 

Вывод программы Совпа-

дают? 

 17763568394002504646778106

689453124, 

[2273765858635311126770020

31251], 

88817841970012523233890533

447265624, [1901, 

50150933101]] 

17763568394002504646778106

689453124, 

[2273765858635311126770020

31251], 

88817841970012523233890533

447265624, [1901, 

50150933101]] 

 

Простые 

спектры 

[ 2, [ 2, 3 ] ], [ 3, [ 2, 3 ] ], [ 4, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 5, [ 2, 3, 5 ] ], [ 7, [ 

2, 3, 7 ] ], [ 8, [ 2, 3, 7 ] ], [ 9, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 11, [ 2, 3, 5, 11 ] ], [ 

13, [ 2, 3, 7, 13 ] ], [ 16, [ 2, 3, 5, 

17 ] ], [ 17, [ 2, 3, 17 ] ], [ 19, [ 

2, 3, 5, 19 ] ], [ 23, [ 2, 3, 11, 23 

] ], [ 25, [ 2, 3, 5, 13 ] ], [ 27, [ 2, 

3, 7, 13 ] ],  [ 29, [ 2, 3, 5, 7, 29 ] 

], [ 31, [ 2, 3, 5, 31 ] ], [ 32, [ 2, 

3, 11, 31 ] ], [ 37, [ 2, 3, 19, 37 ] 

], [ 41, [ 2, 3, 5, 7, 41 ] ], [ 43, [ 

2, 3, 7, 11, 43 ] ], [ 47, [ 2, 3, 23, 

47 ] ], [ 49, [ 2, 3, 5, 7 ] ], [ 53, [ 

2, 3, 13, 53 ] ], [ 59, [ 2, 3, 5, 29, 

59 ] ], [ 61, [ 2, 3, 5, 31, 61 ] ], [ 

64, [ 2, 3, 5, 7, 13 ] ], [ 67, [ 2, 3, 

11, 17, 67 ] ], [ 71, [ 2, 3, 5, 7, 

71 ] ], [ 73, [ 2, 3, 37, 73 ] ], [ 

79, [ 2, 3, 5, 13, 79 ] ], [ 81, [ 2, 

3, 5, 41 ] ], [ 83, [ 2, 3, 7, 41, 83 

] ], [ 89, [ 2, 3, 5, 11, 89 ] ], [ 97, 

[ 2, 3, 7, 97 ] ] 

[ 2, [ 2, 3 ] ], [ 3, [ 2, 3 ] ], [ 4, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 5, [ 2, 3, 5 ] ], [ 7, [ 

2, 3, 7 ] ], [ 8, [ 2, 3, 7 ] ], [ 9, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 11, [ 2, 3, 5, 11 ] ], [ 

13, [ 2, 3, 7, 13 ] ], [ 16, [ 2, 3, 5, 

17 ] ], [ 17, [ 2, 3, 17 ] ], [ 19, [ 

2, 3, 5, 19 ] ], [ 23, [ 2, 3, 11, 23 

] ], [ 25, [ 2, 3, 5, 13 ] ], [ 27, [ 2, 

3, 7, 13 ] ],  [ 29, [ 2, 3, 5, 7, 29 ] 

], [ 31, [ 2, 3, 5, 31 ] ], [ 32, [ 2, 

3, 11, 31 ] ], [ 37, [ 2, 3, 19, 37 ] 

], [ 41, [ 2, 3, 5, 7, 41 ] ], [ 43, [ 

2, 3, 7, 11, 43 ] ], [ 47, [ 2, 3, 23, 

47 ] ], [ 49, [ 2, 3, 5, 7 ] ], [ 53, [ 

2, 3, 13, 53 ] ], [ 59, [ 2, 3, 5, 29, 

59 ] ], [ 61, [ 2, 3, 5, 31, 61 ] ], [ 

64, [ 2, 3, 5, 7, 13 ] ], [ 67, [ 2, 3, 

11, 17, 67 ] ], [ 71, [ 2, 3, 5, 7, 

71 ] ], [ 73, [ 2, 3, 37, 73 ] ], [ 

79, [ 2, 3, 5, 13, 79 ] ], [ 81, [ 2, 

3, 5, 41 ] ], [ 83, [ 2, 3, 7, 41, 83 

] ], [ 89, [ 2, 3, 5, 11, 89 ] ], [ 97, 

[ 2, 3, 7, 97 ] ] 

Да 

Повторя-

ющиеся 

простые 

спектры 

[ 2, [ 2, 3 ] ], [ 3, [ 2, 3 ] ], [ 4, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 5, [ 2, 3, 5 ] ], [ 7, [ 

2, 3, 7 ] ], [ 8, [ 2, 3, 7 ] ], [ 9, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 13, [ 2, 3, 7, 13 ] ], [ 

27, [ 2, 3, 7, 13 ] ] 

[ 2, [ 2, 3 ] ], [ 3, [ 2, 3 ] ], [ 4, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 5, [ 2, 3, 5 ] ], [ 7, [ 

2, 3, 7 ] ], [ 8, [ 2, 3, 7 ] ], [ 9, [ 

2, 3, 5 ] ], [ 13, [ 2, 3, 7, 13 ] ], [ 

27, [ 2, 3, 7, 13 ] ] 

Да 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В. Результат вычислений примитивных делителей 

специальных примарных двучленов 

Результат вычислений для 𝑝 =  2 представлен в таблице В.1. 

Табл. В.1. Примитивные делители для p = 2 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

1   35 71, 122921  

2 3  36 37, 109  

3 7  37 223, 616318177  

4 5  38 174763 

5 31  39 79, 121369  

6   40 61681  

7 127  41 13367, 164511353  

8 17  42 5419  

9 73  43 431, 9719, 2099863  

10 11 44 397, 2113  

11 23, 89  45 631, 23311  

12 13  46 2796203  

13 8191  47 2351, 4513, 13264529  

14 43 48 97, 673  

15 151  49 4432676798593  

16 257  50 251, 4051  

17 131071  51 103, 2143, 11119 

18 19 52 53, 157, 1613 

19 524287  53 6361, 69431, 20394401  

20 41  54 87211 

21 337  55 881, 3191, 201961  

22 683  56 15790321  

23 47, 178481  57 32377, 1212847  

24 241  58 59, 3033169  

25 601, 1801  59 179951, 3203431780337  

26 2731 60 61, 1321  

27 262657  61 2305843009213693951  

28 29, 113 62 715827883 

29 233, 1103, 2089  63 92737, 649657  

30 331  64 641, 6700417  

31 2147483647  65 145295143558111  

32 65537  66 67, 20857 

33 599479  67 193707721, 761838257287  

34 43691 68 137, 953, 26317 
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Окончание табл. В.1 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

69 10052678938039  85 9520972806333758431  

70 281, 86171 86 2932031007403  

71 228479, 48544121, 212885833  87 4177, 9857737155463  

72 433, 38737  88 353, 2931542417  

73 439, 2298041, 9361973132609  89 618970019642690137449562111  

74 1777, 25781083 90 18837001  

75 100801, 10567201  91 911, 112901153, 23140471537  

76 229, 457, 525313  92 277, 1013, 1657, 30269 

77 581283643249112959  93 658812288653553079  

78 22366891  94 283, 165768537521  

79 2687, 202029703, 1113491139767  95 191, 420778751, 30327152671  

80 4278255361  96 193, 22253377  

81 2593, 71119, 97685839  97 11447, 

13842607235828485645766393  

82 83, 8831418697  98 4363953127297 

83 167, 57912614113275649087721  99 199, 153649, 33057806959  

84 1429, 14449  100 101, 8101, 268501  

 

Результат вычислений для 𝑝 =  3 представлен в таблице В.2. 

Табл. В.2. Примитивные делители для p = 3 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

1 2  18 19, 37 

2   19 1597, 363889 

3 13 20 1181 

4 5 21 368089 

5 11 22 67, 661 

6 7 23 47, 1001523179 

7 1093 24 6481 

8 41 25 8951, 391151 

9 757 26 398581 

10 61 27 109, 433, 8209 

11 23, 3851 28 29, 16493 

12 73 29 59, 28537, 20381027 

13 797161 30 31, 271 

14 547 31 683, 102673, 4404047 

15 4561 32 21523361 

16 17, 193 33 2413941289 

17 1871, 34511 34 103, 307, 1021 
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Продолжение табл. В.2 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

35 71, 2664097031 64 926510094425921  

36 530713 65 131, 3701101, 110133112994711 

37 13097927, 17189128703 66 25411, 176419 

38 2851, 101917 67 221101, 441019876741, 

475384700124973 

39 313, 6553, 7333 68 956353, 1743831169 

40 42521761 69 277, 2461243576713869557 

41 83, 2526913, 86950696619  70 374857981681  

42 43, 2269 71 375473325748986240197335797912

8773  

43 431, 380808546861411923  72 282429005041  

44 5501, 570461 73 11243, 20149, 15768033143, 

9460375336977361  

45 181, 1621, 927001 74 18427, 107671, 56737873 

46 23535794707  75 601, 9601, 2098303812601 

47 1223, 21997, 5112661, 96656723  76 5301533, 25480398173 

48 97, 577, 769 77 51457561, 7151459701, 

76831835389  

49 491, 4019, 8233, 51157, 131713  78 79, 157, 2887, 10141 

50 151, 22996651  79 432853009, 392038110671, 

145171177264407947 

51 12853, 99810171997  80 14401, 128653413121  

52 53, 4795973261  81 3889, 1190701, 12557612956332313 

53 107, 24169, 3747607031112307667 82 33703, 270547105429567  

54 19441, 19927  83 167, 12119, 1036745531, 

950996059627210897943351 

55 1321, 560088668384411  84 2857, 109688713 

56 430697, 647753 85 2663568851051, 

862970652262943171  

57 229, 248749, 1824179209  86 82064241848634269407  

58 523, 6091, 5385997 87 74821, 32234893, 150224123975857  

59 14425532687, 489769993189671059 88 89, 2382953, 56625998353 

60 47763361  89 179, 1611479891519807, 

5042939439565996049162197  

61 603901, 

105293313660391861035901 

90 387631, 755551 

62 6883, 22434744889  91 4011586307, 

3745603812007166116831643  

63 144542918285300809  92 12553493, 70601370627701  
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Окончание табл. В.2 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

93 1117, 

26273701844015319144827917  

97 76631, 2549755542947, 

48845962828028421155731228333 

94 16921, 256057, 1534179947851  98 857643277, 127522693159  

95 191, 

789580876946093214396601318996

31  

99 3186217, 

12812432238302009985937 

96 76801, 24127552321  100 101, 394201, 61070817601  

 

Результат вычислений для 𝑝 =  5 представлен в таблице В.3. 

Табл. В.3. Примитивные делители для p = 5 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

1 2  24 390001  

2 3  25 101, 251, 401, 9384251 

3 31  26 5227, 38923 

4 13  27 109, 271, 4159, 31051 

5 11, 71  28 234750601  

6 7 29 59, 35671, 22125996444329 

7 19531  30 61, 7621  

8 313  31 1861, 625552508473588471 

9 19, 829  32 2593, 29423041 

10 521  33 199, 386478495679 

11 12207031  34 3061, 41540861 

12 601  35 211, 631, 4201, 85280581 

13 305175781  36 37, 6597973  

14 29, 449 37 149, 13971969971, 8737481256739 

15 181, 1741 38 761, 19609, 213029 

16 17, 11489  39 79, 608459012088799  

17 409, 466344409  40 241, 632133361 

18 5167  41 2238236249, 5079304643216687969  

19 191, 6271, 3981071 42 43, 127, 7603 

20 41, 9161  43 1644512641, 

172827552198815888791  

21 379, 519499 44 89, 1030330938209 

22 23, 67, 5281 45 1171, 169831, 297315901  

23 8971, 332207361361  46 47, 42272797713043 
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Продолжение табл. В.3 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

47 177635683940025046467781066894

531  

66 595123, 190771747 

48 152587500001  67 269, 1609, 26399, 2454335007529, 

604088623657497125653141 

49 227376585863531112677002031251  68 1973, 20129, 45289, 12447002677 

50 1901, 50150933101  69 139, 6211, 598761682261, 

8868050880709 

51 90271, 317731, 654652168021 70 15216601, 4698932281  

52 53, 83181652304609 71 569, 

186079294212280390832232535298

69111644362732899  

53 5960555749, 17154094481, 

27145365052629449 

72 73, 543097, 1503418321 

54 163, 487, 16018507 73 4853479, 5729041, 

951952415177034991472620057671

4027279  

55 103511, 511831, 65628751, 

190295821 

74 9103, 29010221, 45920153384867 

56 59509429687890001  75 151, 3301, 1989151, 49892851, 

183794551 

57 11735415506748076408140121  76 4885168129, 2864226125209369  

58 5096867, 6090817323763 77 527093491, 8090594434231, 

162715052426691233701 

59 21180247636732981, 

2047572230657338751575051  

78 3121, 22735632934561 

60 2281, 69566521  79 205367807127911, 

58523123221688392679, 

344120456368919234899 

61 8419, 918585913061, 

140194179307171898833699259  

80 25601, 909456847814334401 

62 1303, 21207101, 28086211607 81 4861, 

114196978463809559820267772066

37491 

63 280729, 2161279, 23792163643711  82 83, 43543, 221401, 

9472026608675509 

64 641, 75068993, 241931001601 83 20515111, 

1431185706701868962383741, 

88040095945103834627376781  

65 131, 1034150930241911, 

20986207825565581 

84 2521, 24587411156281  
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Окончание табл. В.3 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

85 1531, 34563155350221618511, 

8198241112969626815581  

93 878851, 

172974812463239310024750410929, 

148429 

86 1549, 9547, 7866608083, 

1628744948329 

94 2069, 15888756269, 

3602372010909260861 

87 5569, 6961, 

288701942506622032104371166127

69 

95 2851, 4113691, 

1245576402371959291, 

11600321878916922053491 

88 9080418348371887359375390001  96 97, 240031591394168814433 

89 179, 9807089, 14597959, 834019001, 

8157179360521, 

231669654363683130095909 

97 389, 264811, 

153159805660301568024613754993

807288151489686913246436306439  

90 60081451169922001  98 49105547, 1866013003, 

2481357870461 

91 9680647790568589086355559, 

17499733663152976533452519  

99 143551, 1731511, 22542470482159, 

153560376376050799 

92 546571335200077066054710975060

1  

100 239201, 424256201, 

89620825374601  

 

Результат вычислений для 𝑝 =  7 представлен в таблице В.4. 

Табл. В.4. Примитивные делители для p = 7 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

1 2, 3  16 17, 169553 

2   17 14009, 2767631689  

3 19  18 117307  

4 5  19 419, 4534166740403 

5 2801  20 281, 4021 

6 43  21 11898664849  

7 29, 4733 22 23, 10746341 

8 1201  23 47, 3083, 31479823396757 

9 37, 1063 24 73, 193, 409 

10 11, 191 25 2551, 31280679788951 

11 1123, 293459 26 53, 228511817 

12 13, 181  27 109, 811, 2377, 2583253 

13 16148168401  28 13564461457  

14 113, 911 29 59, 127540261, 71316922984999 

15 31, 159871 30 6568801  
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Продолжение табл. В.4 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

31 311, 21143, 3999088279399464409 52 157, 1195857367853217109 

32 353, 47072139617 53 8269, 319591, 

389042760170351880563720518398

41219 

33 3631, 1532917, 12323587  54 1628413557556843  

34 29078814248401  55 545758680459606209117545567439

2801  

35 2127431041, 77192844961  56 337, 2129, 517553, 515717329 

36 13841169553  57 19609, 879399649, 

6957533874046531 

37 223, 2887, 

4805345109492315767981401  

58 402488219476647465854701  

38 351121, 4058036683 59 459257, 134927809, 550413361, 

354639323684545612988577649 

39 486643, 7524739, 44975113 60 61, 555915824341 

40 41, 810221830361 61 367, 4759, 177237331, 

191466244981372766068053032606

4591907  

41 83, 20515909, 

4362139336229068656094783 

62 373, 9754399, 5420506947192709 

42 51031, 309079 63 264399991766072878780839698884

9 

43 166003607842448777, 

2192537062271178641 

64 7699649, 134818753, 531968664833  

44 661, 1409, 83960385389  65 131, 157951, 787021, 

4446437759531, 434502978835771 

45 1527007411, 125096112091  66 67, 1357105535093947 

46 3421093417510114543  67 228337, 147300841, 206244761, 

100520117573708290335409320218

25161 

47 13722816749522711, 

63681511996418550459487  

68 137, 59361349, 

133088039373662309 

48 33232924804801  69 139, 402011881627, 

235169662395069356312233  

49 3529, 1074473, 13473433, 

6106505825833677713  

70 71, 421, 12128131, 603926681 

50 79787519018560501  71 990643452963163, 

169002145064468556765676975247

413756542145739  

51 103, 365773, 2316281689, 

10879733611 

72 42409, 137089, 32952799801 
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Окончание табл. В.4 

n Примитивные делители n Примитивные делители 

73 439, 3675989, 359390389, 

1958423494433591, 

7222605228105536202757606969 

87 2576743207, 196915704073465747, 

358475907408445923469  

74 149, 

15572244900182528777225808449  

88 89, 8713, 

8206973609150536446402438593 

75 29251, 

217648180992721729506406538251 

89 1805633, 

18489605314740987765913, 

816614687584787676285911901514

7004762656450569 

76 259869622894246040234344291396

9  

90 541, 154351, 295831, 7777981 

77 724487149, 6809710909, 

882626123167545261076211133296

89 

91 7304123737, 

231410451435538144122809, 

3565837331172073232378945297 

78 79, 23850061, 115868130379  92 26681, 649981, 15513961, 

55681942361860463813  

79 913242407367610843676812931, 

105683658864485373870455748255

2056406147 

93 5463751, 2211164386353499, 

36148617745189465516342817701 

80 881, 542081, 2312581841562813841  94 655417289594537954307682339857

743931943  

81 1621, 3727, 3368791, 

707223088124016741749935333670

23  

95 36671, 1966385431, 

835884998890134615583505753268

24370345112529401 

82 4849399, 8999993, 1636258751, 

78009515593 

96 97, 104837857, 

108604397663266369 

83 167, 66733, 76066181, 7685542369, 

62911130477521, 303567967057423, 

18624275418445601 

97 389, 971, 

416092415678495382141399910782

579564691180758455473572674863

1757909547764679  

84 195489390796456327201  98 197, 883, 3823, 161309, 1445599, 

19847549, 101361401 

85 1531, 4931, 

138497973518827432485604572537

024087153816681041 

99 199, 173647, 

146586520628145081647985302462

67135510037033  

86 947, 19867, 20899, 163573, 235211, 

3799051, 4749781 

100 101, 13001, 25301, 

38327966300231909291101  

 


