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УДК 517.9

Гончаров Н. С.

Уравнение Баренблатта – Желтова – Кочиной на интервале с краевым усло-

вием Вентцеля и начальным условием Шоуoлтера – Сидорова / Н.С. Гонча-

ров. – Челябинск, 2020. – 49 с.

В данной работе на числовом интервале исследуется начально-краевая за-

дача для одного из уравнений в частных производных, а именно, уравнения

Баренблатта – Желтова – Кочиной, описывающего динамику давления одно-

родной жидкости в трещинновато-пористой среде. Здесь, в частности, рассмат-

риваются задачи Коши и Шоуолтера – Сидорова для краевого условия Вентце-

ля, обобщающего классические краевые условия Дирихле, Неймана и Робена в

детерминированном случае и в пространстве дифференцируемых K–«шумов».

Структура построения пространства, содержащее как K-винеровский процесс,

так и его производную в смысле Нельсона – Гликлиха, для стохастического

уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной показывает новый взгляд на изу-

чение уравнений в частных производных с «белым шумом» , где под «белым

шумом» подразумевается производная в смысле Нельсона – Гликлиха от вине-

ровского процесса. В работе доказаны теорема об асимтотическом поведении

спектра оператора Лапласа на интервале с краевым условием Вентцеля, тео-

рема о существовании и единственности задачи Шоуолтера – Сидорова для

уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной в детерминированном случае и

в пространстве дифференцируемых K–«шумов».

Библиографический список – 50 наименований, рисунков нет, таблиц нет, при-

ложений нет.
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Обозначения и сокращения

1. Множества, как принято, обозначаются заглавными буквами готического

алфавита. Элементы множеств обозначаются строчными буквами латинского

или греческого алфавита. Исключения составляют множества с уже устоявши-

мися

названиями, например:

N – множество натуральных чисел,

R – множество действительных чисел,

R+ – множество {a ∈ R : a > 0},

C – множество комплексных чисел,

Lp(Ω) – пространства Лебега, 1 ≤ p <∞, и т.д..

Множества, снабженные какой-либо структурой (алгебраической, тополо-

гической или порядковой) называются пространством. Линейным простран-

ством называется множество, снабженное структурой линейного пространства.

Линейное пространство, снабженное нормой, называется нормированным про-

странством. Полное нормированное пространство называется банаховым про-

странством.

2. Отображения множеств обозначаются заглавными буквами латинского

алфавита. Отображение множества во множество действительных или ком-

плексных чисел называется функцией. Отображение множества в простран-

ство Rn называется вектор-функцией. Отображение множества в пространство

матриц называется матриц-функцией. Отображение линейного пространства в

линейное пространство называется оператором. Например:

L : U→ F – оператор, действующий из банахова пространства U в банахово

пространство F,

L ∈ L(U;F) – обозначает, что L является линейным непрерывным операто-

ром,

dom L – область определения линейного оператора L,
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kerL – ядро линейного оператора L,

im L – образ линейного оператора L.

Символами I иO обозначаются, соответственно, тождественный и «нулевой»

операторы, области определения которых ясны из контекста. Символами ρ(L)

и σ(L) будет обозначать резольвентное и спектральное множество оператора L.

3. Вместо L(U;U) будем писать L(U).

5



Введение

Рассмотрим на интервале (a, b) дифференциальное уравнение Баренблатта–

Желтова–Кочиной

λut(x, t)− utxx(x, t) = αuxx(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ [a, b]× R, (0.0.1)

которое представляет динамику давления однородной жидкости в трещинновато-

пористой среде [3]. Здесь вещественные параметры α и λ характеризуют среду;

функция f(x, t) играет роль внешней нагрузки. Заметим, что, помимо иссле-

дования течения жидкости при переходе из пористой среды в трещинноватую,

существуют другие интерпретации [5], [21] для описываемого уравнения (0.0.1).

Например, к такому же виду приводится уравнение теплопроводности с двумя

температурами

cut(x, t)− cautxx(x, t) = kuxx(x, t) + r(x, t), (x, t) ∈ [a, b]× R, (0.0.2)

описывающее для изотропного материала скорость изменения внутренней энер-

гии за счет движения теплового потока от одной среды к ее дополнению [21].

Здесь c – удельная теплоемкость при фиксированной теоретической темпера-

туре ϕ0 (c, как правило, принадлежит R+); r – тепло, подаваемое (на едини-

цу объема) из внешней среды; параметры k, a ∈ R отвечают, соответственно,

за теплопроводность и линейную связь двух температур. С учетом того, что

(0.0.2) рассматривалось в терминах теории термодинамики сплошных сред (см.,

например, [35], где была доказана теорема, поясняющая физическую интерпре-

тацию существования двух температур в излучающей и проводящей средах),

уравнение (0.0.2) будем понимать относительно температуры в излучающей сре-

де. Основной целью выпускной квалификационной работы является изучение

разрешимости задачи Коши

u(0) = u0 (0.0.3)
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и задачи Шоуолтера–Сидорова

P (u(0)− u0) = 0, (0.0.4)

для уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной (0.0.1), записанного в оператор-

ном виде, в специальным образом подобранных банаховых пространствах U и F

Lu̇(t) = Mu(t) + f(t), (0.0.5)

с краевыми условиями Вентцеля, обобщающими классические граничные усло-

вия Дирихле, Неймана и Робена,

uxx(a, t) + α0ux(a, t) + α1u(a, t) = 0,

uxx(b, t) + β0ux(b, t) + β1u(b, t) = 0,
(0.0.6)

в детерминированном случае и в пространстве дифференцируемыхK–«шумов».

В формуле (0.0.4) оператор P – проектор, который строится с помощью опера-

торов L и M (подробное описание см. в 1.1.1).

Уравнения (0.0.5), неразрешенные относительно старшей производной, впер-

вые упоминаются в работах А. Пуанкаре. Однако, первым, кто начал система-

тическое изучение начально-краевых задач для уравнений вида

L
.
u= Mu, (0.0.7)

где L и M дифференциальные операторы в частных производных по «про-

странственным» переменным, был С. Л. Соболев. Именно благодаря последо-

вательному освоению в предвоенные годы систем дифференциальных уравне-

ний, описывающих малые колебания вращающейся жидкости, Сергей Львович

получил условия устойчивости вращающегося волчка с полостью заполненной

жидкостью, в зависимости от формы полости и ее параметров. На основании
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этого в 1954 году в [14] им было исследовано уравнение, моделирующее коле-

бания гравитирующей жидкости, и изучена задача Коши для него. Цикл ра-

бот, связанных с изучением почти-периодичности решений волнового уравнения

и смешанных задач для некоторых систем, не принадлежащих к типу систем

Коши – Ковалевской, положил начало новому направлению в теории диффе-

ренциальных уравнений в частных производных. Им является исследование

неклассических уравнений в частных производных, не разрешенных относи-

тельно старшей производной по времени, которое первоначально развивалось

его учениками, среди которых С.A Гальперн [6], А.Г Костюченко [10] и др.

Первыми, кто начал изучать разрешимость задачи Коши для абстрактного

линейного операторного уравнения, были труды С.Г. Крейна [11] и его уче-

ников. В частности, в них был детально рассмотрен вопрос о разрешимости

и единственности начальной задачи для дескрипторного уравнения в регуляр-

ном случае (в смысле регулярности соответствующего операторного пучка), и

изучен случай (L, σ)-ограниченного оператора M . Также показано, что фазо-

вым пространством уравнения (0.0.7) служит некоторое подпространство в U

коразмерности равной размерности M -корневого пространства фредгольмова

оператора L. Исследование задач, связанных с гидродинамикой, привели Сели-

ма Григорьевича, как позднее и его последователей, к необходимости изучения

дифференциальных уравнений с неограниченными операторами в банаховых

пространствах. В монографии [12] он отражает обстоятельное описание не толь-

ко вопросов о корректной разрешимости и аналитичности абстрактной задачи

Коши, но и указывает на ряд трудов, поясняющих классы корректности для

некорректных задач.

В рамках данного направления также следует упомянуть Р.Е. Шоуолтера,

который ввел в обиход термин «уравнения соболевского типа» в [41]. Боль-

шинство его трудов [42–44] основаны на исследовании существования и един-

ственности решения (0.0.3), (0.0.7) для псевдопараболических уравнений и для
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сингулярных уравнений (0.0.7), приведенных к регулярным

.
u= Su, где S = L−1M (0.0.8)

в специфически построенном полугильбертовом пространстве с нехаусдорфовой

метрикой.

В монографии [30] A. Favini и A. Yagi освещена теория полугрупп операто-

ров, на основе которой изучается разрешимость дифференциальных включений

xt ∈ A(x) (0.0.9)

с многозначным линейным оператором. К такому включению сводится уравне-

ние (0.0.7) с (L, σ)-ограниченным оператором M в случае устранимой особой

точки в бесконечности.

В монографии [39] Г.А. Свиридюка и В.Е. Федорова рассмотрена теория

изучения начально-краевых задач для различных линейных и полулинейных

уравнений соболевского типа с использованием метода фазового пространства.

Применение методов фазового пространства и относительно спектральной тео-

рии, предложенных Г.А. Свиридюком для изучения уравнений вида (0.0.7), поз-

волило ему и его ученикам построить теорию вырожденных (полу)групп.

В данной выпускной квалификационной работе нас будет интересовать раз-

решимость задачи Коши и Шоуолтера – Сидорова с новым видом граничных

условий вида (2.3.12). Исследование начально-краевых условий с граничными

условиями вида (2.3.12) впервые упоминается в работах А.Д. Вентцеля. В ра-

боте [5] был поставлен вопрос о нахождении генератора полугруппы для одно-

родных по времени марковских процессов в замкнутой ограниченной области

с достаточно гладкой границей диффузионных процессов внутри этой области,

где оператор M был эллиптическим дифференциальным оператором второго

порядка. Вне зависимости от этих результатов данную задачу рассматривал
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У. Феллер в работах [24], [25]. Позднее в работе [45] Вентцелем был поставлен

вопрос уже для более общего случая, когда в качестве рассматриваемой области

выбирался круг или шар, а полугруппа бралась C0-сжимающей и инвариатной

относительно вращений. Используя взаимосвязь между C0-сжимающими по-

лугруппами и однородными по времени марковскими процессами, отвечающие

условию Феллера [25], были построены, по заданным полугруппам граничные

условия, удовлетворяющие дважды непрерывно дифференцируемым функциям

из области определения инфинитезимального оператора.

Далее результаты [45] развивали и обобщали в большинстве работ. В одной

из первых статей [27] A Favini, G.R. Goldstein, J.A. Goldstein, S. Romanelli на-

чали выделять и различать общие и обобщенные краевые условия Вентцеля. В

частности, в [27] и [28] было получено обобщение результатов [45] в зависимости

от вида эллиптического оператора второго порядка и пространств, в которых

определен заданный оператор; в [29] установлена классификация общих крае-

вых условий Вентцеля для дифференциального оператора четвертого порядка

на отрезке; в [33] показана роль граничных условий в линейном и нелинейном

анализе. В России в [15, 16] А.И. Назаровым был рассмотрен другой подход в

изучении задач Вентцеля. В силу того, что данный тип краевых условий вклю-

чает классические граничные условия типа Дирихле, Неймана и Робена, автор

исследовал обобщение результатов о разрешимости для уравнений Лапласа и

Гемгольца в ограниченных и неограниченных областях при непрерывных гра-

ничных данных. В частности, Назаров приводит актуальность изучения данной

задачи, поскольку с точки зрения диффузионных процессов рассмотренные мо-

дели описывают процессы, включающие диффузию вдоль границы и отраже-

ние от границы. Такая ситуация возникает, когда граница области покрыта

особым тонким слоем («пленкой») из материала, имеющего высокую проводи-

мость. В течение половины столетия с момента первого упоминания работ [5,45]

А.Д. Вентцеля был выпущен цикл публикаций, связывающий краевые условия

вида эллиптического уравнения второго порядка по касательным переменным:
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с теорией потенциалов, позволяющих найти решения эллиптических задач в

пространствах Соболева и Гельдера [1]; начально-краевой задачей для парабо-

лического уравнения с граничными условиями, имеющими вид параболического

уравнения по касательным переменным [2]; теорией (полу)групп операторов в

подходящих банаховых пространствах.

Тем не менее следует отметить, что несмотря на различие вышеописанных

подходов, не была затронута теория вырожденных (полу)групп, разработанная

в [39] Г.А. Свиридюком и его последователями. Используя метод фазового про-

странства, описанный в [17], в выпускной квалификационной работе нас будут

интересовать разрешающие (полу)группы для уравнения Баренблатта – Жел-

това – Кочиной в случае (L, p)-ограниченного оператора M в детерминирован-

ном и недетерминированном случае. Прибегая к стохастической интерпретации

уравнений в частных производных, в этой работе частично затронем иссле-

дования недетерминированных задач в необходимой для нас интерпретации,

отличительной особенностью которой является иное понятие «белого шума» в

смысле производной Нельсона – Гликлиха от винеровского процесса.

Термин производной Нельсона – Гликлиха изначально был введен в моногра-

фии [32], там же была найдена первая производная случайного процесса. Позд-

нее в [7] были вычислены производные высших порядков и исследованы первые

математические модели. Практически в тоже время «белый шум» использовал-

ся в теории оптимальных измерений [40], где для него пришлось строить специ-

альное пространство «шумов» в [20]. Данная парадигма не только обосновала

согласованность с теорией Энштейна – Смолуховского [13], позволяющего по-

нимать под броуновским движением искомый стохастический процесс, а под

производной от этого процесса – «белый шум», но и сподвигла к появлению но-

вого направления изучения стохастических уравнений соболевского типа. Это

отражено в исследованиях: дихотомий стохастического уравнения, заданного на

многообразии [36]; применения метода фазового пространства в случае (L, p)–

ограниченного и (L, p)–секториального оператора M в [18, 31]; стохастических
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уравнений соболевского типа высокого порядка в [38].

Выпускная квалификационная работа, кроме аннотации, оглавления, обо-

значений и сокращений, введения, заключения и библиографического списка,

содержит две главы. В первой главе описываются предварительные теорети-

ческие сведения, взятые из работ Г.А. Свиридюка (подробный обзор см., на-

пример, в [39]), и исследуется дифференциальный оператор второго порядка

с классическими краевыми условиями Дирихле, Неймана и Робена и условия

типа Вентцеля. В частности, в первом параграфе приводятся определения и

формулировки теорем, необходимые для построения разрешающей группы в

задаче Коши и Шоуолтера – Сидорова, в детерминированном случае. Во вто-

ром параграфе рассматриваются свойства одномерного оператора Лапласа для

предложенных граничных условий в подходящих банаховых пространствах. В

третьем параграфе строится пространство дифференцируемых K–«шумов», со-

держащее как K–винеровский процесс, так и его производную Нельсона – Гли-

клиха (т.е. «белый шум»).

Во второй главе описывается спектр одномерного оператора Лапласа, по-

строенного в подходящем банаховом пространстве, а именно сужении простран-

ства Лебега, с краевым условием Вентцеля и исследуется разрешимость зада-

чи Коши и Шоуолтера – Сидорова для уравнения Баренблатта – Желтова –

Кочиной в детерминированном и стохастическом случае. В частности, в пер-

вом параграфе приводится асимптотическое разложение спектра для диффе-

ренциального оператора в рамках поставленной задачи. Во втором параграфе

рассматривается существование и единственность решения задачи Коши и Шо-

уолтера – Сидорова для искомого уравнения с использованием метода фазового

пространства. В третье параграфе исследуется аналогичная задача, что и во

втором параграфе, в пространстве дифференцируемых K–«шумов».

Благодарности
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Глава 1. Предварительные сведения

1.1. Уравнения соболевского типа с p-ограниченным опе-

ратором

Пусть U,F – банаховы пространства, оператор L ∈ L(U;F), операторM ∈ Cl(U;F).

Определение 1.1.1. Множество ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)} на-

зывается L-резольвентным множеством оператораM . МножествоC\ρL(M) =

σL(M) называется L-спектром оператора M .

Определение 1.1.2. Оператор-функции (µL−M)−1, RL
µ(M) = (µL−M)−1L,LLµ(M) =

L(µL − M)−1 с областью определения ρL(M) называются соответственно L-

резольвентой, правой L-резольвентой, левой L-резольвентой оператора M .

Определение 1.1.3. ОператорM называется спектрально-ограниченным от-

носительно оператора L (или (L, σ)-ограниченным), если L-спектр оператора

M является ограниченным множеством.

Пусть операторM (L, σ)-ограничен, а замкнутный контурG = {µ ∈ C : |µ| = r > a} –

ограничивающая область, содержащая σL(M). Рассмотрим интегралы

P =
1

2πi

∫
G

RL
µ(M) dµ Q =

1

2πi

∫
G

LLµ(M) dµ.

Лемма 1.1.1. Пусть операторM (L, σ)-ограничен. Тогда операторы P ∈ L(U)

и Q ∈ L(U) являются проекторами.

Положим U0 = kerP , F0 = kerQ, U1 = im P , F1 = im Q. Обозначим через

Lk(Mk) сужение оператора L(M) на Uk (dom M ∩ Uk), k = 0, 1.
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Теорема 1.1.1. (теорема о расщеплении) Пусть операторM (L, σ)-ограничен,

тогда

(i) имеет место действие операторовMk : dom M∩Uk → Fk, Lk ∈ L(Uk;Fk),

k = 0, 1;

(ii) M1 ∈ L(U1;F1),M0 ∈ Cl(U0;F0);

(iii) M−1
0 ∈ L(F0;U0), L−1

1 ∈ L(F1;U1).

Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда в силу теоремы (1.1.1) вытекает

существование операторов H = M−1
0 L0 ∈ L(U0) и S = L−1

1 M1 ∈ L(U1). Разло-

жим в ряд Лорана L-резольвенту оператораM в кольцеG = {µ ∈ C : |µ| = r > a}

(µL−M)−1 = (µL0 −M0)
−1(I −Q) + (µL1 −M1)

−1Q =

= −
∞∑
k=0

µkHkM−1
0 (I −Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1L−1
1 Q

Определение 1.1.4. Бесконечно удаленную точку L-резольвенты оператора

M будем называть

(i) устранимой особой точкой, если H = O ;

(ii) полюсом порядка p, если Hp 6= O, Hp+1 = O, p ∈ N;

(iii) существенно особой точкой, если Hq 6= O,∀q ∈ N.

Определение 1.1.5. Оператор (L, σ)-ограниченный оператор M будем назы-

вать (L, p)-ограниченным, если точка∞ является полюсом порядка p ∈ {0}∪N

его L-резольвенты.

Пусть kerL 6= {0}, множество векторов {ψ1, ψ2, · · · , } ⊂ U будем называть

цепочкой M -присоединенных векторов вектора ψ0 ∈ kerL\{0}, если Lψk+1 =

Mψk для k ∈ {0} ∪ N и ψk /∈ kerL\{0}. Цепочка может быть бесконечной, но

она обязательно конечна, если существует такой вектор ψp для p ∈ {0}∪N, что

Mψp /∈ im L. Мощность конечной цепочки называется ее длиной.
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Теорема 1.1.2. Пусть оператор L–фредгольмов, тогда следующие утвержде-

ния эквивалентны

(i) оператор M (L, p)-ограниченный, p ∈ {0} ∪ N;

(ii) длины всех цепочекM -присоединенных векторов не превосходят p, при-

чем существует по крайней мере одна цепочка длины p.

Для банаховых пространств U и F, операторов L ∈ L(U;F) и M ∈ Cl(U;F)

рассмотрим задачу Коши

u(0) = u0 (1.1.1)

и задачу Шоултера – Сидорова

(RL
µ(M))p+1(u(0)− u0) = 0 (1.1.2)

для линейного уравнения соболевского типа

Lu̇(t) = Mu(t), t ∈ R. (1.1.3)

Решением уравнения (1.1.3) называется такая вектор-функция u ∈ C1(R+;U),

для которой u(t) ∈ dom M при всех t ∈ R и выполняется равенство (1.1.3). Ре-

шение u = u(t) уравнения (1.1.3) назовем решением задачи Коши, если оно удо-

влетворяет условию (1.1.1) при некотором u0 ∈ U. Решение u = u(t) уравнения

(1.1.3) назовем решением задачи Шоуолтера – Сидорова, если оно удовлетво-

ряет условию (1.1.2) при некотором u0 ∈ U.

Определение 1.1.6. Множество {U t ∈ L(U) : t ∈ R} называется группой

разрешающих операторов уравнения (1.1.3), если при любом u0 ∈ U вектор-

функция u(t) = U tu0 является решением уравнения (1.1.3), и операторы удо-

влетворяют свойству U sU t = U t+s ∀s, t ∈ R.

Группа разрешающих операторов {U t ∈ L(U) : t ∈ R} называется голо-

морфной, если она имеет голоморфное продолжение во всю комплексную плос-
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кость с сохранением свойств из определения 1.1.6. Для голоморфной группы

{U t : t ∈ R} можно определить ее ядро kerU = {ψ ∈ U : U tψ = 0, t ∈ R} и

образ im U = {u ∈ U : U 0u = u, t ∈ R}.

Теорема 1.1.3. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда существует се-

мейство операторов

U t =
1

2πi

∫
G

RL
µ(M)eµt dµ, t ∈ R

образующее голоморфную разрешающую группу уравнения (1.1.3).

Определение 1.1.7. Множество B ⊂ U назовем фазовым пространством

уравнения (1.1.3), если

(i) любое решение u = u(t) уравнения (1.1.3) лежит в B поточечно, т.е.

u(t) ∈ B для всех t ∈ R;

(ii) для любого u0 ∈ B cуществует единственное решение задачи (1.1.1),

(1.1.3).

Теорема 1.1.4. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда фазовое простран-

ство уравнения (1.1.3) совпадает с подпространством U1.

Голоморфная группа уравнения (1.1.3) называется разрешающей группой,

если ее образ совпадает с фазовым пространством уравнения (1.1.3). Заметим

также, если оператор L непрерывно обратим, то фазовое пространство уравне-

ния (1.1.3) совпадает со всем пространством U. Из вышесказанного вытекает

следствие теоремы 1.1.4.

Следствие 1.1.1. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда для любого

u0 ∈ U1 существует единственное решение задачи (1.1.1), (1.1.3), имеющее вид

u(t) = U tu0.

Пусть I = (a, b) – некоторый интервал, и операторM (L, σ)-ограничен. Возь-

мем вектор-функцию f ∈ C∞(I,F) и рассмотрим задачу Коши (1.1.1) для неод-
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нородного линейного уравнения соболевского типа

Lu̇(t) = Mu(t) + f(t), t ∈ R. (1.1.4)

В силу теоремы 1.1.1 приведем задачу Коши к эквивалентной системеHu̇
0(t) = u0(t) +M−1

0 f 0(t), u0(0) = v0
0,

u̇1(t) = Su1(t) + L−1
1 (t), u1(0) = v1

0,

где операторы имеют видH = M−1
0 L0, S = L−1

1 M1, а векторы uk ∈ Uk, fk ∈ Fk, k = 0, 1.

Теорема 1.1.5. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен, причем ∞ – несуще-

ственная особая точка L-резольвенты M . Тогда при любой f ∈ C∞(I;F) и

любом u0 ∈ Bf

Bf =

{
u ∈ domM : (I−Q)

(
Mu+

p∑
q=0

Rqd
qf

dtq
(0)

)
= 0

}
, где R = L0M

−1
0 (I−Q)

существует единственное решение u ∈ C∞(I;U) задачи Коши, имеющее вид

u(x, t) = −
p∑
q=0

HqM−1
0 (I −Q)

dqf(t)

dtq
+ U tu0 +

∫ t

0

U t−sL−1
1 Qf(s) ds,

и образующее разрешающую группу уравнения (1.1.4).

Перейдем к задаче Шоуолтера – Сидорова (1.1.2) для уравнения (1.1.3). Из

леммы 1.1.1 и теорем 1.1.3, 1.1.4 следует, что в случае непрерывной обратимо-

сти оператора L построенный проектор P = I и подпространство U1 совпадает

с искомым банаховым пространством U. Далее отметим, что в случае необра-

тимости оператора L и (L, p)-ограниченности оператора M подпространство

U0 = kerL, либо состоит из собственных и M–присоединенных векторов длины

не выше p. Таким образом, задача (1.1.2) в случае (L, p)-ограниченности опе-
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ратора M сводится к эквивалентной для уравнения (1.1.3) задачи с условием

P (u(0)− u0) = 0, (1.1.5)

в силу теоремы 1.1.1 с построением проектора P вдоль U0 на F0 для (L, 0)-

ограниченного оператора M или проектора P вдоль подпространства U0, со-

держащего M–присоединенные векторы, на F0 для (L, p)-ограниченного опера-

тора M . Поскольку U 0 = P в силу теоремы 1.1.1, то справедливы следующие

следствия.

Следствие 1.1.2. Пусть операторM (L, σ)-ограничен. Тогда для любого u0 ∈

U существует единственное решение задачи (1.1.1), (1.1.3), имеющее вид u(t) =

U tu0. Если вдобавок u0 принимает значения из U0, то данное решение будет

также единственным решением задачи (1.1.1), (1.1.3).

Следствие 1.1.3. Пусть операторM (L, σ)-ограничен. Тогда для любого u0 ∈

U существует единственное решение задачи (1.1.2), (1.1.3), имеющее вид

u(x, t) = −
p∑
q=0

HqM−1
0 (I −Q)

dqf(t)

dtq
+ U tu0 +

∫ t

0

U t−sL−1
1 Qf(s) ds.

1.2. Краевые условия Вентцеля

Pассмотрим на интервале Ω = (a, b) собственно эллиптический оператор

Au(x) =
∑
|α|≤2

aα(x)Dαu = u′′(x), x ∈ (a, b) (1.2.1)

с граничными операторными условиями B1

(B1u)(x) =
∑
|α|≤m1

b1,α(x)Dαu(x) = 0, x ∈ {a, b} b1,α(x) ∈ R, 0 ≤ m1 ≤ 2. (1.2.2)
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Формулами (1.2.1)-(1.2.2) определим линейный операторA : dom A ⊂ H2(a, b)→

F. В качестве области определения оператора зададим линейное многообразие

dom A = {u ∈ H2(a, b) : условия (1.2.2) выполняются}, области значения F –

пространство L2(a, b).

Для описания дальнейших свойств оператора A напомним некоторые опре-

деления из [19].

Определение 1.2.8. Будем говорить, что оператор B1 образует нормальную

систему, если для m1 ≥ 0 и для всякого нормального к ∂Ω вектора νx выпол-

нено условие ∑
|α|=m1

b1,α(x)νx 6= 0.

Определение 1.2.9. Будем говорить, что оператор B1 образует дополнитель-

ную по отношению к A систему, если для любой точки x ∈ ∂Ω, соответству-

ющего нормального к ∂Ω вектора νx, x ∈ ∂Ω и любого касательного вектора

ξx 6= 0 к ∂Ω выполнено условие линейной независимости многочленов от пере-

менной τ

bj(x, ξx + τνx) =
∑
|α|=m1

b1,α(x)(ξx + τνx)
α.

по модулю a+ = τ − ψ, где, для двух линейно независимых векторов ξ и η, ψ –

корень многочлена aα(x, ξ + τη).

Определение 1.2.10. Набор, состоящий из дифференциального оператора A

и граничного оператора B1 называется регулярно эллиптическим, если

(i) оператор A является собственно эллиптическим;

(ii) оператор B1 образует нормальную систему для m1 ≤ 1;

(iii) оператор B1 образует дополнительную по отношению к A систему.

Таким образом, используя выше изложенное построение, имеет место следу-

ющая теорема (см., например, [19]).

Теорема 1.2.6. Пусть на интервале (a, b) задан регулярно эллиптичный
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набор операторов A,B1. Тогда оператор A, определенный формулами (1.2.1)-

(1.2.2), фредгольмов.

Рассмотрим ниже более подробно свойства для оператора A c классически-

ми граничными условиями (Дирихле, Робена, Неймана) и установим отличие

относительно краевых условий Вентцеля.

Пусть I = (0, π) – некоторый интервал. Для оператора A с краевыми усло-

виями Дирихле u(0) = u(π) = 0 прежде всего укажем самосопряженность

оператора A, в силу компактности вложения dom A в пространство F и сим-

метричности оператора в гильбертовом пространстве F

< Au, v >F=< u,Av >F .

Таким образом, в силу того, что R(A) = L2(0, π) и dim ker(A) = dim ker(A∗) =

0, оператор A имеет замкнутый образ, конечную коразмерность и размерность

ядра, и, соответственно, является фредгольмовым. Кроме того, нетрудно заме-

тить, что спектр оператора A, построенного формулами (1.2.1)-(1.2.2), конеч-

нократный, дискретный с предельной точкой сгущения на −∞

σ(A) = {−n2}, n ∈ N

с собственными функциями вида

uk = sin kx

и m-диссипативный в смысле

ρ(A) ∩ (0,∞) 6= ∅.

Для оператора A c краевыми условиями Неймана u′(0) = u′(π) = 0 по ана-

логии укажем, самосопряженность оператора A. И в силу того, что R(A) =
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L2(0, π), ker(A) = {Const}, и, cooтветственно, dim ker(A) = dim ker(A∗) = 1,

оператор A имеет замкнутый образ, конечную коразмерность и размерность

ядра, и, соответственно, является фредгольмовым. Кроме того, нетрудно заме-

тить, что спектр оператора A, построенного формулами (1.2.1)-(1.2.2), конеч-

нократный, дискретный с предельной точкой сгущения на −∞

σ(A) = {−n2}, n ∈ Z+

с собственными функциями вида

uk = cos kx

и оператор m-диссипативный.

Для оператора A с краевыми условиями Робена

α0u
′(a) + α1u(b) = 0,

β0u
′(b) + β1u(b) = 0,

самосопряженность оператора A выполнена. И аналогично, в силу того, что

R(A) = L2(a, b) и,

dim ker(A) = dim ker(A∗) =

1, если (α0 + α1a)β1 = α1(β0 + β1b)

0, иначе

оператор A имеет замкнутый образ, конечную коразмерность и размерность

ядра, и, соответственно, является фредгольмовым. Кроме того, спектр опера-

тора A, построенного формулами (1.2.1)-(1.2.2), конечнократный, дискретный

с предельной точкой сгущения на −∞

σ(A) = {−n2}, n ∈ Z
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и оператор m-диссипативный для неотрицательных коэффициентов α1, β1.

Рассмотрим оператор A с краевыми условиями Вентцеля

u′′(a) + α0u
′(a) + α1u(a) = 0,

u′′(b) + β0u
′(b) + β1u(b) = 0.

(1.2.3)

Поскольку значение второй производной на концах отрезка не определено в

H2(a, b), введем в качестве области определения оператора A

D(A) =

{
u ∈ C2[a, b] : u′′(x)

∣∣∣∣
{a,b}
∈ L2((a, b), dx)

и условия (1.2.3) выполняются
}
.

В силу того, что оператор A с краевым условием Вентцеля в пространстве

F = L2(a, b) не будет диссипативным, и соответственно, m-диссипативным, что

не позволит показать, что оператор A в пространстве L2(a, b) генерирует C0-

сжимающую полугруппу, в дальнейшем будем руководствоваться результами

работы [7] для построения пространства F, вводя сужение пространства Лебега

X2 =

(
L2[a, b], dx

∣∣∣∣
(a,b)

⊕ ηds
∣∣∣∣
{a,b}

)
с нормой

‖u‖2
F =

∫ b

a

|u(x)|2dx+ η0|u(a)|2 + η1|u(b)|2,

для получения самосопряженности и m диссипативности оператора A, где dx –

мера Лебега в области (a, b); ds – поточечная мера на границе; η0 = 1
−α1

, η1 = 1
β1
,

где α1 < 0 < β1 – положительные веса. В частности, из данной статьи авторами

было показано, что оператор A замыкаем, существенно самосопряженный, и
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указав вложения пространств,

C2
BC =

{
u ∈ C2[a, b] : и условия (1.2.3) выполняются

}
⊂ D(A) ⊂

⊂
{
u ∈ W 2,2

loc (a, b) ∩X2 : u”(x) существует в смысле следа оператора

в L2({a, b}, ηds)
}

доказано, что замкнутый оператор A генерирует C0-сжимающую полугруппу в

силу теоремы Люмьера-Филлипса в пространстве X2. В рамках нового постро-

ения оператора A, нетрудно заметить, в силу того, что R(A) = X2 и оператор

A конечную коразмерность и размерность ядра, и, соответственно, оператор

является фредгольмовым.

Особый интерес представляет оператор A с краевыми условиями Вентцеля

вида u′′(a) = u′′(b) = 0, индекс которого нулевой, в силу того, что размерность

ядра и коядра совпадает и равна двум, а образ оператора замкнут. Таким обра-

зом, оператор A в данной постановке задачи также является фредгольмовым.

1.3. Пространство случайных K-величин и K-«шумов»

Пусть Ω ≡ (Ω,A,P) – полное вероятностное пространство; R – множество

действительных чисел, наделенное борелевской σ-алгеброй. Под случайной ве-

личиной будем понимать измеримое отображение ξ : Ω → R. Множество слу-

чайных величин {ξ : Eξ = 0, Dξ ≤ +∞}, математическое ожидание которых

равно нулю, а дисперсия конечна, образует гильбертово пространство L2 со

скалярным произведением (ξ1, ξ2) = Eξ1ξ2 и нормой ‖ξ‖2
L2

= Dξ.

Возьмем множество J ⊂ R и рассмотрим два отображения f : J → L2,

которое каждому t ∈ J ставит в соответствии случайную величину ξ ∈ L2

и g : L2 × Ω → R, которое каждой паре (ξ, ω) ставит в соответствии точку

ξ(ω) ∈ R. Отображение η : J × Ω → R, имеющее вид η = η(t, ω) = g(f(t), ω),

назовем (одномерным) стохастическим процессом. При каждом фиксирован-
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ном t ∈ J значение стохастического процесса η = η(t, ·) является случайной

величиной, т.е. η = η(t, ·) ∈ L2, которую назовем сечением стохастического

процесса в точке t ∈ J . При каждом фиксированном ω ∈ Ω функция η = η(·, ω)

называется (выборочной) траекторией случайного процесса, соответствующей

элементарному исходу ω ∈ Ω. Траектории также называются реализациями или

выборочными функциями случайного процесса. Обычно, когда это не приводит

к неясности, зависимость η(t, ω) от ω не указывается и случайный процесс обо-

значается просто η(t).

Считая J ⊂ R интервалом, назовем стохастический процесс η = η(t), t ∈ J

непрерывным, если почти наверное всего его траектории непрерывны. Множе-

ство всех непрерывных стохастических процессов образует банахово простран-

ство, которое мы будем обозначать символом CL2, где

‖η‖2
CL2

= sup
t∈J

Dη(t, ω).

Непрерывный случайный процесс, чьи (независимые) случайные величины гаус-

совы, называется гауссовым. В качестве примера непрерывного гауссова слу-

чайного процесса рассмотрим (одномерный) винеровский процесс β(t), модели-

рующий броуновское движение на прямой в теории Эйнштейна–Смолуховского.

Он обладает следующими свойствами:

(i) п.н. все траектории β(t) непрерывны, п.н. β(0) = 0, и при всех t ∈ R+

случайная величина β(t) гауссова;

(ii) математическое ожидание E(β(t)) = 0 и автокорреляционная функция

E

(
(β(t)− β(s))2

)
= |t− s| при всех s, t ∈ R+;

(iii) траектории β(t) недифференцируемы в любой точке t ∈ R+ и на любом

сколь угодно малом промежутке имеют неограниченную вариацию.

Пусть A0 – σ-подалгебра σ-алгебры A. Построим подпространство L0
2 ⊂ L2

случайных величин, измеримых относительно A0. Обозначим, через П : L2 →

L0
2 – ортопроектор. Для любого ξ ∈ L2 случайная величина Пξ называется
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условным математическим ожиданием случайной величины ξ относительно

A0 и обозначается E(ξ|A0).

Зафиксируем η ∈ CL2 и t ∈ J , через Nη
t обозначим σ-алгебру, порожден-

ную случайной величиной η(t), через Nη
t = E(·|Nη

t ) – условное математическое

ожидание относительно Nη
t .

Определение 1.3.11. Пусть η ∈ CL2, производной Нельсона-Гликлиха
◦
η сто-

хастического процесса η(t) в точке t ∈ J называется случайная величина

◦
η (t, ·) =

1

2

(
lim

∆t→0+
Eη
t

(
η(t+ ∆t, ·)− η(t, ·)

∆t

)
+ lim

∆t→0+
Eη
t

(
η(t, ·)− η(t−∆t, ·)

∆t

))
,

если предел существует в смысле равномерной метрики на R.

Если производные
◦
η (t, ·) Нельсона – Гликлиха стохастического процесса η(t)

существуют во всех (или почти всех) точках интервала J , то будем под этим

понимать о существовании производной Нельсона – Гликлиха
◦
η (t, ·) на J (п.н.

на J ). Отметим, что если траектории случайного процесса η п.н. непрерывно

дифференцируемы в «обычном смысле» на (ε, τ), то их производная Нельсона

– Гликлиха совпадает с «обычной» производной. Так, например, обстоит дело

со стохастическим процессом η(t, ω) = α sin(µt) + β cos(µt), где α и β гауссовы

случайные величины, µ ∈ R+ – некоторая фиксированная константа, а t ∈ T =

[0,∞).

В качестве примера приведем производную Нельсона – Гликлиха, найденную

для винеровского процесса β(t) (см. напр., [18]), описывающего броуновское

движение в модели Энштейна-Смоуховского

◦
β (t) =

β(t)

2t
, t ∈ R+.

Заметим, что множество непрерывных стохастических процессов, для которых
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существует производная
◦
η (t, ·), образует банахово пространство C1L2 с нормой

‖η‖2
C1L2

= sup
t∈J

(
Dη(t, ω) +D

◦
η (t, ω)

)
. (1.3.1)

Введем в расмотрение пространство ClL2, l ∈ {0}∪N , случайных процессов

изCL2, для которых траектории п.н. дифференцируемы по Нельсону-Гликлиху

на J до порядка l включительно, определив норму в нем следующей формулой

‖η‖2
ClL2

= sup
t∈J

( l∑
k=0

D
◦
η l(t, ω)

)
. (1.3.2)

По умолчанию, будем понимать под производной Нельсона – Гликлиха нулевого

порядка
◦
η 0 исходный случайный процесс, и под пространством CL2, l ∈ {0} ∪

N – пространство K-«шумов».

Рассмотрим теперь вещественное сепарабельное гильбертово пространство

U с выбранным ортонормированным базисом {ϕk}. Введем монотонную после-

довательность K = {λk} ⊂ R такую, что
∞∑
k=1

λ2
k < ∞. Символом UKL2 будем

обозначать гильбертово пространство, которое является пополнением линейной

оболочки K-случайных величин

ξ =
∞∑
k=1

λkξkϕk, ξk ∈ L2

по норме

‖η‖2
U =

∞∑
k=1

λ2
kDξk.

Заметим, что для существования K-случайной величины ξ ∈ UKL2 достаточно

рассмотреть последовательность случайных величин {ξk} ⊂ L2, имеющую рав-

номерно ограниченную дисперсиюDξk ≤ Const, k ∈ N. Перейдем к построению

пространства дифференцируемых K-«шумов».

Рассмотрим интервал (ε, τ) ⊂ R. Отображение η : (ε, τ) → UKL2, действу-
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ющее по формуле

η(t) =
∞∑
k=1

λkξk(t)ϕk,

где последовательность {ξk} ⊂ CL2, называется U-значным непрерывным сто-

хастическим K-процессом, если ряд равномерно сходится на любом компакте

J по норме ‖ · ‖U и траектории процесса η = η(t) п.н. непрерывны.

Непрерывный стохастический K-процесс

◦
η (t) =

∞∑
k=1

λk
◦
ξk (t)ϕk,

называется непрерывно-дифференцируемым по Нельсону – Гликлиху на J , при

условии равномерной сходимости ряда на любом компакте J по норме ‖ · ‖U и

траектории процесса
◦
η=
◦
η (t) п.н. непрерывны.

Введем в рассмотрение пространство Cl(J ,UKL2), l ∈ {0}∪N дифференци-

руемых K-«шумов», для которых траектории п.н. дифференцируемы по Нель-

сону – Гликлиху на J до порядка l включительно, определив норму в нем

следующей формулой

‖η‖2
Cl(J ,UKL2) = sup

t∈J

( ∞∑
k=0

λ2
k

l∑
j=1

D
◦
η j
)
.

В качестве примера непрерывно-дифференцируемого K-процесса по Нель-

сону – Гликлиху до l порядка включительно приведем винеровский K-процесс

WK(t) =
∞∑
k=1

λkβk(t)ϕk,

где {βk} ⊂ ClL2 – последовательность броуновских движений.

Пространство Cl(J ,FKL2), дифференцируемых K–«шумов» на FKL2, опре-

деляется по аналогии. А именно, рассмотрим теперь вещественное сепарабель-

ное гильбертово пространство F с выбранным ортонормированным базисом
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{ψk}. Введем монотонную последовательностьK = {µ} ⊂ R такую, что
∞∑
k=1

µ2
k <

∞. Символом FKL2 будем обозначать гильбертово пространство, которое яв-

ляется пополнением линейной оболочки K-случайных величин

ζ =
∞∑
k=1

µkζkψk ζk ∈ L2

по норме

‖ζ‖2
U =

∞∑
k=1

µ2
kDζk.

Заметим, что для существования K-случайной величины ζ ∈ FKL2 достаточно

рассмотреть последовательность случайных величин {ζk} ⊂ L2, имеющую рав-

номерно ограниченную дисперсиюDζk ≤ Const, k ∈ N. Перейдем к построению

пространства дифференцируемых K-«шумов».

Рассмотрим интервал (ε, τ) ⊂ R. Отображение η : (ε, τ)→ FKL2, действую-

щее по формуле

η(t) =
∞∑
k=1

µkζk(t)ψk,

где последовательность {ζk} ⊂ CL2, называется F-значным непрерывным сто-

хастическим K-процессом, если ряд равномерно сходится на любом компакте

J по норме ‖ · ‖U и траектории процесса η = η(t) п.н. непрерывны.

Непрерывный стохастический K-процесс

◦
η (t) =

∞∑
k=1

µk
◦
ζk (t)ψk,

называется непрерывно-дифференцируемым по Нельсону-Гликлиху на J , при

условии равномерной сходимости ряда на любом компакте J по норме ‖ · ‖U, и

траектории процесса
◦
η=
◦
η (t) п.н. непрерывны.

Таким образом, имеем пространство Cl(J ,FKL2), l ∈ {0} ∪ N дифференци-

руемых K-«шумов», для которых траектории п.н. дифференцируемы по Нель-
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сону – Гликлиху на J до порядка l включительно, определив норму в нем

следующей формулой

‖η‖2
Cl(J ,FKL2) = sup

t∈J

( ∞∑
k=0

µ2
k

l∑
j=1

D
◦
η j
)
.
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Глава 2. Задача Коши и Шоуолтера – Сидорова

для уравнения Баренблатта – Желтова – Кочи-

ной в детерминированном случае и в простран-

стве K-«шумов»

2.1. Спектр оператора Лапласа с краевым условием Вент-

целя

Пусть дан дифференциальный оператор

Au(x) = u′′(x), x ∈ [a, b] (2.1.1)

с общими граничными условиями Вентцеля

Au(a) + α0ux(a) + α1u(a) = 0, (2.1.2)

Au(b) + β0ux(b) + β1u(b) = 0. (2.1.3)

Формулами (2.1.1)-(2.1.3) определим линейный оператор A : dom A ⊂ F →

F. В качестве области определения оператора зададим линейное многообразие

dom A = {u ∈ C2[a, b] : условия (2.1.2), (2.1.3) выполняются}, области значе-

ния F – пространство (
L2[a, b], dx

∣∣∣∣
(a,b)

⊕ ηds
∣∣∣∣
{a,b}

)

с нормой

‖u‖2
F =

∫ b

a

|u(x)|2dx+ η0|u(a)|2 + η1|u(b)|2,

структура построения которого указана в работе [7], где dx – мера Лебега в

области (a, b); ds – поточечная мера на границе; η0 = 1
−α1

, η1 = 1
β1
, где α1 < 0 <
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β1 – положительные веса.
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Лемма 2.1.1. Пусть оператор A определен формулами (2.1.1)-(2.1.3). Тогда

(i) dom A = {u ∈ C2[a, b] : условия (2.1.2), (2.1.3) выполняются} – банахо-

во пространство относительно нормы ‖u‖2
C2[a,b] ;

(ii) dom A плотно вложено в F ;

(iii) A ∈ L(dom A;F).

Приведем краткий набросок доказательства. Утверждение (i) очевидно в

силу того, что dom A образует подпространство, замкнутое в C2[a, b]. Утвер-

ждение (ii) становится очевидным, если заметить, что оператор G : C2[a, b]→ F

компактен. Утверждение (iii) очевидно.

Перейдем к изучению спектральной задачи для оператора A с общими гра-

ничными условиями Вентцеля. Докажем следующую теорему.

Теорема 2.1.1. Пусть оператор A удовлетворяет условиям леммы 2.1.1,

тогда он имеет вещественный, дискретный, конечнократный спектр с един-

ственной предельной точкой на бесконечности. При этом, для собственных

значений λn при n→ +∞ справедливо асимптотическое разложение

λn = −

(
πn+

(
−α0+β0
πn

)
+O

(
1
n3

))2

(b− a)2
.

Доказательство. Из [8] вытекает, что оператор A на F – существенно са-

мосопряженный. Это значит, что спектр оператора A – вещественный.

Определим спектр оператора A, для этого найдем его резольвенту. Имеем

(λI− A)u = f(x), x ∈ [a, b], при заданном f ∈ C2[a, b].

Рассмотрим случай λ < 0. Решая дифференциальное уравнение с общими

граничными условиями Вентцеля классическими методами, получим резоль-
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венту следующего вида

u(x) = (λI− A)−1f = Rλf = C1 cos(
√
−λx) + C2 sin(

√
−λx)+

+

∫ x

a

f(s)√
−λ

sin(
√
−λ(x− s))ds.

Запишем коэффициенты C1 = A0

B и C2 = A1

B для резольвенты, где

B = λ2

{
sin(
√
−λ(b− a))

}
+

{
β0 cos(

√
−λ(b− a))− α0 cos(

√
−λ(b− a))

}
×

× λ
√
−λ+ λ

{
β1 sin(

√
−λ(b− a)) + α1 sin(

√
−λ(b− a))

}
− sin(

√
−λ(b− a))×

× λα0β0 +
√
−λ
{
− α0β1 cos(

√
−λ(b− a)) + α1β0 cos(

√
−λ(b− a))

}
+

+ α1β1 sin(
√
−λ(b− a)),

A0 = f(a)

{
λ sin(

√
−λb) + β0

√
−λ cos(

√
−λb) + β1 sin(

√
−λb)

}
−

−
{
λ sin(

√
−λa) +

√
−λα0 cos(

√
−λa) + α1 sin(

√
−λa)

}{
f(b)−

−
∫ b

a

f(s)λ√
−λ

sin(
√
−λ(b− s))ds− β0

∫ b

a

f(s) cos(
√
−λ(b− s))ds−

− β1

∫ b

a

f(s)√
−λ

sin(
√
−λ(b− s))ds

}
,

A1 =

{
λ cos(

√
−λa)− α0

√
−λ sin(

√
−λa) + α1 cos(

√
−λa)

}{
f(b)−

−
∫ b

a

f(s)λ√
−λ

sin(
√
−λ(b− s))ds− β0

∫ b

a

f(s) cos(
√
−λ(b− s))ds−

− β1

∫ b

a

f(s)√
−λ

sin(
√
−λ(b− s))ds

}
− f(a)

{
λ cos(

√
−λb)−

− β0

√
−λ sin(

√
−λb) + β1 cos(

√
−λb)

}
.

В силу того, что резольвентный оператор Rλ является суммой двумерного

оператора (линейная комбинация синуса и косинуса) и интегрального оператора

типа Гильберта – Шмидта, где двумерный оператор является конечномерным,

а значит, компактным (так как коэффициенты C1 и C2 непрерывно зависят от
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f в метрике F, следовательно, оператор Rλ = (λI − A)−1 – компактный в F

как сумма конечномерного и компактного операторов. По теореме Гильберта

Rλ имеет дискретный, конечнократный спектр с предельной точкой в нуле.

Покажем, что исходный оператор A тогда имеет дискретный, конечнократ-

ный спектр с предельной точкой на бесконечности. Для этого зафиксируем

произвольное собственное значение λ0 оператора Rλ и выразим собственные

значения оператора A через собственные значения резольвенты Rλ. Получим

Rλf = λ0f , где f – собственные вектор резольвенты. Подействовав на обе части

равенства оператором (λI− A) и поделив на λ0(λ0 6= 0), получим выражение

Af =

(
λ− 1

λ0

)
f,

показывающее как связаны между собой собственные значения исходного и ре-

зольвентного операторов, отличающихся сдвигом на 1
λ0
. Это доказывает данное

утверждение, в силу поведения спектра оператора Rλ. Мы доказали, что при

λ < 0 оператор A имеет дискретный, конечнократный спектр с предельной

точкой на бесконечности.

Найдем асимптотическое приближение. Для λ < 0 транцендентное уравне-

ние имеет вид

ctg(
√
−λb)− β0

√
−λ
λ + β1

λ ctg(
√
−λb)

1 +
√
−λβ0
λ ctg(

√
−λb) + β1

λ

=
1−

√
−λα0

λ tg(
√
−λa) + α1

λ

tg(
√
−λa) +

√
−λα0

λ + α1

λ tg(
√
−λa)

.

Сделаем замену x =
√
−λn, λn < 0 и получим альтернативную формулу

−α0

x + α0β1
x3 + β0

x −
α1β0
x3

1− α1

x2 −
β1
x2 + α1β1

x4 + α0β0
x2

=
1− ctg(xb) ctg(xa)

ctg(xb) + tg(xa)
,

которая с помощью алгебраических вычислений преобразуется в следующее

выражение

tg(x(b− a)) =
−α0

x + α0β1
x3 + β0

x −
α1β0
x3

1− α1

x2 −
β1
x2 + α1β1

x4 + α0β0
x2

.
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Обозначим правую часть в полученном трансцендентном уравнении черезK(x)

K(x) =
1− α1

x2 −
β1
x2 + α1β1

x4 + α0β0
x2

−α0

x + α0β1
x3 + β0

x −
α1β0
x3

,

и перепишем искомое уравнение

tg(x(b− a)) =
1

xK(x)
.

Найдем xn

xn(b− a) = πn+ arctg

(
1

xK(x)

)
, n ∈ Z.

Применяя метод асимптотических итераций, мы имеем

xn ∼
1

(b− a)

{
πn+

(
−α0 + β0

πn

)
+O

(
1

n3

)}
.

В силу введенной ранее подстановки

λn ∼ −

(
πn+

(
−α0+β0
πn

)
+O

(
1
n3

))2

(b− a)2
.

Рассмотрим случай λ > 0. Заметим, что в этом случае решение существу-

ет в зависимости от вида граничных условий Вентцеля. Если транцендентное

уравнение имеет следующий вид

λ+ α0

√
λ+ α1

λ− α0

√
λ+ α1

=
e2
√
λ(b−a)(λ+ β0

√
λ+ β1)

λ− β0

√
λ+ β1

,

(λ+ α0

√
λ+ α1)(λ− β0

√
λ+ β1)

(λ− α0

√
λ+ α1)(λ+ β0

√
λ+ β1)

= e2
√
λ(b−a),

и имеет решение, мы добавляем λ.

Рассмотрение случая λ > 0 по аналогии методом Штурма – Лиувилля ука-

зывает на конечное множество собственных значений, либо пустоту данного
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множества в зависимости от условий на коэффициенты в (2.1.2)-(2.1.3).

Рассмотрим случай λ = 0. Найдем достаточные условия на множество соб-

ственных значений оператора A. Заметим, что если коэффициенты в условиях

(2.1.2)-(2.1.3) удовлетворяют равенству

β1(α0 + α1a− α1b) = α1β0,

то λ = 0 входит в множество собственных значений оператора A. Теорема до-

казана.

2.2. Детерминированный случай

Используя вышеизложенное построение оператора A : dom A ⊂ F → F с

областью определения dom A, включающей краевые условия Вентцеля

Au(a) + α0ux(a) + α1u(a) = 0;

Au(b) + β0ux(b) + β1u(b) = 0;
(2.2.1)

и областью значения F – сужением пространства Лебега(
L2[a, b], dx

∣∣∣∣
(a,b)

⊕ ηds
∣∣∣∣
{a,b}

)

перейдем к задаче Коши

u(0) = u0 (2.2.2)

и к задаче Шоуолтера – Сидорова

P (u(0)− u0) = 0, (2.2.3)

для уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной

(λ− A)ut(x, t) = αAu(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ [a, b]× R+. (2.2.4)
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Для того, чтобы решить задачу (2.2.2)-(2.2.4), найдем L-спектр оператора

M . Поскольку L-резольвента оператора M принимает вид

(µL−M)−1 = (µ(λ− A)− αA)−1 = {µ+ α 6= 0} = (µ+ α)−1

[
µλ

µ+ α
− A

]−1

,

где µ+ α 6= 0, тогда µ лежит в относительном спектре σL(M), если

µ =
ασ(A)

λ− σ(A)
.

Таким образом, из теоремы 2.1.1, где µ + α 6= 0, имеем дискретный, конеч-

нократный L-спектр оператора M с предельной точкой −α на бесконечности.

Рассмотрим случай µ+ α = 0. Для λ = 0 имеем σL(M) = {−α}. Для λ 6= 0

имеем σL(M) = {∅}, если α 6= 0, и σL(M) = {0}, если α = 0. Мы описали

L-спектр оператора M , дающий следующее следствие теоремы 2.1.1

Следствие 2.2.4. L-спектр оператораM в уравнении Баренблатта – Желтова

– Кочиной с краевыми условиями Вентцеля – дискретный, конечнократный с

предельной точкой −α на бесконечности.

В силу следствия 2.2.4 операторM (L, σ) - ограничен и имеет место теорема.

Теорема 2.2.1. Пусть оператор A удовлетворяет условиям леммы 2.1.1,

f ∈ C∞((a, b);F) – некоторая фиксированная вектор-функция. Тогда

(i) если λ /∈ σ(A), то для любых v0 ∈ dom A и f ∈ C∞((a, b);F) существует

единственное решение u ∈ C2(R; dom A) задачи Коши (2.2.2)-(2.2.4), имеющее

вид

u(x, t) =
∞∑
k=1

e
αλk
λ−λk

t
< v0, ϕk >F ϕk(x) +

∞∑
k=1

(
e

αλk
λ−λk

t − 1

)
< f, ϕk >F

αλk
ϕk(x);

(i) если λ ∈ σ(A), то для любых f ∈ C∞((a, b);F) и v0 ∈ Bf =

{
u ∈
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dom A : αλ < u, ϕk >F= − < f, ϕk >F, λk = λ

}
существует единственное

решение u ∈ C2(R;Bf) задачи Коши (2.2.2)-(2.2.4), имеющее вид

u(x, t) = − 1

αλ

∑
λ=λk

< f, ϕk >F ϕk(x) +
∑
λ6=λk

e
αλk
λ−λk

t
< v0(x), ϕk >F ϕk(x)+

+
∑
λ 6=λk

(
e

αλk
λ−λk

t − 1

)
< f, ϕk >F

αλk
ϕk(x).

Доказательство. Доказательство теоремы зависит от ядра оператора L и

состоит в разбиении искомой задачи на две подзадачи (исследовании дифферен-

циальных уравнений в частных производных в случае обратимости и необра-

тимости оператора L ) и в применении либо классической теоремы для неодно-

родного дифференциального уравнения, либо теоремы Свиридюка. Из теоремы

2.1.1 оператор Лапласа имеет вещественнозначный, дискретный, конечнократ-

ный спектр, имеющий предельную точку −∞, и {λk : k ∈ N} собственные

значения оператора Лапласа, пронумерованные в неубывающем порядке с уче-

том кратности и соответствующие собственным функциям {ϕk : k ∈ N}. Таким

образом, в соответствии с полнотой собственных функций, для v ∈ F имеем

Rµ(A)v = (µI−∆)−1v =
∞∑
k=1

< v, ϕk >F ϕk
µ− λk

и, следовательно,

RL
µ(M)v = (µL−M)−1v =

∞∑
k=1

< v, ϕk >F (λ− λk)
µ(λ− λk)− αλk

ϕk

Почленное интегрирование допустимо, так как ряд имеет равномерную сходи-

мость по норме пространства dom A. Поэтому, подставляя L-резольвенту опера-

тора M и применяя теорему вычетов, получаем соответствующие утверждения

(i), (ii). Теорема доказана.

Перейдем к разрешимости задачи Шоуолтера – Сидорова, в силу следствия
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1.1.3 имеет место следующая теорема.

Теорема 2.2.2. Пусть оператор A удовлетворяет условиям леммы 2.1.1,

f ∈ C∞((a, b);F) – некоторый фиксированная вектор-функция. Тогда

(i) если λ /∈ σ(A), то для любых v0 ∈ dom A и f ∈ C∞((a, b);F) существу-

ет единственное решение u ∈ C2(R; dom A) задачи Шоуолтера – Сидорова

(2.2.3)-(2.2.4), имеющее вид

u(x, t) =
∞∑
k=1

e
αλk
λ−λk

t
< v0, ϕk >F ϕk(x) +

∞∑
k=1

(
e

αλk
λ−λk

t − 1

)
< f, ϕk >F

αλk
ϕk(x);

(i) если λ ∈ σ(A), то для любых f ∈ C∞((a, b);F) и v0 ∈ dom A существу-

ет единственное решение u ∈ C2(R; dom A) задачи Шоуолтера – Сидорова

(2.2.3)-(2.2.4), имеющее вид

u(x, t) = − 1

αλ

∑
λ=λk

< f, ϕk >F ϕk(x) +
∑
λ6=λk

e
αλk
λ−λk

t
< v0(x), ϕk >F ϕk(x)+

+
∑
λ 6=λk

(
e

αλk
λ−λk

t − 1

)
< f, ϕk >F

αλk
ϕk(x).

2.3. Стохастический случай

Рассмотрим стохастическое уравнение Баренблатта – Желтова – Кочиной

на отрезке [a, b]

(λ− A)
◦
η (ω, t) = αAη(ω, t) +Nf, (ω, t) ∈ [a, b]× (0, τ),

c граничными условиями Вентцеля

ηxx(a, t) + α0ηx(a, t) + α1η(a, t) = 0,

ηxx(b, t) + β0ηx(b, t) + β1η(b, t) = 0.

Здесь η = η(t) – искомый случайный процесс на интервале (0, τ);
◦
η – про-
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изводная Нельсона – Гликлиха; f – «белый шум», понимаемый нами как про-

изводная Нельсона – Гликлиха одномерного винеровского процесса; α и λ –

вещественные параметры, характеризующие среду; параметр α ∈ R+; оператор

N ∈ L(U;F) подлежит в дальнейшем уточнению.

Перейдем к задаче Коши

η(0) = ξ0 (2.3.1)

и к задаче Шоуолтера – Сидорова

P (η(0)− ξ0) = 0 (2.3.2)

для абстрактного стохастического уравнения

L
◦
η (ω, t) = Mη(ω, t) +Nf, (2.3.3)

где L,M,N ∈ L(UKL2;FKL2), η ∈ Cl+1(J ;FKL2) – искомый случайный K-

процесс, f ∈ Cl+1(J ;FKL2) – «белый шум». Будем называть случайный K-

процесс η ∈ Cl+1(J ;FKL2) решением уравнения (2.3.3), если п.н. все его тра-

ектории удовлетворяют уравнению (2.3.3) при всех t ∈ J . Решение η = η(t)

уравнения (2.3.3) назовем решением задачи Коши (2.3.1), (2.3.3), если оно удо-

влетворяет условию (2.3.1). Решение η = η(t) уравнения (2.3.3) назовем ре-

шением задачи Шоуолтера – Сидорова (2.3.2), (2.3.3), если оно удовлетворяет

условию (2.3.2).

Ниже покажем с помощью лемм 2.3.1, 2.3.2 переход теории относительно p-

ограниченных операторов в пространство случайных K-величин. Рассмотрим

вещественное сепарабельное гильбертово пространство U (F) с выбранным ор-

тонормированным базисом {ϕk}({ψk}).

Лемма 2.3.1. Пусть последовательности {λk} и {µk} связаны неравенством

µ2
kDζk ≤ λ2

kDξk. Оператор A ∈ L(U;F) точно тогда, когда A ∈ L(UKL2;FKL2)

.
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Приведем краткий набросок доказательства. Утверждение становится оче-

видным, если заметить, что неравенство выполнено в силу признака сравнения

двух знакоположительных рядов

‖Aξ‖2
F ≤M

∞∑
k=1

µ2
kDζk‖ψk‖2

U ≤M‖ξ‖2
U.

Таким образом, из теории относительно σ-ограниченных операторов (см.,

напр., [39]) справедлива следующая лемма и теорема.

Лемма 2.3.2. Пусть последовательности {λk} и {µk} связаны неравенством

µ2
kDζk ≤ λ2

kDξk. Оператор M ∈ L(U;F) σ-ограничен относительно оператора

L ∈ L(U;F) точно тогда, когда M ∈ L(UKL2;FKL2) σ-ограничен относи-

тельно оператора L ∈ L(UKL2;FKL2). Причем L-спектры оператора M в

обоих случаях совпадают.

Теорема 2.3.1. Пусть оператор L,M ∈ L(UKL2;FKL2), причем оператор

M(L, σ) - ограничен. Тогда при любом случайномK-процессе f ∈ Cl+1(J ;FKL2)

таком, что Nf ∈ Cl+1(J ;FKL2) и любой U-значной случайной величине

ξ0 ∈ L2, независимой с Nf при фиксированном t ∈ [0, τ ], существует един-

ственное решение η = η(t) задачи (2.3.1), (2.3.3), которое принимает следую-

щий вид

η(t) = −M−1
0 Nf 0+U tξ0+

∫ t

0

U t−sL−1
1 Nf 1ds, где f 0 = (I−Q)f, f 1 = Qf. (2.3.4)

Доказательство. Доказательство теоремы аналогично детерминированно-

му случаю. Идея и методы теории относительно σ-ограниченных операторов

можно найти, например в [39]. Заметим лишь, что под оператором Q необходи-

мо подразумевать проектор

Q =
1

2πi

∫
γ

LLµ(M)dµ ∈ L(F),
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где γ ⊂ C – контур, ограничивающий область, содержащую L-спектр оператора

M , LLµ(M) = L(µL −M)−1 –левая L-резольвента оператора M ; f 0, f 1 следует

понимать как элементы из kerQ = F0
KL2, ImQ = F1

KL2 соответственно. Теоре-

ма доказана.

Перейдем к построению решения задачи в пространстве K-«шумов» .Обо-

значим через {λk : k ∈ N} последовательность собственных значений оператора

Лапласа с граничными условиями Вентцеля, занумерованные по невозраста-

нию с учетом кратности, и через {ϕk : k ∈ N} соответствующую им последо-

вательность ортонормированных собственных функций {ϕk : k ∈ N}. Введем

U-значные случайные K-процессы. Возьмем в качестве последовательности K

собственные значения оператора Грина {λk : λk = ν−1
k } и определим U-значный

случайный K-винеровский процесс в виде

WK(t) =
∞∑
k=1

νkβk(t)ϕk. (2.3.5)

Зададим функцию неоднородности как производную одномерного винеровского

процесса

f =
◦
WK (t) ∈ Cl+1(J ;FKL2),

и заметим, что операторы (λ−A), αA определены в силу леммы как элементы

пространства L(UKL2;FKL2). Поскольку последнее слагаемое в (2.3.4) имеет

интегральную особенность в нуле, преобразуем ее следующим образом

∫ t

ε

U t−sL−1
1 QN

◦
WK (s)ds = L−1

1 QNWK(t)− U t−εL−1
1 QNWK(ε)+

+

∫ t

ε

U t−sSL−1
1 QNWK(s)ds,

где

S = L−1
1 M1.

Интегрирование по частям имеет смысл при любых ε ∈ (0, t), t ∈ R+, в силу
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определения производной Нельсона – Гликлиха. Устремим ε→ 0 и получим

∫ t

0

U t−sL−1
1 QN

◦
WK (s)ds = L−1

1 QNWK(t) +

∫ t

0

U t−sSL−1
1 QNWK(s)ds.

Так как при всех λ ∈ R и α ∈ R\{0} оператор M (L, σ) - ограничен, спра-

ведлива теорема.

Теорема 2.3.2. При всех λ ∈ R и α ∈ R\{0}, N ∈ L(UKL2;FKL2) и ξ0 ∈ L2,

не зависящей от WK(t) существует единственное решение η = η(t) задачи

Шоуолтера – Сидорова (2.3.2), (2.3.3), которое принимает следующий вид

η(t) = −M−1
0 (I−Q)N

◦
WK (t)+U tξ0+L−1

1 QNWK(t)+

∫ t

0

U t−sSL−1
1 QNWK(s)ds.

(2.3.6)

Если вдобавок ξ0 лежит в фазовом пространстве

Bf =

{
u ∈ dom A : αλ < u, ϕk >F= −

∞∑
j=1

< βj(t), ϕk >F ϕj
λj

, λk = λ

}
,

то решение η = η(t) будет также единственным решением задачи Коши

(2.3.1), (2.3.3).

Построим проектор Q ∈ L(F)

Q =
∑
λ 6=λk

< ·, ϕk >F ϕk.

Тогда,

M−1
0 (I−Q)N

◦
WK (t) =


0, если λ /∈ σ(A);

1
αλ

∑
λ 6=λk

1
2t

∞∑
j=1

<βj(t),ϕk>FNϕk
(λ−λk)λj

, если λ ∈ σ(A).

44



U tξ0 =


∞∑
k=1

e
αλk
λ−λk

t
< ξ0, ϕk >F ϕk(x), если λ /∈ σ(A);

∞∑
k=1,λ6=λk

e
αλk
λ−λk

t
< ξ0, ϕk >F ϕk(x), если λ ∈ σ(A).

L−1
1 QNWK(t) =


∞∑
k=1

∞∑
j=1

<βj(t),ϕk>FNϕk
(λ−λk)λj

, если λ /∈ σ(A);

∞∑
k=1,λ 6=λk

∞∑
j=1

<βj(t),ϕk>FNϕk
(λ−λk)λj

, если λ ∈ σ(A).

∫ t

0

U t−sSL−1
1 QNWK(s)ds =

=


∞∑
k=1

∞∑
j=1

∫ t
0
e
αλk
λ−λk

(t−s)
αλk<βj(s),ϕk>F

(λ−λk)2λj
dsNϕk, если λ /∈ σ(A);

∞∑
k=1,λ 6=λk

∞∑
j=1

∫ t
0
e
αλk
λ−λk

(t−s)
αλk<βj(s),ϕk>F

(λ−λk)2λj
dsNϕk, , если λ ∈ σ(A).

В заключении отметим, поскольку ξ0 независимы отWK(t), тогда cov(ξ0, βk(t)) =

0, где βk(t)–сечения винеровского процесса, которые могут иметь следующий

вид

βk(t)
∞∑
j=1

ξj sin
π

2
(2j + 1)t, k = 1, 2, · · ·

для ξj – некоррелируемых гауссовых случайных величин, таких что Eξj = 0,

Dξj =

[
π
2 (2j + 1)

]−2

.
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Заключение

Используя метод фазового пространства и новый подход в применении «бе-

лого» шума, описанный в [17] и [32], в выпускной квалификационной работе бы-

ли построены аналитические разрешающие группы для уравнения Баренблатта–

Желтова–Кочиной в случае (L, p)-ограниченного оператора M в детерминиро-

ванном и недетерминированном случае . В частности, была доказана теорема о

разрешимости задачи Коши – Вентцеля для уравнения Баренблатта – Желтова

– Кочиной, заданного в сужение пространства Лебега, получено аналитическое

решение с помощью численного метода Галеркина, и опубликованы результаты

в статьях [48] - [49]; доказана теорема о разрешимости задачи Коши – Вентцеля

для уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной в пространстве «шумов», и

опубликованы результаты в статье [50].

В дальнейших работах планируется более общая постановка задачи для

уравнений соболевского типа первого и второго порядка в ограниченной об-

ласти с граничными условиями Венцеля. А именно, пусть Ω ⊂ Rn – ограни-

ченная область с границей δΩ класса C∞. Рассмотрим на Ω дифференциальное

уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной

(λ−∆)ut(x, t) = α∆u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× R, (2.3.7)

которое представляет динамику давления вязко-упругой жидкости в трещинновато-

пористой среде [3] (где вещественные параметры α и λ характеризуют среду;

функция f(x, t) играет роль внешней нагрузки) и уравнение Буссинеска [46]

λutt–∆utt–α2∆u = f(x, t), (2.3.8)

которое описывает распространение волн в мелкой воде, где длина волны на-

много больше, чем амплитуда. Здесь параметры λ и α2 зависят от глубины,

числа связей, гравитационной постоянной и граничных условий.
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В рамках так поставленной задачи основной целью в последующих исследо-

ваниях будет изучение разрешимости задачи Коши

u(0) = u0, (или v(0) = u0, v̇(0) = v1) (2.3.9)

и задачи Шоуолтера – Сидорова

P (u(0)− u0) = 0, (или P (u(0)− v0 = 0), P (u̇(0)− v1) = 0) (2.3.10)

для уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной (2.3.7) (уравнения Бусси-

неска (2.3.8)), записанного в операторном виде, в специальным образом подо-

бранных банаховых пространствах U и F

Lu̇ = Mu(t) + f(t), (или L
..
u= Mu+ f(t)) (2.3.11)

с краевыми условиями Вентцеля, обобщающими классические граничные усло-

вия Дирихле, Неймана и Робена,

Mu+ α
∂u

∂n
+ βu = 0, (x, t) ∈ δΩ× R, (2.3.12)

в детерминированном случае и в пространстве дифференцируемыхK–«шумов».
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