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В данной работе исследуется аналитическая разрешимость задачи Коши для

линейного уравнения Хоффа. Уравнение рассматривается в пространствах диф-

ференциальных форм заданных на сфере, чьи коэффициенты являются винеров-

скими стохастическими процессами. Записывая данное уравнение Хоффа с по-

мощью оператора Лапласа–Бельтрами и с использованием производной в смысле

Нельсона–Гликлиха провели исследование разрешимости в пространстве диффе-

ренцируемых «шумов».

Библиографический список – 50 наим., таблиц нет, рисунков – 1 шт., прило-

жений нет.
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Обозначения и соглашения

ℒ(U;F) – множество линейных и непрерывных операторов, действующих из

пространства U в паространство F

При этом, ℒ(U) ≡ ℒ(U;U)
𝐶𝑙(U;F) – множество линейных операторов, плотно определённых в простран-

стве U, замкнутых, и действующих в пространство F

𝐶∞(𝐴;𝐵) – пространство функций, непрерывно дифференцируемых бесконеч-

ное число раз, и действующих из 𝐴 в 𝐵

dom𝐴 – область определения оператора 𝐴

im𝐴 – образ оператора 𝐴

ker𝐴 – ядро оператор 𝐴

⊕ – прямая сумма двух пространств

⊖ – бинарная операция: 𝐾 = 𝐴⊕𝐵 и 𝐴 ∩𝐵 = {0} тогда 𝐴 = 𝐾 ⊖𝐵

𝑉 ∙ - группа разрешающих операторов, зависящая от неуказанного параметра,

обозначаемого точкой

∧ – внешнее умножение дифференциальных форм

* – оператор Ходжа
В начале доказательств теорем, следствий, и лемм, ставится слово Доказатель-

ство, а в конце доказательств ставиться знак �
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Введение

Пусть U, F это банаховы пространства. В работе [1] исследовались вопросы

разрешимости абстрактных линейных уравнений соболевского типа, с необрати-

мым оператором при производной, вида

𝐿𝑢̇ = 𝑀𝑢, (1)

причём оператор 𝐿 ∈ ℒ(U;F) из пространства линейных и ограниченных опера-

торов, а оператор 𝑀 ∈ 𝐶𝑙(U;F) из пространства замкнутых плотноопределённых

(т.е. dom𝑀 = U) операторов в случае относительно ограниченного (по другому

(𝐿, 𝑝)-ограниченного) оператора 𝑀 . На основе этих исследований в [2] исследо-

вано уравнение Хоффа (линейное при 𝛽 = 0), описывающее изгиб двутавровой

балки под нагрузкой

(𝜆−Δ)𝑢̇ = 𝛼𝑢+ 𝛽𝑢3 (2)

с (𝐿, 0)-ограниченным оператором 𝑀 = 𝛼I (константа умножить на тождествен-
ный оператор) и в пространстве дифференциальных форм, определённых на 𝑛-

мерном гладком компактном ориентированном римановом многообразии без края.

Заметим, что оператор Лапласа в этих пространствах обобщается, с точностью

до знака, оператором Лапласа–Бельтрами. Задача Коши

𝑢(0) = 𝑢0 (3)

для уравнения (2) обладаети фазовым пространством, содержащим траектории

всех решений, для которых доказаны существование и единственность решения.

Позже, с помощью производной Нельсона–Гликлиха [3] начались исследова-

ния для стохастического абстрактного линейного уравнения соболевского типа с

(𝐿, 𝑝)-ограниченным оператором 𝑀 [4] в пространствах винеровских стохастиче-

ских процессов

𝐿
𝑜
𝜂 = 𝑀𝜂. (4)
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Так как винеровские процессы непрерывны, но недифференцируемы в каждой

точке в обычном понимании, то используем производную в смысле Нельсона–

Гликлиха.

Постановка задачи. Здесь мы исследуем разрешимость задачи Коши

𝜂(0) = 𝜂0 (5)

для стохастического варианта линейного уравнения Хоффа

(𝜆+Δ)
𝑜
𝜂 = 𝛼𝜂 (6)

в пространстве дифференциальных форм, определённых на 2-мерной сфере. Мы

действуем по аналогии с [5] но только для линейного уравнения Хоффа и взяв в

качестве риманова многообразия без края стандартную 2-мерную сферу.

Краткое содержание. Во введении описана постановка задачи, история вопроса

и актуальность исследования. Выпускная квалификационная работа состоит из

двух частей. В первой части содержатся предварительные сведения об уравнениях

соболевского типа [1] и о дифференциальных формах [43]. В пункте 1.1 представ-

лены сведения об относительно спектрально ограниченных ((𝐿, 𝑝)-ограниченных)

операторах, взятые из работы [1]. В пункте 1.2 содержатся сведения об аналити-

ческих группах разрешающих операторов линейных однородных уравнений Собо-

левского типа, полученные из [1] и [7]. Пункт 1.3 содержит сведения о дифферен-

циальных формах, операциях над ними, и их свойствах. Пункт 1.4 состоит из све-

дений об операторе Лапласа–Бельтрами, определённом в пространствах диффе-

ренциальных форм, полученные из [43]. Во второй части строятся пространства в

которых ищутся решения, и находятся решения в недетерминированном случае. В

пункте 2.1 описан процесс построения пространств дифференцируемых «шумов»,

по аналогии с [6]. В разделе 2.2 описываются разрешающие группы в простран-

ствах дифференцируемых «шумов» для абстрактного стохастического уравнения.

В разделе 2.3 содержится один из основных результатов о разрешимости задачи

Коши для стохастического уравнения Хоффа в пространстве дифференциальных

форм, заданных на 2-мерной сфере. В заключении описаны результаты исследо-

вания. Далее содержится список литературы, который не претендует на полноту.

Результаты, содержащиеся в разделе 2.3 отправлены на публикацию.
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1 Предварительные сведения

1.1 (𝐿, 𝑝)-ограниченные операторы

В определениях далее, U и F – банаховы пространства, оператор 𝐿 ∈ ℒ(U;F),
а оператор 𝑀 : dom𝑀 ⊂ U → F линейный, замкнутый, и плотно определённый.

Определение 1.1.1 Резольвентное множество оператора 𝑀 относительно опе-

ратора 𝐿 (короче, 𝐿-резольвентное множество оператора 𝑀) – множество,

𝜌𝐿(𝑀) = {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐿−𝑀)−1 ∈ ℒ(F;U)}. (1.1)

Определение 1.1.2 Спектр опретора𝑀 относительно оператора 𝐿 (или, кратко,

𝐿-спектр оператора 𝑀) – множество 𝜎𝐿(𝑀),

𝜎𝐿(𝑀) = C ∖ 𝜌𝐿(𝑀) (1.2)

Замечание 1.1.1 В случае обратимости оператора 𝐿, 𝐿-резольвентное множе-

ство и 𝐿-спектр оператора𝑀 совпадают с резольвентным множеством и спектром

операторов 𝐿−1𝑀 и 𝑀𝐿−1.

Замечание 1.1.2 Резольвентное множество оператора𝑀 относительно операто-

ра 𝐿 всегда открыто, следовательно, спектр оператора𝑀 относительно оператора

𝐿 всегда замкнут.

Определение 1.1.3 Резольвента, правая резольвента, левая резольвента опера-

тора 𝑀 относительно оператора 𝐿 (или кратно, 𝐿-резольвента, правая

𝐿-резольвента, левая 𝐿-резольвента оператора 𝑀 относительно оператора 𝐿) –

оператор-функции, задаваемые выражениями:

(𝜇𝐿−𝑀)−1 (1.3)

𝑅𝐿
𝜇(𝑀) = (𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿 (1.4)

𝐿𝐿
𝜇(𝑀) = 𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1 (1.5)
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Лемма 1.1.1 Пусть оператор 𝐿 ∈ ℒ(U;F), а оператор 𝑀 : dom𝑀 ⊂ U →
F линеен и замкнут. Тогда 𝐿-резольвента, правая 𝐿-резольвента, и левая 𝐿-

резольвента оператора 𝑀 непрерывны и аналитичны в 𝜌𝐿(𝑀).

Определение 1.1.4 Оператор 𝑀 называется спектрально ограниченным отно-

сительно оператора 𝐿 (или, кратко, (𝐿, 𝜎)-ограниченным), если:

∃𝑎 > 0 : ∀𝜇 ∈ C (|𝜇| > 𝑎) ⇒ (𝜇 ∈ 𝜌𝐿(𝑀)) (1.6)

Рассмотрим (𝐿, 𝜎)-ограниченный оператор 𝑀 , а также контур Γ = {𝜇 ∈ C :

|𝜇| = 𝑟 > 𝑎} Следующие интегралы являются интегралами типа Ф. Рисса:

𝑃 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑅𝐿
𝜇(𝑀)𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

(𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿𝑑𝜇 (1.7)

𝑄 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐿𝐿
𝜇(𝑀)𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1𝑑𝜇 (1.8)

Лемма 1.1.2 Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен. Тогда операторы 𝑃 : U → U

и 𝑄 : F → F являются проекторами.

Введём обозначения: U0 = ker𝑃 , F0 = ker𝑄, U1 = im𝑃 , F1 = im𝑄. 𝐿𝑘 – сужение

оператора 𝐿 на пространство U𝑘, 𝑀𝑘 – сужение оператора 𝑀 на пространство

dom𝑀 ∩ U𝑘, 𝑘 = 0, 1.

Теорема 1.1.1 (Теорема о расщеплении) [1] Пусть оператор 𝑀

(𝐿, 𝜎)-ограничен. Тогда

(i) Имеет место действие операторов 𝐿𝑘 : U𝑘 → F𝑘, 𝑀𝑘 : dom𝑀 ∩ U𝑘 → F𝑘,

𝑘 = 0, 1.

(ii) Существуют операторы 𝑀−1
0 ∈ ℒ(F0;U0), 𝐿−1

1 ∈ ℒ(F1;U1).

(iii) Оператор 𝑀1 ∈ ℒ(U1;F1).

Лемма 1.1.3 Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен, и пусть dom𝑀 = U. Тогда

𝑀 [U0] = F0.

Лемма 1.1.4 Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен, и пусть U2 = U⊖U0 – неко-

торое алгебраическое и топологическое дополнение к U0. Тогда F = F0 ⊕ 𝐿[U2].

8



Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен. Тогда в силу теоремы о расщеплении

(1.1.1) существувуют операторы:

𝐻 = 𝑀−1
0 𝐿0 ∈ ℒ(U0), 𝑆 = 𝐿−1

1 𝑀1 ∈ ℒ(U1),

𝐺 = 𝐿0𝑀
−1
) ∈ ℒ(F0), 𝑇 = 𝑀1𝐿

−1
1 ∈ ℒ(F1),

при использовании которых допустимо разложение 𝐿-резольвенты оператора 𝑀

в ряд Лорана внутри кольца |𝜇| > 𝑎:

(𝜇𝐿−𝑀)−1 = −
∞∑︁
𝑘=0

𝜇𝑘𝐻𝑘𝑀−1
0 (𝐼 −𝑄) +

∞∑︁
𝑘=1

𝜇−𝑘𝑆𝑘−1𝐿−1
1 𝑄 (1.9)

(𝜇𝐿−𝑀)−1 = −
∞∑︁
𝑘=0

𝜇𝑘𝑀−1
0 𝐺𝑘(𝐼 −𝑄) +

∞∑︁
𝑘=1

𝜇−𝑘𝐿−1
1 𝑇 𝑘−1𝑄 (1.10)

Определение 1.1.5 Если оператор 𝐻 ≡ O, то точка ∞ называется устранимой

особой точкой (или полюсом порядка нуль) 𝐿-резольвенты оператора 𝑀 .

Определение 1.1.6 Если оператор 𝐻𝑟 ̸= O, 𝐻𝑟+1 ≡ O, то точка ∞ называется

полюсом порядка 𝑟 ∈ N 𝐿-резольвенты оператора 𝑀 .

Определение 1.1.7 Если оператор 𝐻𝑟 ̸= O,∀𝑟 ∈ N, то точка ∞ называется

существенно особой точкой 𝐿-резольвенты оператора 𝑀 .

Определение 1.1.8 Оператор 𝑀 называется (𝐿, 𝑝)-ограниченным, 𝑝 ∈ {0} ∪ N,
если он (𝐿, 𝜎)-ограничен, и ∞ - полюс порядка 𝑝 𝐿-резольвенты оператора 𝑀 .

1.2 Аналитические группы разрешающих операторов

Рассмотрим уравнение

𝐿𝑢̇ = 𝑀𝑢. (1.11)

Если 𝐿-резольвентное множество оператора 𝑀 не пусто, то при 𝛼 ∈ 𝜌𝐿(𝑀) урав-

нение (1.11) можно редуцировать к паре эквивалентных ему уравнений

𝑅𝐿
𝜇(𝑀)𝑢̇ = (𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿𝑢̇ = (𝛼𝐿−𝑀)−1𝑀𝑢; (1.12)

𝐿𝐿
𝜇(𝑀)𝑓 = 𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1𝑓 = 𝑀(𝛼𝐿−𝑀)−1𝑓. (1.13)
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Каждое из этих уравнений можно рассмотреть как конкретную интерпретацию

уравнения

𝐴𝑣̇ = 𝐵𝑣, (1.14)

где операторы 𝐴,𝐵 ∈ ℒ(V), а V – некоторое банахово пространство.

Определение 1.2.1 Пусть V – банахово пространство. Решением уравнения

𝐴𝑣̇ = 𝐵𝑣;𝐴,𝐵 ∈ ℒ(V)

называется вектор-функция 𝑣 ∈ 𝐶∞(R;V), удовлетворяющая этому уравнению.

Определение 1.2.2 Разрешающая группа, или группа разрешающих операто-

ров уравнения (1.14) – отображение 𝑉 ∙ ∈ 𝐶∞(R;ℒ(V)), удовлетворяющее усло-

виям:

(i) 𝑉 𝑎𝑉 𝑏 = 𝑉 𝑎+𝑏;∀𝑎, 𝑏 ∈ R
(ii) при любом 𝑣0 ∈ V вектор-функция 𝑣(𝑡) = 𝑉 𝑡𝑣0 является решением уравне-

ния (1.14).

Определение 1.2.3 Аналитическая разрешающая группа – группа разрешаю-

щих операторов уравнения (1.14), имеющая аналитическое продолжение во всю

комплексную плоскость с сохранением свойств разрешающей группы.

Теорема 1.2.1 Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен. Тогда существуют анали-

тические разрешающие группы уравнений (1.12) и (1.13), имеющие вид инте-

гралов типа Данфорда–Тейлора:

𝑈 𝑡 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑅𝐿
𝜇(𝑀)𝑒𝜇𝑡𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

(𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿𝑒𝜇𝑡𝑑𝜇 (1.15)

𝐹 𝑡 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐿𝐿
𝜇(𝑀)𝑒𝜇𝑡𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1𝑒𝜇𝑡𝑑𝜇 (1.16)

Определение 1.2.4 Фазовое пространство уравнения (1.14) это множество P ⊂
V, удовлетворяющее условиям:

(i) любое решение 𝑣 = 𝑣(𝑡) уравнения (1.14) лежит в P, то есть 𝑣(𝑡) ∈ P ∀𝑡 ∈ R
(ii) при любом 𝑣0 существует единственное решение 𝑣 ∈ 𝐶∞(R;V) задачи Коши

𝑣(0) = 𝑣0 для уравнения (1.14)
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1.3 Гладкие многообразия и дифференциальные формы

Определение 1.3.1 Хаусдорфово топологическое пространство 𝑀 – тополо-

гическое пространство 𝑀 , у любых двух различных точек 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 которого

существуют непересекающиеся окрестности.

Определение 1.3.2 Гомеоморфизм – биективное отображение 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 такое,

что 𝐴 и 𝐴−1 непрерывны.

Определение 1.3.3 Связное множество – множество, не являющееся объеди-

нением двух непересекающихся открытых непустых множеств.

Определение 1.3.4 Локально евклидово пространство 𝑀 размерности 𝑑 – хау-

сдорфово топологическое пространство𝑀 , каждая точка которого обладает окрест-

ностью, гомеоморфной открытому подмножеству евклидова пространства R𝑑.

Пусть 𝜑 – гомеоморфное отображение связного открытого множества 𝑈 ⊂ 𝑀

на открытое подмножество пространства ℛ𝑑. 𝜑 называется координатным отоб-

ражением, а пара (𝑈, 𝜑) называется системой координат.

Определение 1.3.5 Дифференцируемая структура F класса 𝐶𝑘 (1 ≤ 𝑘 ≤ ∞)

на локально евклидовом пространстве𝑀 – это набор систем координат, {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼) :

𝛼 ∈ 𝐴} удовлетворяющий следующим трём условиям:

(𝑖)
⋃︀
𝛼∈𝐴

𝑈𝛼 = 𝑀

(𝑖𝑖) 𝜑𝛼 ∘ 𝜑−1
𝛽 принадлежит классу 𝐶𝑘, ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴

(𝑖𝑖𝑖) семейство F максимально, то есть если (𝑈, 𝜑) – система координат, такая,

что 𝜑 ∘ 𝜑−1
𝛼 и 𝜑𝛼 ∘ 𝜑−1 принадлежат классу 𝐶𝑘 для всех 𝛼 ∈ 𝐴, то (𝑈, 𝜑) ∈ F .

Определение 1.3.6 Дифференцируемым многообразием класса 𝐶𝑘 размерности

𝑑 называется пара (𝑀,F ), состоящая из локально евклидова пространства 𝑀

размерности 𝑑, удовлетворяющего второй аксиоме счётности, и дифференцируе-

мой структуры класса 𝐶𝑘.

Определение 1.3.7 Гладкое многообразие размерности 𝑑 – дифференцируемое

многообразие класса 𝐶∞ размерности 𝑑.
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Риманова структура на дифференцируемом многообразии𝑀 – заданные глад-

ким образом скалярные произведения ⟨·, ·⟩𝑚 на каждом касательном пространстве

𝑀𝑚. Риманова структура существует на каждом дифференцируемом многообра-

зии. Дифференцируемое многообразие, на котором задана риманова структура,

называется римановым многообразием.

Пусть 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) – локальные координаты 𝑛-мерного гладкого риманова

многообразия без края Ω𝑛.

Определение 1.3.8 Дифференциальной формой ранга 𝑘, где 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑛}
(короче, 𝑘-формой), называется выражение вида

𝜔𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =
∑︁
|𝑖|=𝑘

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘 (1.17)

где 𝑖 = 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 – мультииндекс, и |𝑖| = 𝑖1 + 𝑖2 + ...+ 𝑖𝑘

(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = (0, ..., 0, 𝑥𝑖1,

нули могут отсутствовать⏞  ⏟  
0, ..., 0, xi2, 0, ..., 0, xik, 0, ..., 0)⏟  ⏞  

всего нулей (𝑛− 𝑘) штук

𝑑𝑥𝑖𝑙 – дифференциал переменной 𝑥𝑖𝑙 ∈ {𝑥1, ..., 𝑥𝑛}, 𝑙 = 1, 2, ..., 𝑘.

и ∧ – оператор внешнего умножения для 𝑘-форм, 𝑎𝑖(𝑥) = 𝑎𝑖1...𝑖𝑘(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) –

коэффициенты 𝑘-формы, если для них выполняются следующие условия:

(𝑖) если в любом слагаемом вида : 𝑎𝑖1...𝑖𝑘(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘 поменять
местами 𝑖𝑗-й и 𝑖𝑝-й дифференциалы, то слагаемое поменяет знак.

(𝑖𝑖) если имеются два слагаемых с одинаковым набором и порядком диффе-

ренциалов, то мы можем их сложить.

Замечание 1.3.1 Если два одинаковых дифференциала встречаются в одном

слагаемом, то это слагаемое равно нулю.

Замечание 1.3.2 Могут появлятся в силу свойства (ii) с учётом свойства (i) ну-

левые слагаемые.

Определение 1.3.9 Сумма двух дифференциальных форм одинакового ранга 𝑘

определяется следующим образом:
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∑︁
|𝑖|=𝑘

𝑎𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘 +
∑︁
|𝑖|=𝑘

𝑏𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘 =

=
∑︁
|𝑖|=𝑘

𝑐𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘

где 𝑐𝑖(𝑥) = 𝑎𝑖(𝑥) + 𝑏𝑖(𝑥) .

Определение 1.3.10 Умножение дифференциальной формы на число опреде-

ляется следующим образом:

𝑐 · 𝜔𝑘(𝑥) = 𝑐 ·
∑︁
|𝑖|=𝑘

𝑎𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘 =

=
∑︁
|𝑖|=𝑘

𝑐 · 𝑎𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘,∀𝑐 ∈ R

В частности, вычитание дифференциальных форм (одинакового ранга) – это

сложение первой формы со второй, умноженной на −1.

Определение 1.3.11 Внешнее умножение двух дифференциальных форм.

При внешнем уножении формы ранга 𝑘

∑︁
|𝑖1...𝑖𝑘|=𝑘

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘

и формы ранга 𝑙

∑︁
|𝑗1...𝑗𝑙|=𝑙

𝑏𝑗1𝑗2...𝑗𝑙(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑗1∧𝑑𝑥𝑗2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑗𝑙

получаем дифференциальную форму ранга (𝑘 + 𝑙) = 𝑚

∑︁
|ℎ1...ℎ𝑚|=𝑚

𝑐ℎ1ℎ2...ℎ𝑚
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑖1∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘∧𝑑𝑥𝑗1∧ ... ∧𝑑𝑥𝑗𝑙 =

=
∑︁

|ℎ1...ℎ𝑚|=𝑚

(−1)𝑙𝑐ℎ1ℎ2...ℎ𝑚
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥ℎ1

∧𝑑𝑥ℎ2
∧ ... ∧𝑑𝑥ℎ𝑚
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где:

𝑐ℎ1ℎ2...ℎ𝑚
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) · 𝑏𝑗1𝑗2...𝑗𝑙(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)

Если при внешнем умножении 𝑘-формы и 𝑙-формы ранг произведения𝑚 = (𝑘+

𝑙) больше размерности многообразия 𝑛, то есть (𝑘 + 𝑙) = 𝑚 > 𝑛, то произведение

является нулевой формой, так как в каждом слагаемом содержится как минимум

𝑚 дифференциалов из 𝑛 возможных, и как минимум два из них совпадают, а

значит каждое слагаемое и как следствие вся форма равны нулю.

Для дифференциальных форм определена операция внешнего дифференциро-

вания 𝑑.

Определение 1.3.12 Дифференциал от 𝑘-формы – это 𝑘 + 1-форма.

𝑑𝜔𝑘
1(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝜔𝑘+1

2 (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)

𝑑𝜔𝑘
1(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =

= 𝑑

⎛⎝∑︁
|𝑖|=𝑘

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘

⎞⎠ =

=
∑︁
|𝑖|=𝑘

[︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥𝑗

]︂
∧𝑑𝑥𝑖1∧𝑑𝑥𝑖2∧ ... ∧𝑑𝑥𝑖𝑘.

Замечание 1.3.3 Дифференциал от 𝑛-формы является нулевой формой в силу

наличия двух одинаковых дифференциалов в каждом слагаемом.

Определение 1.3.13 Дифференциальная форма 𝜔𝑘(𝑥) называется замкнутой,

если она получается внешним дифференцированием

(𝑘 − 1)-формы ℎ𝑘−1(𝑥)

𝜔𝑘(𝑥) = 𝑑ℎ𝑘−1(𝑥).

Дифференциальная форма 𝜔𝑘(𝑥) называется точной, если 𝑑𝜔𝑘(𝑥) = 0
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Теорема 1.3.1 Всякая замкнутая форма – точна.

𝐸𝑞 – пространство 𝑞-форм. Состоит из всех возможных дифференциальных

форм ранга 𝑞.

𝐸𝑘 = 𝐸𝑘(Ω𝑛) – пространство дифференциальных 𝑘-форм над некоторым мно-

гообразием Ω𝑛.

Определение 1.3.14 Оператор Ходжа * ставит в соответствие 𝑘-форме (𝑛− 𝑘)

форму с теми же коэффициентами и дополнительным набором дифференциалов

* : 𝐸𝑘 −−→ 𝐸𝑛−𝑘.

Замечание 1.3.4 Пусть 𝜔 – дифференциальная форма. Тогда: **𝜔 = (−1)𝑘(𝑛−𝑘)𝜔.

1.4 Оператор Лапласа–Бельтрами

Определение 1.4.1 Оператор 𝛿 задаётся равенством

𝛿 = * 𝑑 *

Пусть есть 𝑘-форма 𝜔𝑘(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝐸𝑘(Ω𝑛)

𝛿 : 𝐸𝑘 −−→ 𝐸𝑘−1 (сравните с 𝑑 : 𝐸𝑘 −−→ 𝐸𝑘+1)

Внешнее дифференцирование дифференциальных форм является аналогом гра-

диента, а оператор дельта – аналогом дивергенции для дифференциальных форм.

То как действуют операторы 𝑑 и 𝛿 в пространствах 𝑘-форм представлено на

рисунке 1.1.

Оператор 𝑑 переводит 𝑘-форму в (𝑘+1)-форму, а оператор 𝛿 – наоборот, (𝑘+1)-

форму переводит в 𝑘-форму.
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{0} 𝐸0 𝐸1 𝐸2 ...
𝛿

𝑑

𝛿

𝑑

𝛿

𝑑

𝛿

... 𝐸𝑛−1 𝐸𝑛 {0}
𝑑

𝛿

𝑑

𝛿

𝑑

Рисунок 1.1 – Действие операторов 𝑑 и 𝛿

Элементы множества 𝐸0 – нуль формы, или формы нулевого

ранга, являются функциями. Элементы множества 𝐸𝑛 (формы ранга 𝑛), содержат

все дифференциалы всех локальных координат. Двукратное применение к форме

как оператора дифференцирования, так и оператора 𝛿 даёт нулевую форму.

Определение 1.4.2 Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐸𝑘(Ω𝑛). Скалярное произведение в простран-

стве дифференциальных форм 𝐸𝑘(Ω𝑛) определяется следующим образом:

⟨𝛼, 𝛽⟩0 =
∫︁
Ω𝑛

𝛼 ∧ *𝛽.

Замечание 1.4.1 Интеграл в определённом выше скалярном произведении яв-

ляется интегралом Римана.

Пусть 𝛼 ∈ 𝐸𝑘(Ω𝑛) и 𝛽 ∈ 𝐸𝑘+1(Ω𝑛). Тогда верно равенство:

⟨𝑑𝛼, 𝛽⟩ = ⟨𝛼, 𝛿𝛽⟩.

Определим пространство H следующим образом:

H =
𝑛⋃︁

𝑘=0

𝐸𝑘.

Определение 1.4.3 Оператор Лапласа–Бельтрами, являющийся инвариантной

формой записи оператора Лапласа, определённый для элементов пространства H,

и обозначаемый так же, как обычный лапласиан Δ , определяется как:

Δ = 𝑑𝛿 + 𝛿𝑑.
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Замечание 1.4.2 В скалярном случае, оператор Лапласа:

Δ𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
.

Оператор же Лапласа–Бельтрами имеет вид:

(𝛿𝑑+ 𝑑𝛿) = −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥2𝑗
.
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2 Аналитическое решение в пространстве «шумов»

2.1 Пространства дифференцируемых «шумов»

Введём в рассмотрение полное вероятностное пространство (Ω,𝒜,P). Здесь

𝒜 – сигма-алгебра подмножеств пространства Ω, P – вероятностная мера, опре-

делённая на 𝜎-алгебре 𝒜. Обозначем через R множество действительных чисел,

наделённое сигма-алгеброй.

Определение 2.1.1 Случайная величина – измеримое отображение 𝜉 : Ω −−→ R.

Введём в рассмотрение гильбертово пространство, состоящее из всех случай-

ных величин с нулевыми математическими ожиданиями, конечными дисперсия-

ми, и со скалярным произведением (𝜉1, 𝜉2) = E𝜉1𝜉2. Обозначим это пространство

L2.

В дальнейшем нас будут интересовать случайные величины 𝜉 ∈ L2, имеющие

нормальные (Гауссовы) распределения.

Обозначим как 𝒜0 сигма-подалгебру сигма-алгебры 𝒜, и построим простран-

ство случайных величин, L02, измеримых относительно 𝒜0. Так как, очевидно,

L02 есть подпространство пространства L2, введём ортопроектор Π : L2 −−→ L02.

Условным математическим ожиданием случайной величины 𝜉 ∈ L2 называется

результат действия данного проектора на 𝜉, и обозначаемый Π𝜉 = E(𝜉|𝒜0).

Определение 2.1.2 𝜎-алгебра, порождённая случайной величиной 𝜉 – мини-

мальная 𝜎-подалгебра 𝒜0 ⊂ 𝒜, относительно которой случайная величина 𝜉 из-

мерима.

Пусть J ⊂ R есть некоторый интервал действительной прямой. Рассмотрим два

отображения, 𝑓 : J −−→ L2, ставящее в соответствие каждому действительному
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𝑡 ∈ J случайную величину 𝜉 ∈ L2, и 𝑔 : L2 × Ω −−→ R, ставящее в соответствие
каждой паре (𝜉, 𝜔) действительное число 𝜉(𝜔) ∈ R.

Определение 2.1.3 Случайный процесс – отображение 𝜂 : J × Ω −−→ R, кото-
рое, с учётом ранее определённых функций, можно записать как 𝜂 = 𝜂(𝑓(𝑡), 𝜔).

Траектория случайного процесса 𝜂 – некоторая функция 𝜂(𝑓(𝑡), 𝜔), определённая

при фиксированном 𝜔 ∈ Ω и зависящая только от 𝑡. Обычно обозначается как

𝜂(·, 𝜔). Сечение случайного процесса – случайная величина 𝜉𝑡0(𝜔) = 𝜂(𝑓(𝑡0), 𝜔),

определённая в точке 𝑡0 ∈ J.

Случайный процесс 𝜂 называется непрерывным, если все его траектории почти

наверное непрерывны, то есть для почти всех 𝜔 ∈ Ω траектории 𝜂(·, 𝜔) непрерыв-
ны.

Множество непрерывных случайных процессов с нормой

‖𝜂‖CL2 = sup
𝑡∈J

(D𝜂(𝑡, 𝜔))
1
2 (2.1)

образует банахово пространство, обозначаемое CL2.

Определение 2.1.4 Назовём случайный процесс Гауссовым непрерывным слу-

чайным процессом, если все его сечения имеют Гауссово распределение.

Примером непрерывного Гауссова случайного процесса может служить одно-

мерный Винеровский процесс, 𝛽 = 𝛽(𝑡), моделирующий Броуновской движение на

прямой в теории Эйнштейна–Смолуховского. Одномерный Винеровский процесс

обладает слудующими свойствами:

(𝑊1) Почти наверное 𝛽(0) = 0, почти наверное все траектории 𝛽(𝑡) непрерыв-

ны, и для всех 𝑡 ∈ R+ случайные величины 𝛽(𝑡) – Гауссовы;

(𝑊2) Математическое ожитдание E(𝛽(𝑡)) = 0 и автокорреляционная функция

E((𝛽(𝑡)− 𝛽(𝑠))2) = |𝑡− 𝑠| для всех 𝑠, 𝑡 ∈ R+;

(𝑊3) Траектории 𝛽(𝑡) не дифференцируемы ни в одной точке 𝑡 ∈ R+, и для

любого сколько угодно малого интервала имеют неограниченную вариацию.

Теорема 2.1.1 Существует единственный случайный процесс 𝛽, удовлетворя-

ющий условиям (𝑊1) - (𝑊2) с вероятностью 1, и он может быть представлен
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в форме:

𝛽(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜉𝑘 sin
𝜋

2
(2𝐾 + 1)𝑡 (2.2)

где 𝜉𝑘 – независимые Гауссовы случайные величины, E𝜉𝑘 = 0, D𝜉𝑘 = [𝜋2 (2𝑘+1)]−2.

Зафиксируем некоторые 𝜂 ∈ CL2 и 𝑡 ∈ J ≡ (𝜀, 𝜏) ⊂ R, и обозначим 𝒩 𝜂
𝑡

𝜎-алгебру, порождённую случайной величиной 𝜂(𝑡). Обозначим, для краткости,

E𝜂
𝑡 = E(·,𝒩 𝜂

𝑡 ).

Определение 2.1.5 Производная в среднем справа 𝐷𝜂(𝑡) процесса 𝜂(𝑡) в момент

времени 𝑡 – случайная величина вида

𝐷𝜂(𝑡, ·) = lim
Δ𝑡→0+

E𝜂
𝑡

(︂
𝜂(𝑡+Δ𝑡, ·)− 𝜂(𝑡, ·)

Δ𝑡

)︂
(2.3)

где предел предполагается существующим в смысле равномерной метрики на R и

Δ𝑡 → 0+ означает, что Δ𝑡 стремится к 0 и Δ𝑡 > 0.

Определение 2.1.6 Производная в среднем слева 𝐷*𝜂(𝑡) процесса 𝜂(𝑡) в момент

времени 𝑡 – случайная величина вида

𝐷*𝜂(𝑡, ·) = lim
Δ𝑡→0−

E𝜂
𝑡

(︂
𝜂(𝑡, ·)− 𝜂(𝑡−Δ𝑡, ·)

Δ𝑡

)︂
(2.4)

где предел предполагается существующим в смысле равномерной метрики на R и

Δ𝑡 → 0− означает, что Δ𝑡 стремится к 0 и Δ𝑡 < 0.

Определение 2.1.7 Случайный процесс называется дифференцируемым в сред-

нем справа (слева) на промежутке (𝜀, 𝜏), если он дифференцируем в среднем спра-

ва (слева) в каждой точке 𝑡 ∈ (𝜀, 𝜏) этого промежутка.

Пусть случайный процесс 𝜂(𝑡) одновременно дифференцируем в среднем спра-

ва и слева на промежутке (𝜀, 𝜏). Очевидно, две его производные в среднем на

данном промежутке также являются на нём случайными процессами.

Определение 2.1.8 Симметричная производная в среднем – производная, опре-

деляемая как

𝐷𝑆 =
1

2
(𝐷 +𝐷*) (2.5)
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Симметричная производная случайного процесса на интервале, очевидно так-

же являющаяся процессом на данном интервале, называется производной Нельсона–

Гликлиха, и, для краткости, обозначается
𝑜
𝜂, то есть

𝑜
𝜂 ≡ 𝐷𝑆𝜂.

Обозначим
𝑜
𝜂
(𝑙)
производную Нельсона–Гликлиха случайного процесса 𝜂 поряд-

ка 𝑙 ∈ N.

Замечание 2.1.1 Если траектории случайного процесса 𝜂 почти наверное непре-

рывно дифференцируемы на интервале (𝜀, 𝜏) в обычном слысле, то в этом случае

обычная производная совпадает с производной Нельсона–Гликлиха.

Множество всех непрерывных случайных процессов 𝜂 ∈ CL2, имеющих непре-

рывную производную Нельсона–Гликлиха
𝑜
𝜂 ∈ CL2, и снабжённое нормой

‖𝜂‖C1L2
= sup

𝑡∈J

(︁
D𝜂(𝑡, 𝜔) +D

𝑜
𝜂(𝑡, 𝜔)

)︁ 1
2

(2.6)

образует банахово пространство, обозначаемое C1L2.

По индукции можно определить пространства C𝑙L2, 𝑙 ∈ N случайных процес-

сов из CL2, обладающие непрерывными производными Нельсона–Гликлиха до

порядка 𝑙 включитекльно, с нормами:

‖𝜂‖C𝑙L2
= sup

𝑡∈J

(︃
𝑙∑︁

𝑘=0

D
𝑜
𝜂
(𝑘)
(𝑡, 𝜔)

)︃ 1
2

(2.7)

принимая во внимание равенство производной Нельсона–Гликлиха нулевого по-

рядка самому процессу: 𝐷
𝑜
𝜂
(0)

= 𝜂.

Случайный процесс 𝛽, удовлетворяющий введённым ранее условиям (𝑊1) -

(𝑊3) называется Броуновским движением.

Теорема 2.1.2 (Гликлих) [10] Для всех 𝑡 ∈ R+, и для Винеровского процесса 𝛽,

выполнено:
𝑜

𝛽(𝑡) = (2𝑡)−1𝛽(𝑡) (2.8)

Определение 2.1.9 В случае, если J ∈ R+, из теоремы 2.1.2 следует существо-

вание производной
𝑜

𝛽 ∈ C1L2, которая называется одномерным «белым шумом».

Определение 2.1.10 Пространства C𝑙L2 называются пространствами диффе-

ренцируемых «шумов».
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2.2 Недетерминированные уравнения соболевского типа

Пусть имеются вещественные сепарабельные гильбертовы пространства U и

F, обозначим ℒ(U;F) пространство линейных ограниченных операторов, а через
𝐶𝑙(U;F) пространство линейных замкнутых и плотно определённых операторов.

Рассмотрим гильбертовы пространства UKL2 и FKL2, где 𝐾 = {𝜆𝑘} ⊂ R обозна-

чение монотонной последовательности такой, что сходится ряд
∑︀+∞

𝑘=1 𝜆
2
𝑘 < +∞.

Стохастическое уравнение соболевского типа

𝐿
𝑜
𝜂 = 𝑀𝜂 (2.9)

можно редуцировать к двум уравнениям вида 𝐴
𝑜
𝜈 = 𝐵𝜈 на HKL2, которое соот-

ветствует UKL2 или FKL2. Справедливы

Лемма 2.2.1 Оператор 𝐴 ∈ ℒ(U;F) точно тогда, когда 𝐴 ∈ ℒ(UKL2;FKL2).

Лемма 2.2.2 Оператор 𝐵 ∈ 𝐶𝑙(U;F) точно тогда, когда 𝐵 ∈ 𝐶𝑙(UKL2;FKL2).

Определение 2.2.1 Оператор𝑀 ∈ 𝐶𝑙(UKL2;FKL2) называется 𝑝-ограниченным

относительно оператора 𝐿 ∈ ℒ(UKL2;FKL2) ((𝐿, 𝑝)-ограниченным), 𝑝 ∈ {0} ∪ N,
если

(i) 𝐿-спектр оператора 𝑀

𝜎𝐿(𝑀) = {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐿−𝑀I)−1 ̸∈ ℒ(U;F)}

ограничен гладким контуром 𝛾.

(ii) при разложении в ряд Лорана оператор-функции резольвенты

(𝜇𝐿−𝑀I)−1,∞ является устранимой особой точкой (𝑝 = 0) или полюсом порядка

𝑝 ∈ N.

Пусть 𝜇 ∈ 𝜌𝐿(𝑀) = C∖𝜎𝐿(𝑀) из резольвентного множества. Оператор-функция

𝑅𝐿
𝜇 = (𝜇𝐿 − 𝑀)−1𝐿 и 𝐿𝐿

𝜇 = 𝐿(𝜇𝐿 − 𝑀)−1 называются соответственно правой и

левой 𝐿-резольвентами оператора 𝑀 .

Теорема 2.2.1 [1] Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝑝)-ограниченный, тогда существуют

𝑈 𝑡 =
1

2𝜋𝑖

∮︁
Γ

𝑅𝐿
𝜇(𝑀)𝑒𝜇𝑡𝑑𝜇, 𝐹 𝑡 =

1

2𝜋𝑖

∮︁
Γ

𝐿𝐿
𝜇(𝑀)𝑒𝜇𝑡𝑑𝜇

голоморфные и равномерно ограниченные группы разрешающих операторов, где

контур Γ ограничевает 𝐿-спектр, 𝑡 ≥ 0.
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Множество

ker𝑉 ∙ = {𝜈 ∈ HKL2 : 𝑉
𝑡𝜈 = 0}

называется ядром, а множество

im𝑉 ∙ = {𝜈 ∈ HKL2 : lim
𝑡→0+

𝑉 𝑡𝜈 = 𝜈0}

– образом аналитической группы {𝑉 𝑡 : 𝑡 ≥ 0}. Обозначим U0 = U0
KL2 (F0 =

F0KL2) которые представляют из себя замыкание im𝑅𝐿(𝑀) (im𝐿𝐿(𝑀)) в норме

пространства U = UKL2 (F = FKL2).

Теорема 2.2.2 [4] Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝑝)-ограниченный, тогда im𝑈 ∙ = U0
KL2

и im𝐹 ∙ = F0KL2.

Ранее исследовалась и задача Коши [4]

𝜂(𝑡) = 𝜂0 (2.10)

в пространствах дифференцируемых «шумов» U = UKL2, F = FKL2, где имеет

место представление элементов в виде ряда:

𝜂(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜉𝑘(𝑡)𝜑𝑘. (2.11)

Теорема 2.2.3 [4] Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝑝)-ограниченный, тогда для

∀𝜂0 ∈ U0 ⊂ U существует единственное решение задачи (2.9), (2.10).

2.3 Задача Коши для стохастического уравнения Хоффа в простран-

стве дифференциальных форм, заданных на 2-мерной сфере

Пусть Ω𝑛 𝑛-мерное гладкое компактное ориентированное риманово многооб-

разие без края. Частным случаем таких многообразий является 2-мерная сфера.

На двумерной сфере заданы дифференциальные 𝑞-формы с коэффициентами

являющимися случайными величинами

𝜒(𝑡, 𝜔, 𝑥1, 𝑥2) =
∑︁

𝑖1+𝑖2=𝑞

𝜒𝑖1𝑖2(𝑡, 𝜔, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥
𝑖1
1 ∧𝑑𝑥

𝑖2
2 (2.12)
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Здесь 𝑖1, 𝑖2 равны 0 или 1 в зависимости от присутствия в слагаемом соответ-

ствующего дифференциала переменной. В этих пространствах задано скалярное

произведение

(𝜒1, 𝜒2)0 =

∫︁
Ω𝑛

𝜒1 ∧ *𝜒2, (2.13)

где 𝜒1, 𝜒2 – две 𝑞-формы. Пополняя пространство 𝑞-форм по соответствующей

скалярному произведению норме получим пространствоH0
𝑞 непрерывных 𝑞-форм.

По аналогии можно получить пространство один и дважды дифференцируемых

𝑞-форм, причём они непрерывно и плотно вложены друг в друга

H2
𝑞 ⊂ H1

𝑞 ⊂ H0
𝑞.

Теорема 2.3.1 (Теорема Ходжа–Кодаиры) [43] Для любого 𝑗 = 0, 1, 2 простран-

ство Hj
q расщипляется в прямую сумму потенциальных, соленоидальных, и гар-

монических 𝑞-форм

H
j
q = H

j
qd ⊕H

j
q𝛿 ⊕H

j
qΔ. (2.14)

Рассмотрим линейное стохастическое уравнение Хоффа

(𝜆+Δ)
𝑜
𝜂 = 𝛼𝜂 (2.15)

и задачу Коши

𝜂(0) = 𝜂0 (2.16)

Операторы определим как 𝐿 = (𝜆+Δ), 𝑀 = (𝛼I), где Δ – оператор Лапласа–

Бельтрами, обобщающий стандартный Лапласиан с точностью до знака [2], а I –
тождественный оператор.
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Теорема 2.3.2 Оператор 𝑀 является (𝐿, 0)-ограниченным.

Доказательство Точечный 𝐿-спектр оператора 𝑀 состоит из 𝜇𝑘 таких, что

𝜇𝑘 =
𝛼

𝜆+ 𝜆𝑘

для 𝜆 ̸= 𝜆𝑘. Предел

lim
𝜆𝑘→+∞

𝜇𝑘 = lim
𝜆𝑘→+∞

𝛼

𝜆+ 𝜆𝑘
=
[︁ 𝛼
∞

]︁
= 0

Из существования предела следует ограниченность последовательности 𝜇𝑘. Сле-

довательно, 𝜎𝐿(𝑀) ограничен. �

Пространство U = (H2
qΔ)

⊥ это прямая сумма пространств, ортогональных гар-

монических дважды дифференцируемых 𝑞-форм, определённых на 2-мерной сфе-

ре, чьи коэффициенты из L2 раскладываются в ряд вида (2.11). Аналогично, F =

(H0
qΔ)

⊥ это прямая сумма ноль раз дифференцируемых (непрерывных) 𝑞-форм,

пополненных по соответствующим нормам. На 2-мерной сфере {𝜈𝑙} = {𝑙 · (𝑙+ 1)}
последовательность собственных чисел оператора Лапласа–Бельтрами с учётом

кратности, а {𝜙𝑙} последовательность собственных функций соответствующих

этим числам. Если на сфере использовать сферические координаты следующе-

го вида ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥 = sinΘ cosΨ

𝑦 = sinΘ sinΨ

𝑧 = cosΘ

(2.17)

то собственные функции раскладываются в ряд Фурье

𝜙𝑙(Θ,Ψ) =
+∞∑︁

𝑘=−∞

𝑌 𝑘
𝑙 (Θ)𝑒𝑖𝑘Ψ, (2.18)

где функции 𝑌 𝑘
𝑙 (Θ) решение уравнения

1

sinΘ

𝑑

𝑑Θ

(︂
sinΘ

𝑑𝑌 𝑘
𝑙

𝑑Θ

)︂
− 𝑘2

sinΘ
𝑌 𝑘
𝑙 = −𝑌 𝑘

𝑙 . (2.19)

Решения представимы через полиномы Лежандра от косинусов Θ в виде
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𝑌 𝑘
𝑙 (Θ) =

√︃
2𝑙 + 1

4𝑝𝑖
· (𝑙 − |𝑘|)!
(𝑙 + |𝑘|)!

(cosΘ) (2.20)

Из теоремы 2.2.2 и общей теории [1] следует, что для стохастического уравнения

Хоффа (2.15) фазовое пространство, то есть те начальные условия задачи Коши

(2.16), для которых существует единственное решениеэтого уравнения, имеет вид:

U1 = U, 𝜆 ̸= 𝜈𝑙 (2.21)

U1 =
∑︁
𝑙 ̸=𝑙0

𝑒𝑥𝑝

(︂
𝛼

𝜆+ 𝜈𝑙
𝑡

)︂
(𝜂0, 𝜙𝑙)𝜙𝑙, 𝜆 = 𝜈𝑙 (2.22)

Из теоремы 2.2.3 и содержимого этого параграфа сразу следует

Теорема 2.3.3 При любых 𝛼 ∈ R, 𝜆 ∈ R∖{0} и любом 𝜂0 ∈ U1 существует

единственное решение 𝜂(𝑡) задачи (2.16), (2.15) на двумерной сфере.
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Заключение

Была поставлена задача по поиску аналитических решений задачи Коши для

линейного стохастического уравнения Хоффа в пространстве дифференциальных

форм, заданных на двумерной сфере. Была получена теорема о разрешимости за-

дачи Коши в случае двумерной сферы для дифференциальных форм с коэффици-

ентами из пространства дифференцируемых «шумов». Не проведено исследование

разрешимости для 𝑛 = 1 и 𝑛 = 3.
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