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МЕТОДИКА И АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ОБЛАСТЕЙ  

ВОЗБУЖДЕНИЯ ТЕПЛОГИДРАВЛИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ  

В КООРДИНАТАХ СТАЦИОНАРНОГО СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ 

 

 Е.В. Вайчулис 

 
В рамках анализа теплогидравлической устойчивости потока 

низкотемпературного гелия сверхкритического давления в не-

адиабатных каналах разработана методика построения границ 

областей возбуждения колебаний волн плотности в координатах 

параметров стационарного состояния системы. Применение ме-

тодики позволило существенно снизить затраты времени и повы-

сить точность построения границ устойчивости в проектных рас-

четах по сравнению с расчетно-графическим методом.   

Ключевые слова: неадиабатный канал, теплогидравлическая 

устойчивость, колебания, граница устойчивости, D-разбиение. 
 

Одной из составных частей проблемы повышения надежности криоген-

ных энергоустановок является задача исследования теплогидравлической 

устойчивости (ТГУ) движения гелия сверхкритического давления (СКД) в 

каналах систем криостатирования сверхпроводящих устройств (СПУ). 

Неустойчивость движения гелия СКД проявляется при определенных 

условиях в виде самопроизвольного перехода потока в пульсационный ре-

жим течения [2, 3, 5]. Наличие колебаний параметров гелия недопустимо, 

так как пульсации температуры могут нарушить нормальную эксплуата-

цию СПУ. 

Существующие методики анализа ТГУ реализуют лишь поверочные 

расчеты и не позволяют прогнозировать границы областей устойчивой ра-

боты в проектных задачах. 

Важность обеспечения надежного функционирования криоэнергетиче-

ских систем еще на стадии их проектирования послужили причиной вы-

полнения данной работы. 

Рассмотрим расчетную схему с обогреваемым каналом (рис. 1). Низко-

температурный гелий СКД поступает через входной дроссель 1 в канал 3 
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из напорной емкости с давлением P00 = P00(t), температурой T00 = T00(t) и 

расходом m0. Плотность теплового потока qH = qH(z, t), имитирующего 

внешнюю нагрузку, изменяется по известному закону в функции коорди-

наты z и времени t. Из канала 3 поток гелия 2 через выходной дроссель 4 

поступает в емкость с давлением P2 = P2(t). Потери давления по длине ка-

нала в общем случае считаются соизмеримыми по значению с перепадами 

давления P0 , P1 на входном 1 и выходном 4 дросселях соответственно. 

На выходном дросселе 4 возможно запирание потока при достижении в се-

чении 11-11 местной скорости звука. Сечение c-c – граница между псевдо-

жидкостным и псевдогазовым участками.  

 

  
Рис. 1. Схема объекта исследования 

Допущения при моделировании динамических процессов в канале: 
1. Течение гелия описывается гидравлическими дифференциальными 

уравнениями сохранения массы, энергии, количества движения. 

2. Теплоотдача и гидросопротивление канала описываются квазиста-
ционарными зависимостями. 

3. В каждой точке гидравлической линии поток гелия находится 

в состоянии локального термодинамического равновесия. 

4. Тепловая инерционность стенки канала учитывается уравнением 
теплового баланса. 

5. Распределение температуры вдоль потока и стенок канала не 

зависит от диффузии тепла в осевом направлении. 

6. Сопротивление дросселя на выходе канала при околозвуковых 

скоростях течения гелия (U11 < a11) и в условиях запирания потока 

(U11 = a11) определяется из соотношений для реального газа при изоэнтро-

пическом расширении (здесь U – скорость потока, a – скорость звука).  

7. При малых скоростях течения (U11  << a11) сопротивление обоих 

концевых элементов от массового расхода принимается квадратичным. 
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Для замыкания ММ дополняется термическим уравнением состояния: 

(P,T);                                                 (1) 

краевыми условиями: 

P(0,t) = P0(t) = P00  - P0,  P0 = K0m0
2
/(00 F 

2
),                  (2) 

  T(0,t) = T0(t) = T00,                                         (3) 

P(L,t)=PL(t)=P2+P1 (при U11<< a11 и P11 = P2), P1=K1mL
2
/(LF 

2
)   (4) 

или U11 = a11  (при U11 = a11  и  P11 > P2);                        (5) 

соотношениями по гидросопротивлению канала, по теплоотдаче, зави-

симостями для термодинамических и теплофизических свойств гелия и 

стенки канала.  

Состояние внешней среды записывается в виде управлений, заданных в 

функции времени: 

P00 = P00(t), T00 = T00(t), P2 = P2(t), K0 = K0(t), K1 = K1(t), qH = qH(z, t).   (6) 

Здесь K0, K1 – коэффициенты сопротивления концевых элементов. 

Систему рабочих дифференциальных уравнений удобно записать в 

матричном виде. Вводя обозначения: 

 

получим: 

                                             (7) 

Выражения для элементов матриц aij, bij и вектора ri; i, j = 1, 2, 3 явля-

ются соответственно коэффициентами при производных и свободными 

членами рабочих дифференциальных уравнений.  

Элементы матриц  А, В и вектора R являются нелинейными функциями 

вектора Y внутри канала, а краевые условия (2)–(5) – нелинейными функ-

циями вектора Y в начале и в конце канала и функциями времени t: 

F0(Y0, t) = 0,   F1(YL, t) = 0.                                      (8) 

Решение стационарной граничной задачи, то есть расчет начальных ус-

ловий, может быть реализован одним из методов, разработанных для дан-

ного класса задач (Ньютона, секущих, установления), обеспечивающих ре-

гулярную сходимость итерационного процесса [4]. 

Параметры стационарного состояния обозначим верхним индексом «
0
»: 

P(z, 0) = P
0
(z),  T(z, 0) = T

0
(z),  m(z, 0) = m

0
(z) = Const 

или в векторной форме: 

Y(z, 0) = Y
0
(z).                                              (9) 
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Таким образом, задача динамики течения гелия СКД в обогреваемом 

канале с набором замыкающих соотношений сведена к системе трех ква-

зилинейных дифференциальных уравнений с частными производными и 

нелинейными краевыми условиями [4]: 

 

F0(Y0, t) = 0,     F1(YL, t) = 0,                                 (10) 

z ∈ [0, L],     t ∈ [0, ∞),   

и описывает эволюционный процесс движения жидкой сплошной среды в 

техническом объеме типа «трубопровод». 

Основной подход к решению конкретных задач устойчивости штат-

ных режимов нелинейных распределенных систем опирается на анализ ли-

неаризованных моделей динамики (первый метод Ляпунова) [1]. 

При анализе устойчивости линеаризованных моделей все управления 

(6) «заморожены», то есть не являются функциями времени, так как изу-

чаются динамические свойства собственно системы: «дроссель – канал 

(поток) – дроссель» (см. рис. 1).  

Укрупненный алгоритм анализа ТГУ по уравнениям первого при-

ближения («в малом») включает в себя три основных этапа: 

1. Расчет стационарного режима Y(z, 0) = Y
0
(z) (9) нелинейной ММ 

(10), который надлежит исследовать на устойчивость.  

2. Получение уравнений возмущенного движения путем линеаризации 

задачи (10) и всех замыкающих ММ соотношений в окрестности стацио-

нарного режима (9) при постоянных значениях внешних управлений (6): 

,                                 (11) 

с однородными граничными условиями 

,                                     (12) 

и нулевыми начальными условиями 

                       (13) 

В соотношениях (11)–(13) Y – вектор-столбец возмущений давления 

P, температуры T и расхода m; P(z), Q(z), C0, CL – матрицы коэффици-

ентов физического состояния среды на стационарном режиме (9) внутри 

канала (11) и на его краях (12), размерность матриц 3х3. 

3. Приведение линеаризованной задачи (11)–(13) к системе обыкновен-

ных дифференциальных уравнений с последующим получением и анализом 

характеристического уравнения [1]. 
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Применив к задаче (11)–(12) интегральное преобразование Лапласа по 

времени t при нулевых начальных условиях (13), получим граничную за-

дачу с параметром преобразования Лапласа s: 

                              (14) 

                                               (15) 

Решение (14) ищется в виде линейной комбинации фундаментальных 

решений: 

                                    (16) 

Здесь: 

, 

фундаментальная матрица решений системы (14), полученная численно на 

ЭВМ при единичной матрице Е на входе в канал [4]. 

Подставляя решение (16) в однородные граничные условия (15), запи-

санные в виде: 

                                     (17) 

приходим к однородной системе линейных алгебраических уравнений от-

носительно вектора изображений возмущений искомых функций:  

                             (18) 

Полагаем изображения возмущений: 

, 

отличными от нуля. Поскольку ищется нетривиальное решение системы 

уравнений (18), детерминант  последней следует приравнять нулю, что и 

дает искомое характеристическое уравнение: 

                                  (19) 

Необходимым и достаточным признаком устойчивости «в малом» ис-

следуемого стационарного режима является условие:            

Re sj <  0;  j = 1, 2, 3, … , n, … ∞, 

для всего спектра корней характеристического уравнения (19). Выделим из 

(19) после замены s = j комплексный параметр  0
 ГР

 в явном виде и за-

пишем систему уравнений, соответствующую нейтральному состоянию 

потока по отношению к термоиндуцированным колебаниям: 

 0
 ГР 

= Re ( 0
 ГР

) + j
.
Im ( 0

 ГР
), 

I  0
 ГР 

I = P0
0
.                                           (20) 
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Соотношения (20) эквивалентны системе двух уравнений: 

1(a1, ) = Re ( 0
 ГР

) = P0
0
, 

2(a1, ) = Im ( 0
 ГР

) =                                 (21) 

которые можно удовлетворить при определенных значениях какого-либо 

режимного или конструктивного параметра  a10  и частоты  0. 

Варьируя только , построим годограф вектора  0
 ГР

 в комплексной 

плоскости, который будет кривой D-разбиения [1]. По ее виду судят об ус-

тойчивости потока (рис. 2).  

Движение устойчиво, если точка D [Re  0
 ГР

(a1, 0) = I  0
 ГР 

(a1, 

0)I,  Im  0
 ГР

(a1, 0) = ] окажется слева от точки C [P0
0
, 0], соответст-

вующей фактическому перепаду давления на входном дросселе. Движение 

неустойчиво, если кривая D-разбиения охватывает точку C.  

Так проводится поверочный расчет на устойчивость.  

 

 

Рис. 2. Кривая D-разбиения  

по входному гидросопротивлению канала 

Начальное значение Н оценим по времени пребывания гелия в канале: 

Н = 2/(2ПР),   ПР = (F/m
0
) L∫(P 

0
,
 
T 

0
) dz.                   (22) 

При массовых проверочных и проектных расчетах актуальными стано-

вятся вопросы повышения скорости и точности вычислений при анализе 

устойчивости систем. 

Вначале эта задача сводится к минимизации функции  I2I = I2 ()I 

(21) в окрестности ожидаемого значения частоты Н  без варьирования па-

раметрами системы. В основе минимизации лежит линейное разложение 

функции 2 = 2 () в окрестности начального приближения частоты Н: 

2 (0)  =  2 (Н) + 2 / Н *(0 - Н) = 0, 
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из которого легко получить итерационную зависимость: 

0  =  Н  - 2 (Н) / ( 2 / Н).                              (23) 

Итерационный процесс прекращается при выполнении соотношения: 

I2 (0)  / 1(0)I ≤ ,                                        (24) 

где – малое положительное число.  

Если неравенство (24) не выполняется, то полагается  Н=  0  и итера-

ция (23) повторяется. Первоначальное значение Н  оценивается по (22). 

Сложность вычислений заключается в расчете производной 2 / Н. 

Из выражений (20), (21) понятно, что функция  2  нелинейно зависит 

от элементов  wКij; i, j = 1, 2, 3 фундаментальной матрицы решений систе-

мы уравнений динамики (14) в конце канала (z = L): 

2 () = Ф{Re [wКij()], Im [wКij()]},                       (25) 

Re [wКij()] = Re ( Lij), 

Im [wКij()] = Im ( Lij),                                     (26) 

i, j = 1, 2, 3. 

Дифференцируя (25) по частоте с учетом соотношений (26), получим 

линейную комбинацию производных от фундаментальных решений урав-

нений динамики канала при  z = L: 

 

Для вычисления производных ∂Re( Lij)/∂, ∂Im( Lij)/∂ в конце ка-

нала, воспользуемся соотношениями: 

 
и 

 

Таким образом, для получения фундаментальной матрицы решений 

уравнений динамики канала WК, нормированной в точке z = 0, и ее произ-

водной по частоте  при z = L необходимо одновременно проинтегриро-

вать две системы дифференциальных уравнений с соответствующими на-

чальными условиями: 

               (27) 
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Интегрирование можно проводить либо непосредственно в комплексной 

арифметике (18 уравнений), либо в арифметике действительных чисел 

(36 уравнений). При точности расчетов 0,5 % достаточно всего лишь две-три 

итерации для определения положения точки D на вещественной оси (рис. 2).  

Если точки D и C совпадают при пересечении кривой D-разбиения ве-

щественной оси, то есть: 

I  0
 ГР 

I = P0
0
, 

то поток теплоносителя в канале находится на границе теплогидравличе-

ской устойчивости выбранного стационарного режима.  

Для выхода на границу устойчивости необходимо варьировать не толь-

ко частотой  , но и параметром системы a1, чтобы удовлетворить уравне-

ниям (21). 

Обеспечить регулярную сходимость итерационного процесса также 

можно методом Ньютона, но с численным расчетом производных по пара-

метру a1. Аналитическое вычисление производных невозможно, поскольку 

оно опосредовано стационарным расчетом и расчетом коэффициентов 

уравнений динамики.  

Обозначив: 

Re ( 0
 ГР 

)  - P0
0   

= F(a1), 

получим итерационную формулу для корректировки параметра a1: 

a1
n+1 

=
 
a1

n 
-

 
F (a1

n
)•( a1

n
 - a1

n-1
)/[F (a1

n
) - F (a1

n-1
)].              (28) 

 

Итерационный процесс (28) заканчивается при выполнении условия: 

IF (a1
n+1

) /(P0
0
)

 n+1
I ≤ . 

Таким образом, для выхода на границу устойчивости требуется органи-

зовать двойной итерационный процесс: внешний – на котором несколько 

раз рассчитывается стационарный режим и коэффициенты уравнения ди-

намики канала, и внутренний – с интегрированием уравнений динамики 

канала при различных значениях частоты . 

Для построения границы устойчивости в координатах параметров сис-

темы a1 = (a2) (рис. 3) следует выбрать второй параметр a2 и, варьируя им, 

реализовать вышеизложенный алгоритм для каждого значения a2.   

 

 

Рис. 3. Граница устойчивости в координатах двух параметров системы 
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Применение данной методики позволило существенно снизить затра-

ты времени и повысить точность построения границ устойчивости в про-

ектных расчетах по сравнению с применением расчетно-графического ме-

тода. 
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