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В данной работе предложена модификация метода крупных частиц. Проведен чис
ленный анализ различных модификаций метода крупных частиц применительно к за
дачам волновой динамики (газовой динамики). Решены задачи расчета распада про
извольного разрыва, а также задачи о распространении стационарных ударных волн с 
отражением от жесткой стенки. Было показано, что предложенная модификация мето
да крупных частиц наилучшим образом совпадает с аналитическим решением задачи 
об отражении плоской ударной волны от жесткой стенки. Проведенный численный 
анализ показал, что данная модификация позволяет проводить устойчивые расчеты 
течений с большими градиентами изменения параметров. Значительным достоинством 
предложенной модификации является тот факт, что рассмотренные в работе задачи 
могут быть решены без введения в законы сохранения «искусственной» вязкости, а 
также при больших числах Куранта.

Ключевые слова: ударная волна; распад произвольного разрыва; число Куранта; 
искусственная вязкость; крупные частицы.

В ведение

В  настоящ ее время м атем атическое моделирование стало полноценным ин стру
ментом при проведении исследований ш ирокого к руга  задач газовой динамики, а 
при изучении бы стропротекаю щ их процессов м атем атическое моделирование очень 
часто является единственным способом получения углубленной и достоверной ин
ф ормации о многих ф изических и хим ических особенностях исследуем ы х течений 
газа. Д л я  проведения численны х экспериментов необходимо разработать и адаптиро
вать необходимый вы числительны й аппарат, которы й бы позволил реш ать ш ирокий 
к руг практических задач. Одним из наиболее удобны х и универсальны х численных 
методов является м етод крупны х части ц [1] (М К Ч ), использую щ ий принцип р ас
щепления по физическим процессам [2-4]. М етод крупны х части ц имеет достаточно 
простой алгоритм , что определило его ш ирокое распространение. О днако при м ате
м атическом моделировании течений с больш ими градиентам и изменения парам етров 

приходится вводить искусственную  вязкость [5-7] и сн иж ать сеточное число К уран та.
Ц елью  настоящ его исследования является анализ возм ож ностей модификаций 

М К Ч , приведенны х в работах [5,8], с модификацией, предложенной авторам и данной 
статьи, при решении задач, представляю щ их интерес для изучения бы стропротека
ю щ их процессов:

1 ) распространение ударны х волн;
2 ) отраж ение стационарной ударной волны от ж есткой стенки;
3) расчет распада произвольного разры ва.

58 Bulletin of the South Ural StateUniversity. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& ComputerSoftware (Bulletin SUSU MMCS), 2019, vol. 12, no. 2, pp. 58—66



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

1. П остановка задачи  и описание м етода

Рассм отрим  одномерное движ ение идеального сж имаемого газа, описываемое 
диф ф еренциальны м и уравнениями Э йлера в дивергентном  виде (уравнения нераз
ры вности, им пульса и энергии)

др
—  +  div(pu) =  О,

дри . . др_  +  d ,v (p» ,) +  -  =  О,

дрЕ
~ дГ

+  d iv(p E u ) +  div(pu) =  0.

( 1 )

Зам ы кается систем а (1) 
полной энергии газа

уравнением состояния и дополняется уравнением удельной

Р

E

ер ( 7  -  1 ) 

и 2

= е +  У

1

Здесь p, р, u, E , e, t, x, 7  -  давление, плотность, скорость, удельная полная и 
внутренняя энергии, время, декартова координата и показатель адиабаты  П уассона 
соответственно. В  соответствии с реш аемыми задачам и к системе законов сохранения 
добавляю тся начальны е и граничные условия.

И дея м етода состоит в расщ еплении по физическим процессам исходной неста
ционарной системы  уравнений Э йлера (1), где законы сохранения записаны  в дивер
гентной форме. С р ед а здесь моделируется системой из ж и дки х (крупны х) частиц, 
совпадаю щ их в данный момент времени с ячейкой эйлеровой сетки. Р асч ет каж дого 
временного ш ага разбивается на три этапа [1 ]:

I -  эйлеров этап, когда пренебрегаем всеми эф ф ектам и, связанными с перемещ е
нием элементарной ячейки (потока м ассы  через границы  ячеек нет), и учиты ваем  
эф ф екты  ускорения ж идкости лиш ь за счет давления; здесь для крупной частицы  
определяю тся пром еж уточны е значения искомы х парам етров потока;

II -  лагранж ев этап, где при движ ении ж идкости вы числяю тся потоки м ассы  
через границы  эйлеровы х ячеек;

III -  заклю чительны й этап -  определяю тся в новый момент времени окончатель
ные значения газодинамических парам етров потока на основе законов сохранения 
массы , им пульса и энергии для каж дой ячейки и всей системы  в целом на ф иксиро
ванной расчетной сетке.

Рассм отрим  эйлеров этап расчетного цикла для одномерного плоского случая. 
П редварительны е значения скорости и полной энергии в предположении заторм о
ж енности поля плотности без учета эф ф ектов перемещения среды  определяю тся по 
формулам:

и,- и? -
Р?+1/2 -  Р?- 1/2 A t

A x

E™ =  E™ -

Р
i+1/2 ui+1/2 pi - 1/2 ui - 1/2

P ? ’

U-
A x

A  t

p7 ’

(2 )

(3)

где p, p, u, E , t, x  -  соответственно давление, плотность, скорость, полная энергия, 
врем я и декартова координата.
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Величины с дробными индексами, относящиеся к границам ячеек, находятся так:
д 1П I д IП У )П  I T'i1

„,п _  Ui “ Г  + + 1  _  Рг ^  Рг+1
иг+1/2 ~  2  ’ Pi+l/2 ~  2  '

В формулах (2) и (3) вместо p можно использовать p +  q. Здесь q -  псевдовязкость.
В работе [5] автор предлагает введение «локальной:» псевдовязкости, для мини

мизации недостатков метода. Она представляет собой комбинацию линейной и квад
ратичной псевдовязкости, значение которой определяется на границах ячеек после 
анализа сравнения абсолютных значений первой и второй производных решения:

q 6рАх
ди
дх

aia +  а 2Д х
ди
дх 1

6 = const >  0, 0 <  a i <  1, 0 <  а 2 < 1,

'  0 ,
d 2u  
d x 2 A x - g | g |  < 0 ,

Cd
IC

d

IV CD

6  =  < 6 i ,
d 2u  
d x 2 A * - p | i | < 0 . Cd

IC
d

A 0

6 2 ,
d 2u 
d x 2 A x - g \ df x \ > 0 , g >  °.

Также предлагается повысить точность разностного решения, исключая действие 
вязкости в зонах разрежения. Разностная аппроксимация вязкости задается следую
щим образом:

пп
^г+! - ф ^ + | « + 1  -  < ) ( а < +| +  <т2 | < + 1  -  < | ) , (4)

где

6

р!ц  = \ (А. -  р") ■ р + \  ( А .  -  р “ )
т р +

Р?+± ’

0 , К  ■
6 1, | <

6 2 , V

2< + i +  un+2 1 <  g |u7+i -  < + 2 1 , < + i -  <  >  0,

■ 2< + i +  < + 2  1 <  g |u?+i -  < + 2  1 , < + i — u? <  0,
2< + i +  иП+2 | >  g |un+i -  u i+2 | , g =  c0nst >  °-

Далее следуют лагранжев и заключительный этапы. На этом расчетный цикл метода 
считается законченным.

Отметим, что недостатком введения псевдовязкости на эйлеровом этапе является 
необходимость определения констант 6i , 62, a i , а2, g в формуле (4) для каждой 
конкретной задачи.

2. М одиф икации м етода крупны х частиц

В работе [10] был проведен сравнительный анализ различных модификаций 
М КЧ [8,9]. При решении тестовых задач лучшие результаты были получены при 
использовании модификации М КЧ, предложенной Ю.А. Гришиным и В.А. Зенки- 
ным [8]. В данной модификации предлагаются иные формулы для расчета предвари
тельного давления, скорости и полной энергии на эйлеровом этапе.

Предварительные значения давления на n + 1  временном слое для i — 1/2 и i +  1/2 
границ между ячейками i — 1, i и i +  1 определяются по формуле:

pn+i
pi+i/2

Pi+i pn
1 — ( 7  — 1)(u

n
i+i

n, A t (5)
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П олученны е значения давления использую тся для определения пром еж уточного зна
чения скорости в середине ячейки:

uп+1
~п

п i 
Щ -

р П+ 1/2 -  РП- 1/2 A t

Аж рП

П осле этого вы числяю тся скорости на границах ячеек по ф ормуле

un +  un+i

(6 )

иi+ 1/2 2

Ф орм ула (3) при этом заменяется на следую щ ую :

ЕП+ 1
ЕП

Р ? + 1 /2 й ? + 1 /2  ~  Р ? - 1 /2 й ? - 1 /2  A t

Аж р™
(7)

Д л я  повыш ения устойчивости счета М К Ч  в зонах нулевой скорости авторам и дан
ной статьи  предлагается следую щ ая модиф икация метода. Н а эйлеровом этапе для 
определения давления на границах ячеек в зонах сж атия вм есто ф орм улы  (5) следует 
использовать соотнош ения на ударной волне, по аналогии с методом В .Ф . К уроп а- 

тенко [11]. Если и™+ 1 — иП <  0, то

Pi+ 1
2

P m  +  Wi «  — un+i
pn — W i (un — un+ 0

pn < p + 1 ,
pn >  р П+1 ,

(8 )

где W i -  скорость сеточного разры ва.
После определения предварительны х скоростей в серединах ячеек по ф ормуле

(6 ) скорости на границах ячеек в зонах сж атия считаю тся заданны ми скоростями за 
разрывом. Если un+ 1 — un <  0, то

ЩЦ
un

ui+ 1  >
р П <  р П+ 1 , 

р П >  р П+ 1 -

П редварительны е значения полной энергии в серединах ячеек определяю тся по ф ор
муле (7). Л агран ж ев и заклю чительны й этапы  проводятся аналогично базовому
М К Ч .

3. Р асп ад произвольного разры ва
Рассм отрим  задачу распада произвольного разры ва (Р П Р ). Бесконечная труба, 

заполненная воздухом  (у  =  1 ,4) ,  в точке ж =  0 разделена перегородкой. При t =  0 
состояние газа описы вается следую щ ей функцией:

=  Г (pL 0 p l ) ,  ж <  0 ,
\ (рп 0 pn) , ж >  0 . 

t=о

Здесь pL , p L , pn , p n -  плотность и давление до перегородки и за перегородкой соот
ветственно.
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П усть

(9

В  момент времени t =  0 перегородка мгновенно убирается, и эта конф игурация рас
падается на волну разреж ения, распространяю щ ую ся влево, и ударную  волну с кон
тактны м  разры вом, распространяю щ ию ся вправо.

Н а рис. 1 представлены  граф ики численного реш ения задачи (9) предлагаемой 
авторам и модификацией М К Ч , модификацией М К Ч  [8 ], М К Ч  с использованием псев
довязкости, а такж е граф и к аналитического реш ения, полученного из соотношений 
для распада произвольного разры ва, на момент времени t =  0, 502, с сеточны м чис
лом К ур ан та  K  =  0,1.  К оличество ячеек N  =  100. Н а данны х рисунках пунктирная 
линия соответствует модиф икация М К Ч  [8 ], ш трих-пунктирная -  базовый М К Ч  с 
псевдовязкостью  (4), сплош ная линия -  модиф икация М К Ч , предлагаем ая автор а
ми данной работы , ш триховая линия -  аналитическое решение. Н а рис. 1 видно, что 
полученные численные реш ения в целом совпадаю т с аналитическим  решением.

1
0
1

0, 125 
0

0 , 1

Рис. 1. Реш ение задачи РП Р. Граф и ки давления (слева) и скоростей (справа)

4. Распространение стационарной ударной волны

Рассм отрим  распространение стационарной ударной волны (число М аха M  =  
2, 3). П арам етры  среды  в начальны й момент времени t =  0: р = 1 ,  U =  0, E  =  0 -  
в области невозмущ енного течения, а на границе определялись из соотнош ений для 
ударной волны.

Н а рис. 2 представлены  граф ики стационарны х ударны х волн ( У В ) , полученные 
при помощи предлагаемой авторам и модификацией М К Ч , модификацией М К Ч  [8 ], 
М К Ч  с использованием псевдовязкости, а такж е граф и к аналитического реш ения на 
момент времени t =  0, 2361 с числом К ур ан та  K  =  0,1.  К оличество ячеек N  =  100. 
Обозначения аналогичны  рис. 1.

Р асчеты  распространения стационарны х У В , приведенные на рис. 2, показы ва
ют, что все модификации М К Ч  правильно позволяю т р ассч и ты вать положение У В , 
несмотря на различия по ширине зоны ударного перехода и проф иля давления У В  в 
этой зоне в зависимости от модификации М К Ч .
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Рис. 2 . П роф или давлений (слева) и скростей (справа) стационарной У В

. О траж ение стационарной ударной волны от ж есткой стенки
Р ассм атривается та ж е задача, что и в разделе 4. У дарн ая волна доходит до 

ж есткой стенки (х =  1 ) и отраж ается  от нее.
Н а рис. 3 представлены  граф ики расчетны х отраж енны х стационарны х ударны х 

волн (У В ), а такж е граф и к аналитического реш ения на момент времени t =  0, 3879 
с числом К ур ан та  K  =  0,1.  К оличество ячеек N  =  100. Обозначения аналогичны  
рис. 1 .

Рис. 3 . П роф или давлений (слева) и скоростей (справа) отраж енной стационарной
У В

Из рис. 3 видно, что при решении задачи модифицированным М К Ч  [8 ] возникаю т 
сильные осцилляции за ф ронтом  У В . При использовании псевдовязкости (4) осцил
ляции гасятся. Однако, как уж е отм ечалось выше, использование псевдовязкости 
требует подбора эмпирических констант для каж дой конкретной реш аемой задачи. 
Н а этом  фоне более универсальной является модиф икация с расчетом  предваритель
ны х значений эйлерового этапа на ударной волне из соотнош ений Гюгонио. В  этом 
случае нет необходимости подбирать эмпирические константы . С то и т отм етить, что 
ударны й ф ронт оказы вается на 2-3 ячейки шире по сравнению с другим и прове
денными расчетам и. Д обавим , что предлож енная авторам и модиф икация позволяет 
п олучать устойчивы е расчеты  при больш их числах К ур ан та  -  до K  =  2 для реш ае
м ы х в данной статье задач. Э то  больш им преим ущ еством  модификации при решении 
более слож ны х задач, требую щ их для расчета больш их временны х затрат.

Вестник (ЮУрГУ. Серия ^Математическое моделирование
и программирование» (Вестник Ю УрГУ ММП). 2019. Т. 12, № 2. С. 58—66

63



Ю.М. Ковалев, П.А. Кузнецов

Заклю чение
П роведенный в данной работе численный анализ различны х модификаций [5, 8 ] 

м етода крупны х частиц показал, что предлож енная выш е модиф икация эйлерова 
этапа, использую щ ая алгоритм , представленны й в работе [1 1 ], позволяет проводить 
устойчивы е расчеты  течений с больш ими градиентам и изменения парам етров с чис
лом К ур а н та  равны м 2 без введения псевдовязкости, хорош о совпадаю щ ие с анали
тическими реш ениями.
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In this article, we present a modification of the large-particle method. We perform a 
numerical analysis of various modifications of the large-particle method applied to problems 
of wave dynamics (gas dynamics). We solve the problems on calculation of the decay of 
an arbitrary discontinuity, as well as the problems on propagation of stationary shock 
waves with reflection from a solid wall. Calculations show that the solution obtained by the 
modified large-particle method best coincides with the analytical solution to the shock wave 
reflection problem from a solid wall. The numerical analysis shows that this modification 
allows to carry out stable flow calculations with large parameter gradients. A significant 
advantage of this modification is the fact that the considered problems can be solved without 
introducing the “artificial” viscosity into the laws of conservation, and with large Courant 
numbers.

Keywords: shock wave; decay of an arbitrary discontinuity; Courant number; artificial 
viscosity; large particles.
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