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В работе рассматривается метод численной диагностики разрушения решения в 
нелинейном уравнении теории волн в полупроводниках. Особенность рассматривае
мой задачи заключается в том, что на положительной полупрямой отсутствует даже 
локальное во времени слабое решение задачи, в то время как на отрезке от 0 до L суще
ствует локальное во времени классическое решение. Нашей задачей являлось числен
но показать, что при L, стремящемся к бесконечности, время существования решения 
стремится к нулю. Численная диагностика разрушения решения основана на методике 
вычисления апостериорной асимптотически точной оценки погрешности полученного 
численного решения по методике Ричардсона.

Ключевые слова: численная диагностика мгновенного разрушения решения.

В в е д е н и е

В работе [1] было показано, что решение задачи

( uxt =  \u\q, x е  (0 ,L], t е  (0 ,T ],
<ju(o,t) =  o, t е (0 ,T  ̂ (1)
[u (x , 0) =  Uinit(x), x е  [0,L],

где q >  0, класса u(x,t) е C(1)([0,T]; C(1)[0,L]) при некоторых условиях на началь
ную функцию uinit(x) разрушается за конечное время T > 0 при заданном L >  0. С 
другой стороны, слабое решение задачи на полупрямой L =  разрушается мгно
венно в достаточно широком классе начальных функций uinit(x). В связи с тем, что 
получить аналитический результат о мгновенном разрушении решения задачи (1) 
при L =  для любой начальной функции uinit(x) из широкого класса представ
ляется затруднительным, мы предлагаем схему численной диагностики мгновенного 
разрушения решения и на примере нескольких конкретных начальных функций по
казываем, как определить, что время разрушения решения классического решения 
стремится к нулю при стремлении L ^  +то, что дает основания предполагать нали
чие факта мгновенного разрушения решения уже в исходной задаче (1) при L =  +то.

1. Ч и с л е н н а я  д и а г н о с т и к а  р а з р у ш е н и я  р е ш е н и я

Метод диагностики факта разрушения решения, использованный в настоящей ра
боте, основан на идеях апостериорной оценки точности полученного приближенного 
численного решения [2,3]. Сначала мы опишем подход, который мы используем для 
численного решения задачи (1), а затем кратко опишем методику численной диагно
стики разрушения решения.
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1.1. П оиск численного решения

Для численного решения задачи (1) мы будем использовать метод прямых 
(SMOL) [4,5].

Сначала введем квазиравномерную сетку X n [6] по пространственной пере
менной x:

X n
gC?n _  1

■Eni 0 ^ ть ^ N . хп =  xi^n) L - - , п̂
ec _  1

n
N (2)

где c — управляющий параметр, определяющий густоту сетки вблизи х =  0 (более 
детально этот вопрос описан в [6], вклачая описание других преобразований х(£), 
которые порождают квазиравномерные сетки). Выбор неравномерной сетки связан с 
особенностями модельных решений задачи, которые будут рассмотрены в следующих 
разделах.

Далее перепишем задачу (1) в узлах введенной квазиравномерной сетки, исполь
зуя конечно-разностные аппроксимации пространственной производной с первым по
рядком точности. В результате получим

1 dun 1 dun_ i
xn _  xn-i dt xn _  xn -\ dt
uo =  0, t e (0,T ],

\un\q, n = l , N ,  t E (0 ,T],

(3)

k Un(0) =  Uinit(xn), n =  0 ,N .

Здесь un =  un{t) =  u(xn,t), n =  1,N,  — неизвестные функции одной переменной t, 
которые требуется определить.

Полученная дифференциально-алгебраическая система может быть сведена к чи
сто дифференциальной:

М -у- =  f {y ) ,dt Jyyh
У(0) =  Уinit,

(4)

где y =  (ui U2 . . .  un) T, f  =  f i  /2 . . .  fN)T и
yinit =  (uinit(xi) uinit(x2 ) . . .  uinit(xN)) , вектор-функция f  имеет компоненты

f n =  WnV,

а матрица M  имеет следующие ненулевые элементы:

Мп п = ------ -------  для п
xn _  x n-  i

Mn,n- i  = -----------------для п
xn _  xn-  i

1, N ,

2,  N.

Для численного решения системы (4) введем равномерную сетку Тм по времени 
t с шагом т =  (Т _  0)/M , которая имеет M  интервалов: Тм =  {tm, 0 ^ m ^ 
M  : tm =  0 +  тт}. Теперь мы можем применить одностадийную схему Розенброка с
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комплексным коэффициентом CROS1 [7] :

y(tm+1) y(tm) +  (tm+1 tm) Re w ,
где w определяется, как решение системы

М -  (tm+1 -  tm)fy (y(tm)j

Здесь fu -  матрица Якоби, которая со следующими ненулевыми элементами:

(/« )„,„  =  q\Vn\q~l sign уп для п =  1, N.

w f [V(tm )
(5)

1.2. Численная диагностика разрушения решения

Численная диагностика разрушения решения основана на методике выполнения 
апостериорной асимптотически точной оценки погрешности [2] и впервые была пред
ставлена в работах [2,3,6]. Далее эти идеи были развиты в [1,8-14].

Построенный метод решения системы (1) имеет точность 0 (т 2 +  N -1 ) в связи с 
тем, что все пространственные производные в (1) были аппроксимированы с точно
стью 0 (N -1), а при численном интегрировании системы (4) использовалась схема 
CROS1 (5), которая имеет точность 0 ( т 2).

Для реализации численной диагностики разрушения решения проведем расчеты 
на базовой сеткеХ^ х TM: {x n, tm}, 0 ^ n ^ N , 0 ^ m ^ M , а затем выполнитм после-

(x,t) на сетках(rX-1 N,rtX-1 M)довательное сгущение этой сетки и вычислим решения u 
X rs-iN х Trs-iм (s — номер сетки). Коэффициенты сгущения сеток rt и rx должны 
быть согласованы как rp =  rX (подробности см. в [6]), где p =  2 и q =  1 — порядки точ
ности по временной и пространственной переменным соответственно. В совпадающих 
на всех сетках узлах (x,t) можно оценить эффективный порядок точности [3,6]:

pSff (x,t) =  logr
|u(rX N’r* M)(x, t) -  u-  u(rX-3N,rS 3M) (x, t) |

5rt |u/rX-1 N,r r 1 M)(x,t) -  u(rX-2N,< -2M) (x ,t ) f
В точках (x, t), в которых решение исходной задачи имеет непрерывные вторые про
изводные по времени и первые по пространству, имеет место сходимость

pf f  (x ,t) ----- > p the or 2, (6)

и соответствующая оценка погрешности является асимптотически точной при s ^  то. 
Если эта сходимость нарушается, то это свидетельствует о потере гладкости точного 
решения (в классическом смысле), а именно, в случае наличия факта разрушения 
приближенного численного решения, эффективный порядок точности принимает от
рицательные значения. Момент разрушения решения Ты может быть найден с точ
ностью до величины интервала базовой сетки по времени [3,6].

2. Ч и с л е н н ы е  э к с п е р и м е н т ы

2.1. Пример 1а

Рассмотрим пример для

q =  2, L =  3п, uinit(x)
sin4 x, если x G [0,п], 
0, если x G (n, L]. (7)
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Для численного решения задачи (1) мы будем использовать: Т =  4, 0, N  =  50, 
c =  2ln2, M  =  50, rx =  4, rt =  2, число последовательно сгущающихся сеток S =  5. 
Численное решение u(rx N,rt M) представлено на рис. 1 (отмечены только узлы, сов
падающие с узлами базовой сетки X n х Tm ). Необходимо отметить, что численное 
решение рассматриваемой задачи для набора параметров (7) за счет применения схе
мы CROS1 существует для всех tm, 0 < m < M , а уход численного решения на 
бесконечность является мнимым.

Рис. 1. Пример 1а: численное решение задачи в разные моменты времени

Далее можно проверить сходимость эффективного порядка точности к теорети
ческому для каждого временного слоя по формуле

V.Sff (tm) =  bgrt (8)

Напомним, что данная оценка может быть сделана только в совпадающих по значени
ям узлах (xn, tm) на разных. После вычислений на S вложенных сетках эффективный 
порядок точности vSff  для каждого временного слоя tm сходится к p theor =  2 (см. 
рис. 2) за исключением временных слоев, соответствующих моментам времени tm, 
m ^ 13: peff (ti3) < 0, что означает, что Ты G (tii, tie] =  (0, 8, 0, 96] является временем 
разрушения решения.

2.2. П ример 1б

В данном численном эксперименте мы рассматриваем серию задач из Примера 1а 
с набором входных данных (7) для различных значений параметра L с целью опре
деления «предельного:» значения L, при которых возникает мгновенное разрушение 
задачи (1).

Особенность численного алгоритма, реализованная в этом пункте, заключается в 
том, что при использовании равномерной сетки при увеличении L количество узлов 
сетки, попадающих на сегмент x G [0,п] будет уменьшаться, соответственно будет
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Рис. 2. Пример 1а: эффективный порядок точности численной схемы в каждый 
момент времени. Разрушение решения диагностировано в момент времени ТЫ £ 
(tii, tis] — (0, 8, 0, 96].

уменьшаться и точность результатов. С этим фактом и связан выбор квазиравномер
ной сетки, введенной в предыдущем разделе.

Для каждого значения L будем выбирать управляющий параметр c таким обра
зом, чтобы в сегмент x £ [0,п] попала половина всех узлов сетки (для этого надо, 
чтобы £ =  1/2 соответствовал узел x =  п). Это требование даст нам следующее
соотношение e0,5c _  1

(9)L e - l  = * '
откуда получим:

(10)
l 2тг

На рис. 3 представлен график зависимости времени разрушения решения данной 
задачи от параметра L. Видно, что с увеличением L время разрушения решения 
стремится к нулю. Из этого можно сделать предположение, что решение задачи (1) 
рассматриваемой на полупрямой (L — +то) терпит мгновенное разрушение.

2.3. П ример 2а

Теперь рассмотрим пример для следующего набора входных данных:

sins x, если x £ [0, 2п],
q 2  L 5п, uinit(x) — 0, если x £ (2п, L].

(11)

Для численного решения задачи (1) мы будем использовать: Т =  4, 0, N =  50, 
c =  2 ln 1 ,5, M  =  50, rx =  4, rt =  2, число последовательно сгущающихся сеток 
S =  5. Численное решение u(rx N,rt M) представлено на рис. 4 (отмечены только 
узлы, совпадающие с узлами базовой сетки X n ХТм ). Еще раз отметим, что численное 
решение рассматриваемой задачи для набора параметров (11) за счет применения

108 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2019, vol. 12, no. 4, pp. 104—113



ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Рис. 3. Пример 1б: график зависимости времени разрушения решения задачи (1) с 
набором входных данных (7) от размера L области [0, L], на которой ищется решение

схемы CROS1 существует для всех tm, 0 < m <  M , а уход численного решения «на 
бесконечность> для отдельных tm является мнимым.

Рис. 4 . Пример 2а: численное решение задачи в разные моменты времени

Аналогично Примеру 1а можно показать, что эффективный порядок точности 
pSeff  для каждого временного слоя tm сходится к p theor =  2 (см. рис. 5) за исключением 
временных слоев, соответствующих моментам времени tm, m ^ 9: peff (t9) < 0, что 
означает, что ТЫ £ (t8,tg] =  (0, 64, 0, 72] является временем разрушения решения.

2.4. П ример 2б

Аналогично Примеру 1б рассмотрим серию задач из Примера 2а с набором вход
ных данных (11) для различных значений параметра L с целью определения «пре
дельного> значения L, при которых возникает мгновенное разрушение задачи (1).

На рис. 6 представлен график зависимости времени разрушения решения данной 
задачи от параметра L. Видно, что с увеличением L время разрушения решения 
также уменьшается, при этом точки графика хорошо аппроксимируются функцией 
вида Ты L a, из чего мы делаем предположение о стремлении его к нулю.
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Рис. 5. Пример 1а: эффективный порядок точности численной схемы в каждый мо
мент времени. Разрушение решения диагностировано в момент времени Ты £ (t8, tg] =  
(0,64,0, 72]

Рис. 6. Пример 1б: график зависимости времени разрушения решения задачи (1) с 
набором входных данных (11) от размера L области [0, L], на которой ищется решение
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D IA G N O S T IC S  OF IN S T A N T  D E C O M P O S IT IO N  OF SO LU TIO N  
IN TH E  N O N L IN E A R  E Q U A TIO N  OF T H E O R Y  OF W AVES 
IN SE M IC O N D U C T O R S
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The paper considers a method for numerical diagnostics of the solution’s blow-up in a 
nonlinear equation of the theory of waves in semiconductors. One feature of the problem 
under consideration is that there is not even a weak local solution to the problem in time on 
the positive half-line in spatial variable, while there exists a classical solution local in time 
in the spatial interval from 0 to L. We numerically show that the lifetime of the solution 
tends to zero as L tends to infinity. The numerical diagnostics of the solution’s blow-up 
is based on the method of calculating a posterior asymptotically accurate estimate of the 
error of the obtained numerical solution according to the Richardson extrapolation method.

Keywords: numerical diagnostics of instantaneous solution’s blow-up.
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