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ЛИНЕАРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЙ НАБЛЮДЕНИЙ  

В СИСТЕМАХ РАДИОМОНИТОРИНГА 

 

В.В. Спицын, В.С. Спицын  

 
Рассматривается линеаризация уравнений наблюдений, ис-

пользуемых для определения местоположения источника радио-

излучения (ИРИ). Линеаризация позволяет иметь линейную, от-

носительно искомых координат, форму алгоритмов оценки ме-

стоположения ИРИ. Показана линеаризация угломерных, даль-

номерных и разностно-дальномерных уравнений наблюдений. 

Представлены два вида линеаризации: разложением в ряд Тейло-

ра и функциональным преобразованием измерений. 

Ключевые слова: радиомониторинг, местоположение, линеа-

ризация, уравнения наблюдений, оценивание координат. 

 

Введение 

В литературе [1–3], описаны методы получения оценки неизвестного 

вектора параметров S (вектор состояния) при линейной связи (уравнение 

наблюдения) его с вектором наблюдаемых параметров   и аддитивных 

ошибках измерения   этих параметров. 

Рассмотрим применение этой теории для получения алгоритмов опре-

деления местоположения источников радиоизлучений (ИРИ). 

Если уравнение наблюдения имеет вид: 

                          (1) 

то линейная оценка описывается выражением: 

                               (2) 

где R
-1

 – положительная определенная матрица весов;  – матрица наблю-

дений. 

Когда невозможно задать распределение S и Z и имеется весьма огра-

ниченная информация об ошибке измерений, матрица весов принимается 

единичной  и получается алгоритм наименьших квадратов: 

                     (3) 

На практике зависимость между данными измерений и координатами 

вектора состояния имеет нелинейный характер. 

                      (4) 

В целях удобства и простоты реализации алгоритмов определения ме-

стоположения ИРИ желательно иметь линейную форму оценки координат. 

Линеаризация уравнений наблюдений (4) может быть осуществлена двумя 
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способами: разложением в усеченный ряд Тейлора и функциональным 

преобразованием измерений. 

1. Постановка задачи 

Система радиомониторинга с определенной точностью измеряет сле-

дующие параметры ИРИ, позволяющие определять координаты источни-

ков: азимут ; время прихода сигнала tпр. 

Кроме того, система радиомониторинга располагает полным набором 

навигационных параметров, характеризующих пространственное положе-

ние приемных постов системы и их движение. 

В зависимости от числа приемных постов системы радиомониторинга, 

привлекаемых к процедуре определения местоположения ИРИ, все необ-

ходимые измерения могут быть получены либо одновременно, либо после-

довательно во времени.  

Следует заметить, что задача определения местоположения ИРИ может 

формулироваться в двух постановках как задача первоначальной оценки 

координат и как задача уточнения априорно известных значений, путем 

отыскания поправок к ним.  

Исходя из описанного выше набора измеряемых параметров ИРИ, для 

дальнейшего рассмотрения представляют интерес угломерный, дально-

мерный и разностно-дальномерный алгоритмы определения местоположе-

ния [1, 2]. 

1.1. Линеаризация разложением в усеченный ряд Тейлора 

Для определения координат ИРИ часто используют итерационные ме-

тоды (например, метод Ньютона). При этом предполагается, что имеется 

прогнозируемое (ориентировочное) начальное приближение прямоуголь-

ных координат ИРИ. 

Идея итерационной процедуры заключается в том, что в окрестности 

прогнозируемого значения координат нелинейная система уравнений на-

блюдения заменяется линейной на основе разложения уравнений наблю-

дения в ряд Тейлора с ограничением только линейными членами. 

Если нелинейная функция h() достаточно гладкая в окрестности точки 

, то ее можно аппроксимировать следующим образом:  

                  

где                                                      
 

  
     

   
  

Поэтому уравнение наблюдения можно записать в виде: 

                                                                                                          

где y – известная функция                        
Проблема заключается в выборе точки , который должен быть произ-

веден таким образом, чтобы линейная аппроксимация была бы достаточно 

корректной («достаточно близкой») к истинному значению S. 
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1.2. Линеаризация функциональным преобразованием измерений 

Для линеаризации уравнения наблюдения возможен и другой подход, 

основанный на функциональном преобразовании измерений      и позво-

ляющий получить линейную связь между преобразованными измерениями 

и координатами вектора состояния: 

          

Такое преобразование позволяет воспользоваться алгоритмом оценива-

ния (3) по методу наименьших квадратов. 

Рассмотрим применение этих двух способов линеаризации к угломер-

ному [4], дальномерному и разностно-дальномерному наблюдениям. 
 

2. Угломерный метод 

При наличии нескольких         измерений угла на ИРИ возможно 

определение его координат на плоскости с использованием оценки (2) или 

оценки наименьших квадратов (3). Линейную форму оценки можно полу-

чить с использованием двух методов линеаризации. 

2.1. Разложение в ряд Тейлора. На практике можно считать, что пеленг 

меняется в пределах           
В этом случае, как видно из рис.: 

                                                  
       

       
                                                  

 

Геометрия системы 

 
На рис.: ПП – приемный пост; ИРИ – источник радиоизлучения с коор-

динатами (x, y);   – истинное значение азимута ИРИ;    – ошибка измере-

ния азимута;    – измеренное значение азимута; Ri – дальность от ПП до 

ИРИ. 

Из приведенного уравнения наблюдения видно, что связь наблюдаемо-

го параметра с координатами ИРИ нелинейна. 
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Для получения линейной формы оценки вектора координат ИРИ необ-

ходимо произвести линеаризацию уравнения наблюдения.  

Воспользуемся разложением названного уравнения разложением в усе-

ченный ряд Тейлора в окрестности прогнозируемого значения координат 

ИРИ            
 . 

                   
        

        
 

        

   
         

        

   
                    

В векторно-матричной форме, с учетом ошибок измерений: 

                 
где  

         
        

        
              

    
        

   
   

        

   
                

             
          

  – прогнозируемая (расчетная) даль-

ность до ИРИ от точки измерения пеленга. 

Линейная форма уравнения наблюдения получается для вектора откло-

нений текущих измерений от начального (опорного) значения: 

                     

2.2. Функциональное преобразование измерения. Истинное значение 

азимута (см. рис.): 

       
    

    
   

Тогда                                                 
    

    
 

    

    
  

Отсюда: 

                                    (8) 

Учтем ошибки измерения угла                . Для этого умножим 
правую и левую части (6) на       и дополним слагаемыми до синуса и 

косинуса суммы. 

При этом получаем: 

                                                  
                              

Преобразуем полученное выражение: 

                                                
                                

Учитывая, что 
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                         , 

получаем: 

                                  

Окончательно: 

                                                                

Введем обозначения: 

                   – функциональное преобразование измерения; 

   
 
    – вектор состояния; 

                – матрица измерений; 

             – функция ошибки измерения. 

Получаем линейную форму уравнения наблюдения (для   точек изме-

рения азимута): 

              

Нелинейность в исходном уравнении измерения трансформируется в 

нелинейность шума наблюдений. Однако погрешность пеленгации такова, 

что всегда выполняется условие     , поэтому эффективный шум изме-
рения: 

                 

Следовательно, гауссовский характер плотности вероятности сохраня-

ется. Шум f(n) имеет следующие характеристики: 

                            
   

Линейная форма уравнения наблюдения и статистические характеристи-

ки шума позволяют получить оценку вектора состояния S по алгоритму (3).  
 

3. Дальномерный метод 

Рассмотрим систему радиомониторинга, использующую измерение 

дальности от j-го приемного пункта до ИРИ – Rmj (см. рис.). 

Уравнение наблюдения в этом случае имеет нелинейный вид: 

                                       
  

        
 
                                 

Линеаризация этого уравнения так же возможна двумя путями: разло-

жением в усеченный ряд Тейлора и функциональным преобразованием из-

мерения. 

3.1. Разложение в усеченный ряд Тейлора в окрестности прогнозируе-

мого значения координат         ИРИ приводит к следующему выраже-

нию относительно поправок к координатам: 
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В стандартном для уравнения наблюдения виде: 

        
       

         

3.2. Функциональное преобразование измерений. Возведем во вторую 

степень левую и правую части уравнения наблюдения (10): 

   
         

 
        

 
    

        
   

После несложных преобразований получаем результирующее уравне-

ние наблюдения. 

            
     

     
                                             

где          – расстояние от начала координат до ИРИ; 

      
              

 
        

 
 – преобразованный шум 

(ошибка) измерения. 

Приведем выражение (12) к стандартному для уравнения наблюдения 

виду: 

                       

Расширенный вектор состояния включает в себя три координаты 

       . 
 

4. Разностно-дальномерный метод 

4.1. Разложение в усеченный ряд Тейлора в окрестности прогнозируе-

мого значения прямоугольных координат ИРИ. Производится измерение 

разности дальностей от i-го и j-го приемных пунктов до ИРИ с координа-

тами      . Собственные координаты приемных пунктов 

                      (см. рис.). 

Связь между разностью дальностей и координатами приемных пунктов 

имеет вид: 

             
         

           
 
        

 
              

Уравнение наблюдения в этом случае запишется следующим образом: 

                  

где        – нелинейная функция неизвестных координат ИРИ, заданная 

выражением (8);     – шум (ошибка) измерения разности дальностей. 

Для прогнозируемого значения координат ИРИ         можно опреде-

лить опорное (прогнозируемое) значение разности дальностей по формуле 

(13): 

               
          

            
 
         

 
   

или  
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где              
          

  – дальность от i-го приемного пунк-

та до прогнозируемого местоположения ИРИ; 

             
 
         

 
 – дальность от j-го приемного пункта 

до прогнозируемого местоположения ИРИ. 

Разложение в ряд Тейлора с точностью до линейных членов уравнения 

(13) будет иметь вид: 

                 

             
        

   
 

        

   
        

  
        

   
 

        

   
        

                   

Выражение (14) может быть представлено в виде поправок к прогнози-

руемым значениям и тогда, с учетом ошибок измерения: 

          
        

          

где                     – отклонение измеренной разности дальностей 

от опорного значения;     
      

  – элементы матрицы наблюдений разност-

но-дальномерной системы, представляющие из себя частные производные 

по соответствующим координатам ИРИ, вычисленные в опорной точке 

       ;        – поправки к прогнозируемым значениям координат ИРИ. 

4.2. Линеаризации уравнения наблюдения функциональным преобразо-

ванием измерений. Преобразуем (13) к следующему виду: 

              
 
        

 
          

         
       (15) 

Возведем во вторую степень левую и правую части равенства (15). По-

сле несложных преобразований получаем: 

     
      

     
       

     
   

                                      
                     

Выражение (16) можно представить: 

                                

где       
         – преобразованная ошибка измерения; 

          
      

     
       

     
   – преобразованное разностно-

дальномерное наблюдение; 

               – элементы матрицы наблюдений линеаризованного 

уравнения наблюдения; 
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       – элементы расширенного вектора состояния ИРИ, включающе-

го в себя кроме координат       еще и дальность от j-го приемного пункта 

до ИРИ. 

Более простые выражения можно получить для частного случая разно-

стно-дальномерной системы, когда с j-м приемным пунктом совмещено 

начало координат              . 

Тогда уравнение (14) будет иметь следующий вид: 

     
     

     
                                               

где          – расстояние от начала координат до ИРИ. 
 

Вывод 

Получены линейные уравнения наблюдения (7, 9, 11, 12, 14, 16, 17) для 

угломерной, дальномерной и разностно-дальномерной систем определения 

местоположения, позволяющие применить линейные алгоритмы оценки 

координат ИРИ. 
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