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При оперативном планировании работы логистических цен-

тров актуальной является задача оперативного обеспечения гру-

зоперевозок заданных объемов различных товаров при заданных 

объемах различных моторесурсов. В случае планирования без-

транзитных перевозок критичным является объем имеющихся 

моторесурсов, что в ряде случаев не позволяет выполнить заказы 

в полном объеме. Уменьшить объем невыполненных заказов по-

зволяет использование транзитных перевозок. В статье дана фор-

мальная постановка указанных проблем в виде многоиндексных 

задач линейного программирования. Отмечены частные случаи 

задач, позволяющие использовать для их решения эффективные 

алгоритмы. 
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При оперативном планировании работы логистических центров акту-

альной является задача оперативного обеспечения грузоперевозок задан-

ных объемов различных товаров при заданных объемах различных моторе-

сурсов [1].  

Пусть имеется множество J  логистических центров, множество R ви-

дов товаров, множество K видов транспорта. Будем рассматривать множе-

ство  ( , ) : , ,D i j i j J i j    возможных коммуникаций. Пусть rk  есть 

обобщенный удельный объем, требуемый для перевозки единицы продукта 

r R  на транспорте вида k K , k

ijR  есть допустимый безтранзитный объ-

ем перевозок от центра i J  до центра j J  транспортом вида k K . Та-

ким образом, если 0rk

ijx   равен объему безтранзитных перевозок от центра 

i J  до центра j J  продукта r R  транспортом вида k K , то необхо-

димо выполнение ограничения: 

 , ( , ) , .rk rk k

ij ij

r R

x R i j D k K


     (1) 

Пусть r

ijE  равен объему заказа на перевозку продукта r R  от центра 

i J  до центра j J , т.е. объемы 0rk

ijx   безтранзитных перевозок продута 

r R  должны удовлетворять условию: 
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 , ( , ) ,r r rk

ij ij ij

k K

E e x i j D r R


    , (2) 

где 0r

ije   есть неудовлетворенная часть спроса, так как в общем случае 

при 0r

ije   для всех r R  система ограничений (1)–(2) может оказаться не-

совместной.  

Хотя неудовлетворенная часть текущего спроса может быть удовлетво-

рена в следующий период планирования, предприятие платит неустойку: 

 , ( , )r r

ij ij ij

r R

P c e i j D


  .  (3) 

Изложенное выше показывает возможность планирования безтранзит-

ных перевозок на маршруте ( , )i j D  с помощью решения распредели-

тельной задачи [2, 3] линейного программирования: 

 
,

, ;

min , ; , ( , )

0, 0

rk rk k

ij ij

r R

r r rk r r

ij ij ij ij ij
x e

r R k K

x R k K

c e x e E r R i j D

x e




 

  
 
 

    
 
  
 



  . (4) 

Задача (4) для каждой безтранзитной линии ( , )i j D  имеет R K R   

переменных и K R  ограничений для неотрицательных переменных 

0, 0x e  .  

Если для всех k K  и r R  имеет место равенство: 

 rk

r k   , (5) 

то замена переменных ,rk rk r r

r ij ij r ij ijx y e f    позволяет от задачи (4) перей-

ти к задаче: 

 
,

, ;

min , ; , ( , )

0, 0

k

ijrk

ij

r R k

r r

ij ijr rk r

ij ij ij
y f

r R k Kr r

R
y k K

c E
f y f r R i j D

y f



 



 

 
  

 
 
 

    
 
  
 
  



  . (6) 

Задача (6) известна как транспортная задача в матричной постановке [2, 

4]. Для ее решения известны эффективные алгоритмы [4].  

Уменьшить суммарную величину неустойки: 

 
( , ) ( , )

r r

ij ij ij

i j D i j D r R

P P c e
  

 
   

 
   ,  (7) 
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можно за счет введения транзитных маршрутов. Действительно, опреде-

лим для каждого ( , )i j D  множество: 

  ( , ) : ( , ), ( , )D i j l J i l l j D     (8) 

логистических центров, через которые возможен транзитный маршрут 

( , , ) : ( , ),( , )i l j i l l j D .  

Пусть r

iljz  есть объем продукта r , перенесенный с маршрута ( , )i j  на 

транзитный маршрут ( , , )i l j . В случае возможности транзитных перевозок 

аналогом уравнения (2) баланса между заказом на перевозку r

ijE  и объема-

ми перевозок 0rk

ijx   является уравнение: 

 
: ( , ) ( , )

, ( , ) ,r r r r rk

ij lij ilj ij ij

l i D l j l D i j k K

E z z e x i j D r R
  

        .  (9) 

В (9) объем заказа модифицируется за счет включения в маршрут ( , )i j  

объемов транзита из более удаленных пунктов (первая сумма), и исключе-

ние транзита через менее удаленные пункты (вторая сумма).  

Расширение задачи (4) планирования с учетом возможности транзит-

ных перевозок имеет вид: 

, ,
( , ) : ( , ) ( , )

, , ( , ) ;

min , ( , ) , ;

0, 0, 0

rk rk k

ij ij

r R

r r r r r r rk

ij ij ij lij ilj ij ij
z x e

i j D r R l i D l j l D i j k K

x R k K i j D

c e E z z e x i j D r R

z x e




    

   
 

  
       

  
    



     . (10) 

Задача (10) является многоиндексной транспортной задачей, для ее ре-

шения известны специальные варианты симплекс-метода [2].  

Если для всех k K  и r R  имеет место равенство (5), то замена пере-

менных: 

 , ,rk rk r r r r

r ij ij r ij ij r ij ijx y e f z      , 

позволяет от задачи (10) перейти к задаче: 

, ,
( , ) : ( , ) ( , )

, , ( , ) ;

min , ( , ) , ;

0, 0, 0

k

ijrk

ij

r R k

r r

ij ijr r rk r r

ij ij ij lij ilj
y f

i j D r R k K l i D l j l D i jr r

R
y k K i j D

c E
f f y i j D r R

y f





 
 





    

 
     

 
   

        
  

   
 
  



     . (11) 
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Теорема. Матрица ограничений задачи (11) является матрицей инци-

дентности орграфа G  с множеством вершин: 

    ( ) ( ) ( ), ( ) , ( )K R K RV G V G V G V G K D V G R D     , 

и множеством д г: 

 
    

   

: ( ) ( ) ( ), ( ) ,

( ) ( , ),( , ) : ( , ) , ( , )

KR RR KR

RR

G E G E G E G E G K D R D

E G R i j l j i j D l j D

    

   
.  

Доказательство. Очевидно, что имеется взаимно-однозначное соответ-

ствие между вершинами ( , ) ,i j D k K   орграфа G  и ограничениями 

первой группы задачи (11), а также между вершинами ( , ) ,i j D r R   

орграфа G  и ограничениями второй группы задачи (11). Таким образом, 

установлено взаимно-однозначное соответствие между вершинами графа 

G  и строками матрицы ограничений задачи (11).  

Пусть , , ,i j l J r R  . Ненулевые элементы матрицы ограничений, со-

ответствующие переменным rz , r R ,   – перестановка попарно различ-

ных фиксированных , ,i j l J , приведены в табл.  

Из табл. видно, что при любом r R  и любых попарно различ-

ных , ,i j l J  переменную r

ijlz  можно интерпретировать как поток по  

дуге  , ( , ), ( , ) RRr i l j l E . Таким образом, z -подматрица (содержащая 

только столбцы соответствующие переменным группы z ) матрицы  

задачи (11) является матрицей инцидентности подграфа  ( )RG V G .  

Очевидно, что данный подграф содержит все дуги из множества 
RRE  и 

только их. 

Легко заметить, что y -подматрица является матрицей инцидентности 

суграфа ( )KRH E  орграфа G  для всех дуг из множества дуг 
KRE , не вошед-

шего в подграф  ( )RG V G . По построению орграф G  и его матрица инци-

дентности являются соединением орграфов  ( )RG V G , ( )KRH E и их матриц 

инцидентности соответственно. Теорема доказана. 

Как известно, матрица инцидентности ориентированного графа являет-

ся вполне унимодулярной [5]. Следовательно, задача (11) имеет целочис-

ленное оптимальное решение при целочисленности правой части ее систе-

мы ограничений. В работе [4] изложены эффективные алгоритмы нахож-

дения целочисленного оптимального решения для задач большой размер-

ности.  
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Таблица 

Ненулевые элементы матрицы ограничений 

Ограни-

чения / 

вершины 

Переменные / дуги 

r

lijz  / 

 , ( , ), ( , )r l j i j   

r

iljz  / 

 , ( , ), ( , )r i j l j  

r

ijlz  / 

 , ( , ), ( , )r i l j l  

r

ljiz / 

 , ( , ), ( , )r l i j i  

r

jliz  / 

 , ( , ), ( , )r j i l i  

r

jilz  / 

 , ( , ), ( , )r j l i l  

, ( , )r i j   1 -1     

, ( , )r j i     1 -1  

, ( , )r i l    -1   1 

, ( , )r l i     -1 1  

, ( , )r j l    1   -1 

, ( , )r l j  -1 1     
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УДК 519.237.8:612.1  

МОДЕЛИРОВАНИЕ СПЕКТРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК  
МОРФОМЕТРИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ  

 

А.Н. Пермина, А.С. Бахарева 

 
В статье приведены данные спектрального анализа некоторых 

показателей системы кровообращения спортсменов-лыжников 

разного уровня подготовки. Построена имитационная модель, 

эмулирующая эти показатели, и определены ключевые характе-

ристики спектров. Найдены 95 % границы вариабельности изу-

чаемых показателей. 

Ключевые слова: спектральный анализ, медленноволновые 

колебания параметров кровообращения, распределение Дирихле, 

имитационное моделирование. 

 
Система кровообращения является универсальным индикатором адап-

тации спортсменов к тем или иным условиям тренировок. Вариативность 

показателей системы обусловлена взаимоотношениями функционирования 

кровообращения и динамических реакций регуляторных систем. Важным 

показателем оценки колебательности в системе кровотока является спек-

тральный анализ.  


