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УДК 004.896 + 004.4 

ФОРМАЛИЗМ ВЫПИСЫВАНИЯ СТАТИЧЕСКИХ МОМЕНТОВ 

МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

Д.Н. Тимофеев 

 
Рассматриваются механические системы (МС), состоящие из 

вращательных (ВКП) и поступательных (ПКП) кинематических 

пар (КП). Предлагается формализм выписывания статических 

моментов (СМ) подсистем МС относительно полюсов их корне-

вых тел. Этот формализм положен в основу алгоритма автомати-

ческой генерации (на ЭВМ) СМ и уравнений динамики МС. Рас-

смотрены примеры выписывания СМ реальных МС. 

Ключевые слова: статический момент, механическая система, 

выписывание уравнений, генератор формул, орты осей. 

 

Введение. СМ МС используются в решении задач статики МС. Напри-

мер, для исследования статически устойчивой ходьбы шагающих аппара-

тов (ША) используются СМ ног ША относительно точек их подвеса к кор-

пусу. Выражения СМ составляют основную часть формул вычисления сил 

в КП МС. Поэтому вывод и упрощение СМ является актуальной задачей.  

На основе формализмов ручного выписывания математических моде-

лей МС разрабатываются алгоритмы автоматического (на ЭВМ) вывода 

формул их математических моделей. Для этого, как правило, используются 

системы аналитических вычислений (САВ), например, Maxima, 

Mathematica, Maple. Основной проблемой при использовании САВ в зада-

чах вывода математических моделей МС является упрощение выведенных 

уравнений кинематики, статики и динамики МС, например, поиск и приве-

дение подобных, тригонометрические упрощения, введение обозначений 

для постоянных подвыражений. Здесь предлагаются пути решения этой 

проблемы. Первый шаг на этом пути связан с выводом общих формул ки-

нематики, статики и динамики МС, из которых, как частный случай, путём 

выписывания получаются соответствующие формулы для конкретных МС. 

Здесь используются общие формулы СМ подсистем МС, полученные в 

работах [1, 2] и содержащие в явном виде структурные, геометрические, 

кинематические и статические параметры МС, состоящих из ПКП и ВКП. 

Эти формулы максимально упрощены и позволяют элементарно выписы-

вать СМ конкретных МС. Упрощение выписанных СМ практически не-

возможно. 

В отличие от вывода формул процесс их выписывания не требует  

выполнения сложных математических операций. При выписывании осу-

ществляется конкретизация общих формул путем подстановки значений 
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входных параметров, описывающих конкретную МС. Подробности рас-

смотрим на конкретных типовых МС. 

1. Общие формулы выписывания СМ МС. Введём в обращение сле-

дующие обозначения: moi – обозначение и масса i-го тела; Oi – полюс тела 

moi (ПТ(i)); mi – обозначение и масса i-й подсистемы; im  – СМ подсистемы 

mi относительно точки Oi; Cdi – центр масс (ЦМ) i-го дополненного тела 

(ДТ(i)); Ooi – исходное (до начала движения) относительное положение 

ПТ(i); для ПКП(i) qi = OoiOi ≥ 0 и точка Ooi жестко связана с базой тела moi; 

для ВКП(i) Ooi = Oi и точка Oi выбирается на оси относительного вращения 

тела moi; iq  – орт оси КП(i); Si – множество номеров тел, смежных телу moi; 

rim  – СМ i-го расширенного тела (РТ(i)) относительно точки Oi; N – число 

подвижных тел МС. 

На рис. 1 изображено тело moi, которое является базой для тел mok и moj. 

ЦМ Ci тела moi обозначен крестиком. ДТ(i) получается из тела moi, если в 

точку Ooj мысленно поместить массу mj, а в точку Ook поместить mk. Тогда 

ЦМ сместится в точку Cdi, которая изображена звездочкой. На рис. 1 пока-

заны кинематические орты iq , jq , kq , 1kq , геометрические орты ke , je  и 

статический орт jd . РТ(i) получается из ДТ(i), если массу mk поместить в 

точку Ok. Так как КП(k) поступательная, то положение ЦМ РТ(k) зависит 

от величины qk. В работах [2, 3] получены формулы (1), (2). 

 

 
Рис. 1. Фрагмент КС МС 






iSj
jrii mmm ;            (1) 






iSj
jqjidiri qmdmm ;      (2) 

i = N, N-1, ..., 1; 

iidi dmm  ; di = OiCdi; 

idiii dCOd / ; 

jjqj qmm  ; 0 jojj OOq ; 

jjojj qOOq / . 

  

В формулах (1), (2) используются 2N орт ( iq , id , i = 1, 2, ..., N), где iq  – 

кинематические орты; id  – статические орты. В уравнениях динамики МС 

используются орты ix , iy , iz  осей систем координат (СК), жестко связан-

ных с телом moi. Направления орт id , ix , iy , iz  постоянны в теле moi. 

В МС орты iq  неподвижны как в теле moi, так и в его базе. Таким образом, 

кинематические и статические орты всегда можно разложить по ортам 
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осей связанной СК (ССК). Тогда общие формулы будут содержать 3N 

орт ix , iy , iz , (i = 1, 2, ..., N).    

Перед выписыванием СМ конкретной МС требуется формально опи-

сать эту МС, т.е. создать входную информацию, необходимую для ручного 

или автоматического на ЭВМ выписывания требуемых расчетных формул. 

Рекомендуется описывать конкретную МС по следующей методике. 

Сначала изобразить кинематическую схему (КС), в которой придерживать-

ся таких правил. Тела ВКП изображать в исходном относительном поло-

жении. Максимально совмещать полюса тел и для ПКП их исходные по-

ложения. Абсциссы, ординаты и аппликаты всех ССК в исходном положе-

нии мысленно направлять соответственно вдоль горизонтальной оси xO , 

вертикально вверх yO  и перпендикулярно экрану монитора zO . Затем из 

всех орт iq , id , ix , iy , iz  выделить неколлинеарные орты (НКО).  

Из правил введения ССК следует, что для ПКП(i) 1 ii xx , 1 ii yy , 

1 ii zz . Тогда из этих шести орт в качестве НКО принимаем орты 1ix , 

1iy , 1iz . Для ВКП(i) один из шести орт ix , 1ix , iy , 1iy , iz , 1iz  можно 

выразить через остальные пять. Таким образом, количество НКО уменьша-

ется в зависимости от количества ПКП и ВКП в МС. 

Здесь для конкретных МС составляются списки НКО на основе вход-

ных списков кинематических и статических орт, выраженных через орты 

ССК. Для первой МС приводится подробное описание входной информа-

ции, которое заканчивается составлением таблицы входных параметров и 

списком НКО. 

2. Манипулятор с полярной СК в горизонтальной плоскости (N = 2) 

Размещение ПТ. ПТ(1) размещаем на оси вращения тела mo1. ПТ(2) со-

вмещаем с ЦМ ДТ(2), т.е. O2 = Cd2. Последнее тело манипулятора считает-

ся дополненным, если в нем учитывается масса захвата и груза или техно-

логического инструмента. Исходное положение ПТ(2) и точку отсчета со-

вмещаем с ПТ(1), т.е. O = O1 = Oo2. 

Формирование списка кинематических орт. Из КС на рис. 2 видно, что 

тело mo1 вращается вокруг вертикальной оси, т.е. yq 1 . Тело mo2 может 

двигаться поступательно прямолинейно вдоль оси 1xO . Следовательно, 

12 xq  . Таким образом, список кинематических орт ),(),( 121 xyqqq  . 

Формирование списка статических орт. Массы тел МС на рис. 2 рас-

пределены симметрично относительно осей абсцисс их ССК. Следователь-

но, ЦМ ДТ(1) и ДТ(2) расположены в точках Cd1, Cd2, изображенных на КС 

перекрестием. ДТ(1) получается из тела mo1, если в точку Oo2 поместить 

массу m2. Тогда ЦМ тела mo1 сместится вдоль оси 1xO  ближе к точке O1. 

Эта точка обозначена через Cd1, т.е. 11 xd  . Так как d2 = O2Cd2 и O2 = Cd2, 

получим 02 d . Следовательно, )0,(),( 121 xddd  . 
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Формирование списков НКО осей ССК. Из КС на рис. 2 видно, что оси 

ССК(2) параллельны соответствующим осям ССК(1). Следовательно 

),( 11 xxx  ; ),( yyy  ; ),( 11 zzz  . 

Таким образом, таблица параметров (ТП) МС имеет вид табл. 1. Следо-

вательно, НКО = ( y , 1x , 1z ). 

Из-за использования обратной рекур-

рентной формулы (1) выписывание начи-

наем с концевых тел. Для i = 2 по форму-

лам (1), (2) выпишем 2222 dmmm dr  , так 

как S2 = { } – пустое множество. Здесь в 

первом действии осуществлена подста-

новка значения номера тела в общую 

формулу и развёрнута сумма. Во 2-м дей-

ствии вместо 2d  подставлен НКО.  

 
Рис. 2. КС МС 

Таблица 1 

Параметры (ТП) МС 

i КП q d x y z 

1 ВКП y x1 x1 y z1 

2 ПКП x1 0 x1 y z1 
 

Из табл. 1 имеем 02 d . Следовательно, 02 m . Для i = 1 S1 = {2}, и по-

сле выполнения первых двух действий получим 

12112211211 xmxmqmdmmmm qdqdr  . В 3-м действии выносим об-

щий НКО 1x  за скобки. В 4-м действии вводим обозначение и записываем 

конечный результат 111211 )( xmxmmm rqd  , где 211 qdr mmm  . 

3. МС с цилиндрической СК. Далее этапы формального описания МС 

опускаем, оставляя только КС, ТПМС и НКО на рис. 3. 

После первых трёх действий для i = 3 полу-

чим 03333  dmmm dr . Аналогично 

 3322322 qmdmmmm qdr  

ymxm qd 312  .  11211 dmmmm dr  

ymxmxmymmqm qdqdq 312121222  .  

В формуле 1m  появились подобные слагае-

мые после подстановки формулы 2m . Вынесем 

за скобки НКО, то есть приведем подобные. 

Введём обозначения и запишем конечный ре-

зультат 

121311221 )()( xmymymmxmmm rrqddq  , 

где 311 qdr mmm  , 222 dqr mmm  . 

Таблица 2  

Параметры (ТП) МС 
i КП q d x y z 

1 ВКП y y x1 y z1 

2 ПКП x1 -x1 x1 y z1 

3 ПКП -y 0 x1 y z1 

НКО = ( y , 1x , 1z ) 

 
Рис. 3. КС МС 

Условимся здесь и в дальнейшем слагаемые конечного результата вы-

писывания записывать в порядке следования НКО. 
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4. МС в декартовой СК 
Условимся сумму постоянных величин 

обозначать через mci в порядке их появле-

ния, где i – номер очередной суммы, i = 1, 2, 

... Если величины появляются на одном ша-

ге, то обозначения вводятся согласно поряд-

ку следования НКО. ТП, НКО и КС рас-

сматриваемой МС изображены на рис. 4. 

Здесь и далее текстовые пояснения очевид-

ных действий опущены. 

566666 ymdmmm ddr  .  

 655655 mdmmmm dr  

515655655 )( ymymmymym cdddd  . 

Здесь введено обозначение 

651 ddc mmm  . 

514544544 ymymmdmmmm cddr  . 

 44433433 mqmdmmmm qdr

 51443 ymymymym cdqd  

51443 )( ymymmm cdqd  . 

Введём обозначения 342 ddc mmm  , 

421 qcr mmm  . Тогда 5113 ymymm cr  . 

 ymzmmdmmmm rddr 12322322

51ymc .  22211211 mqmdmmmm qdr  

Таблица 3 

Параметры (ТП) МС 
i КП q d x y z 

1 ПКП x -x x y z 

2 ПКП z -z x y z 

3 ВКП y -y x3 y z3 

4 ПКП -y y x3 y z3 

5 ВКП z3 -y5 x5 y5 z3 

6 ВКП y5 -y5 x6 y5 z6 

НКО = ( x , y , z , 3x , 3z ,  

5x , 5y , 6x , 6z ) 

 
Рис. 4. КС МС 

51211511221 ymzmymxmymymzmzmxm crrdcrdqd  ,  

где 222 dqr mmm  . 

5. Манипулятор в сферической СК. КС МС на рис. 5. 

03333  dmmm dr . 233322322 xmqmdmmmm qqdr  . 

231211211 xmymmdmmmm qddr  . 

 

Таблица 4 

Параметры (ТП) МС 
i КП q d x y z 

1 ВКП y y x1 y z1 

2 ВКП z1 0 x2 y2 z1 

3 ПКП x2 0 x2 y2 z1 

НКО = ( y , 1x , 1z , 2x , 2y ) 

 
Рис. 5. КС МС 
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6. Манипулятор в плоской ангулярной СК. КС МС на рис. 6. 

333333 ymdmmm ddr  . 3322322322 ymxmmdmmmm dddr  . 

33221211211 ymxmymmdmmmm ddddr  . 

 

Таблица 5 

Параметры (ТП) МС 
i КП q d x y z 

1 ВКП y y x1 y z1 

2 ВКП z1 x2 x2 y2 z1 

3 ВКП z1 -y3 x3 y3 z1 

НКО = ( y , 1x , 1z , 2x , 2y , 3x , 3y ) 
 

Рис. 6. КС ноги ША 

 

7. Манипулятор с ангулярной СК. КС МС на рис. 7. 

566666 ymdmmm ddr  . 

 5655655655 ymymmdmmmm dddr  

51565 )( ymymm cdd  ,  

где 651 ddc mmm  . 

5134544544 ymymmdmmmm cddr  . 

 3433433433 ymymmdmmmm dddr  

 51343351 ymymymym cddc  

513251343 )( ymymymymm cccdd  , 

где 432 ddc mmm  . 

 3222322322 ymymmdmmmm cddr  

51ymc .  ymmdmmmm ddr 1211211  

513222 ymymym ccd  . 

8. Двурукий манипулятор. Следующие МС 

имеют древовидную структуру. Поэтому в пер-

вом столбце ТП МС в i-й строке записываем но-

мер базы тела moi. Имя 1-го столбца «i-1» указы-

вает на то, что в этом столбце стоят номера ба-

зовых тел МС. ТП, НКО и КС двурукого мани-

пулятора приведены на рис. 8. 

03333  dmmm dr . 

133322322 xmqmdmmmm qqdr  . 

Учитывая, что S1 = {2, 3}, получим: 

 22211211 mqmdmmmm qdr  

 1321131211 )( xmmmxmxmxm qqdqqd  

Таблица 6 

Параметры (ТП) МС 
i КП q d x y z 

1 ВКП y y x1 y z1 

2 ВКП z1 -y2 x2 y2 z1 

3 ВКП z1 -y3 x3 y3 z1 

4 ВКП y3 y3 x4 y3 z4 

5 ВКП z4 -y5 x5 y5 z4 

6 ВКП y5 -y5 x6 y5 z6 

НКО = ( y , 1x , 1z , 2x , 

2y , 3x , 3y , 4x , 4z ,  

5x , 5y , 6x , 6z ). 
 

 
Рис. 7. КС МС 
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11xmr , где 3211 qqdr mmmm  . 

Отметим, что в выписываемых формулах 

используются обозначения скалярных вели-

чин mdi и mqi, которые приняты в общих фор-

мулах (1), (2), и обозначения mci, mri, вводи-

мые в процессе выписывания.  

Регулярные обозначения mdi, mqi имеют 

четкий и постоянный механический смысл. 

Механический смысл текущих обозначений 

mci, mri зависит от исследуемой МС. 

 

Таблица 7 

Параметры (ТП) МС 

i-1 КП q d x y z 

0 ВКП y x1 x1 y z1 

1 ПКП x1 0 x1 y z1 

1 ПКП x1 0 x1 y z1 

НКО = ( y , 1x , 1z ) 

 

 

Рис. 8. КС МС 

 

9. Четырёхногий ША с ногой в цилиндрической СК. Учитывая регу-

лярную структуру ША и одинаковую КС ног, условимся в ТП указывать 

параметры только первой ноги, т.е. правой передней. 

КС ноги совпадает с КС МС на рис. 3. По-

этому СМ первой ноги 1211 xmymm rr  , где 

33111 qmdmmr  , 22222 dmqmmr  , m3 – масса 

стопы, m2 – масса голени и стопы, m1 – масса 

ноги, d2 = O2Cd2, d1 = O1Cd1. Величины m1, d1, 

m2, d2, m3 для всех ног одинаковы. Поэтому СМ 

i-й ноги относительно точки её подвеса к кор-

пусу вычисляется по формулам: 

1231 )()( xmqmyqmmm dbcn  , 

2562 )()( xmqmyqmmm dbcn  , 

3893 )()( xmqmyqmmm dbcn  , 

4d11b12cn4 x)mqm(y)qmm(m  , 

Таблица 8 

Параметры (ТП) МС 

i КП q d x y z 

1 ВКП y x1 x1 y z1 

2 ПКП x1 -x1 x1 y z1 

3 ПКП -y 0 x1 y z1 

НКО = ( y , 1x , 1z ) 

 
Рис. 9. Корпус четырёхногого 

ША и схема подвеса ног 

где mn = m1d1, mc = m3, mb = m2, md = m2d2, ix  – орт голени i-й ноги. СМ ША 

относительно точки Cd вычисляется по формуле (1) 



4

1i
irc mmm , где по 

формуле (2) 0 dmm dr , так как  ЦМ дополненного корпуса совпадает 

с точкой Cd, т.е. d = 0. Следовательно, 

 256123 )()()()( xmqmyqmmxmqmyqmmm dbcndbcnc  

 41112389 )()()()( xmqmyqmmxmqmyqmm dbcndbcn  
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 251212963 )()()](4[ xmqmxmqmyqqqqmm dbdbcn

41138 )()( xmqmxmqm dbdb  . 

10. Гексапод с ангулярной ногой. Шестиногий ША часто называют 

гексаподом. Рассмотрим такой ША с ногой, КС которой изображена на 

рис. 6. В отличие от схемы размещения ног на рис. 9 для гексапода через 

точку Cd достаточно провести вертикальную прямую, на концах кото-

рой размещаются ноги с номерами тел 7, 8, 9 и 16, 17, 18. В левой задней 

точке подвешена нога с номерами тел 10, 11, 12. В правой задней ноге тела 

имеют номера 13, 14, 15. По аналогии с выводом cm  в предыдущем приме-

ре СМ i-й ноги вычисляется по формуле 111 ymxmymm fdn  , 

222 ymxmymm fdn  ,  333 ymxmymm fdn  , 

444 ymxmymm fdn  , 555 ymxmymm fdn  , 

666 ymxmymm fdn  , где mn = m1d1, md = m2d2, mf = m3d3, ix  – орт 

бедра i-й ноги, iy  – орт голени i-й ноги. СМ ША относительно точки Cd вы-

числяется по формуле: 

 332211 ymxmymymxmymymxmymm fdnfdnfdnc  

665544 ymxmymymxmymymxmym fdnfdnfdn  . 

После приведения подобных окончательно получим: 

)()(5 654321654321 yyyyyymxxxxxxmymm fdnc  . 

В качестве задачи, решение которой подтверждает освоение изложен-

ного материала, рекомендуем выписать формулу вычисления cm  для гек-

сапода на рис. 10. 

 

 
Рис. 10. 3D-модель гексапода 

 
Заключение. В приведённых выше МС результирующие формулы бы-

ли получены путём конкретизации общих формул выписывания. При этом 

выполнялись следующие формальные действия: подстановка значения но-

мера тела в общую формулу, развёртывание сумм, замена статических и 

кинематических орт на НКО, приведение подобных слагаемых при совпа-
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дающих НКО с вынесением общего множителя, введение обозначений для 

сумм скалярных величин. Дальнейшее упрощение полученных формул 

практически невозможно. Этот факт обеспечивает простейший вид урав-

нений динамики МС, так как эти уравнения содержат СМ подсистем МС и 

их производные по времени. 
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