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В настоящее время методы слепого разделения сигналов используются в различ-
ных областях деятельности человека, в том числе в системах беспроводной связи, ра-
диолокации и пеленгации. В статье представлены оригинальный метод и математиче-
ская модель слепого разделения двух вещественных радиосигналов. Слепое разделение
сигналов подразумевает, что никакой информации о радиосигнале, кроме принимае-
мых отсчетов, нет. Решение поставленной задачи основано на двух фундаментальных
предположениях, выполняемых в реальных условиях. Первое предположение состоит
в том, что наблюдаемый сигнал линейно зависит от сигнала источников. Второе пред-
положение заключается в том, что источники радиосигналов являются статистически
независимыми. Общую структуру методов слепого разделения сигналов можно пред-
ставить в виде комбинации контрастной функции и метода ее оптимизации. В ранее
известных способах решение этой задачи слепого разделения сигналов осуществляется
итерационными методами. В качестве критерия разделения радиосигналов выбрано
приведение кумулянтов второго и четвертого порядков выходных сигналов к нулю.
Предложенное аналитическое решение позволяет находить размешивающую матри-
цу W для любых независимых сигналов s1 и s2, кроме тех, у которых кумулянты
четвертого порядка равны нулю. Для таких величин разработанный метод позволяет
только привести их смесь к двум некоррелированным сигналам. В отличие от суще-
ствующих итерационных методов, предложенный метод слепого разделения сигналов
обеспечивает гарантированную сходимость задачи в заданных ограничениях. Для про-
верки работоспособности метода создана модель смешивания и разделения сигналов,
эффективность которой оценена при различных мощностях собственных шумов в ка-
налах приема. В результате моделирования построена зависимость уровня разделения
сигналов от мощности собственных шумов. Продемонстрирована работоспособность
метода при отношении шумов входных сигналов к мощности полезных сигналов менее
0,2 дБ.

Ключевые слова: слепое разделение сигналов; цифровая обработка сигналов; ку-

мулянт; математическое моделирование; уровень разделения сигналов.

Введение

В последнее время методы слепого разделения (СРС) все чаще используются в об-
ласти цифровой обработки сигналов [1,2]. Методы СРС основаны на двух фундамен-
тальных предположениях, выполняемых в реальных условиях. Первое предположе-
ние состоит в том, что наблюдаемый сигнал линейно зависит от сигнала источников.
Второе предположение заключается в том, что источники радиосигналов являются
статистически независимыми. Возможность разделения источников исходя только из
наблюдаемых радиосигналов позволяет существенно снизить систематическую ошиб-
ку, связанную с неверно учтенными свойствами антенной системы.

Классическими трудами по теории методов СРС являются [1,2], в которых приве-
дена постановка задачи СРС и показано, что общую структуру методов СРС можно
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представить в виде комбинации контрастной функции и метода ее оптимизации. Ре-
шение такой задачи осуществляется итерационными методами.

Методы СРС применяются в различных областях деятельности человека. В [3]
методы СРС применяются для слепого разделения результатов функциональной
магнитно-резонансной томографии (ФМРТ) мозга. Работы [4–6] посвящены примене-
нию методов СРС в MIMO-системах. Для разделения сигналов предлагается исполь-
зовать статистики второго и более высокого порядков. В [7] представлено исследова-
ние применения СРС в задачах телемедицины, особенно во время записи медицин-
ских данных. Показано, что применение методов СРС позволяет повысить качество
медицинской помощи. В [8] рассматриваются проблемы применения СРС в задачах
анализа электромагнитных помех.

Применительно к решению задачи слепого разделения радиосигналов методы
СРС можно разделить на две большие группы: методы, использующие на каждом
этапе оценивания вектора весовых коэффициентов отсчеты смеси сигналов (сигналы
с антенной решетки) и методы, базирующиеся на работе только со статистиками сиг-
налов. Основной идеей методов СРС на основе анализа статистик сигнала является
одновременная обработка нескольких (двух или более) кросстатистик, полученных
по значениям принимаемых сигналов [9]. Эти статистики конгруэнтным преобразо-
ванием связаны с соответствующими статистиками для источников радиосигналов,
которые, согласно предположению о независимости источников, диагональны.

Работа [10] посвящена обзору и сравнительному анализу методов СРС в зада-
че распознавания модуляции радиосигналов. Проанализированы алгоритмы слепого
разделения на основе метода анализа независимых компонент (АНК): AMUSE [11],
JADE [12], SOBI [13], EFICA [14]. Показано, что наиболее эффективными из этих
алгоритмов слепого разделения являются алгоритмы SOBI и EFICA, тогда как алго-
ритмы, основанные на статистике высоких порядков (JADE) являются неэффектив-
ными.

В [15] предложен метод слепого разделения сигналов на базе статистик второго
порядка в задаче пространственно-поляризационной селекции. Показано, что предло-
женный метод позволяет эффективно подавлять помехи, имеющих поляризационное
разнесение с информационным сигналом, направление прихода которых близко к
направлению прихода информационного сигнала. При отсутствии поляризационного
разнесения сигналов такой метод не позволяет решать задачу СРС, так как в этом
случае отношение принимаемых сигналов будет одинаковым для любого антенного
элемента вне зависимости от его местонахождения.

В [16] рассматривался метод СРС с использованием кумулянтов [17] третьего по-
рядка. Однако этот метод не работает для случайных величин с нулевыми кумулян-
тами третьего порядка. Например, он не может провести слепое разделение сигналов
с симметричной плотностью распределения вероятности.

В статье рассматривается аналитическое решение, позволяющее осуществлять
слепое разделение двух вещественных статистически независимых сигналов. В от-
личие от существующих итерационных методов СРС, предложенный метод и его ма-
тематическая модель позволяет получать гарантированное решение задачи.
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1. Основные теоретические положения

Пусть s1 и s2 – статистически независимые неизвестные вещественные стацио-
нарные сигналы. Пусть A – канальная матрица смешивания сигналов s1 и s2. Пусть
x1 и x2 – смешанные известные вещественные сигналы, которые представляют собой
линейную комбинацию сигналов s1 и s2:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

;
(
x1

x2

)

=

(
a11 a12
a21 a22

)(
s1
s2

)

.
(1)

Задача состоит в том, чтобы используя только информацию о сигналах x1 и x2,
найти размешивающую матрицу W , такую, чтобы матричное произведение WA пред-
ставляло собой матрицу, которую можно привести к диагональной перестановкой ее
строк. Тем самым сигналы y1 и y2, полученные в результате воздействия размешива-
ющей матрицы W на входные сигналы x1 и x2, будут представлять собой сигналы s1
и s2 с точностью до перестановки.

Так как в рамках поставленной задачи известны только принимаемые сигналы x1

и x2, найти размешивающую матрицу W можно только исследовав статистические
свойства этих сигналов. Поэтому в дальнейшем под x1 и x2 будем понимать два слу-
чайных процесса, зависящих от времени. Также в дальнейшем будем предполагать,
что случайные процессы x1 и x2 являются стационарными, то есть их вероятностные
характеристики неизменны во времени.

Поскольку сигналы x1 и x2 стационарны и известны их значения на всем протяже-
нии наблюдения, то можно оценить их основные статистические характеристики [18].
В работе в качестве используемых статистик сигналов используются кумулянты вто-
рого и четвертого порядков. Кумулянты второго порядка необходимы для приведения
сигналов к некоррелированному виду. Смешанные кумулянты четвертого порядка ис-
пользуются как дополнительный критерий независимости сигналов. В работе не ис-
пользуются кумулянты третьего порядка, поскольку они равны нулю для сигналов с
симметричной плотностью распределения вероятности. Для анализа вероятностных
характеристик смешанных сигналов используется разложение кумулянтной функции
в степенной ряд:

Ψ(v1, v2) =

+∞∑

k1=0

+∞∑

k2=0

ik1+k2

k1!k2!
µk1k2v

k1
1 vk22 , (2)

где i – мнимая единица; µk1k2 – кумулянт порядка k1 и k2.
При этом, если случайные величины являются независимыми, то их совмест-

ную кумулянтную функцию можно представить в виде суммы кумулянтных функций
каждой случайной величины. Отсюда следует, что у независимых случайных величин
смешанные кумулянты равны нулю. Таким образом, задачу слепого разделения двух
вещественных сигналов можно свести к нахождению такой матрицы W , чтобы все
смешанные кумулянты выходных сигналов y1 и y2 были равны нулю. Для того, чтобы
найти размешивающую матрицу W , удовлетворяющую вышеприведенным условиям,
необходимо определить, как зависят кумулянты y1 и y2 от кумулянтов исходных сиг-
налов x1 и x2 и матрицы W . Для этого воспользуемся следующим выражением для
кумулянтной функции смешанных случайных величин:
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ΨY (v1, v2) = ΨAX(v1, v2) = ΨX(a11v1 + a21v2, a12v1 + a22v2) =

=
+∞∑

k1=0

+∞∑

k2=0

ik1+k2

k1!k2!
µX
k1k2

(a11v1+a21v2)
k1(a12v1+a22v2)

k2 =
+∞∑

k1=0

+∞∑

k2=0

ik1+k2

k1!k2!
µY
k1k2

vk11 vk22 ,
(3)

где Y =

(
y1
y2

)

; X =

(
x1

x2

)

; µX
k1k2

– кумулянт порядка k1 и k2 для сигналов x1 и x2;

µY
k1k2

– кумулянт порядка k1 и k2 для сигналов y1 и y2.
Раскладывая соотношение (3) в степенной ряд, получим следующие соотношения

для кумулянтов второго порядка:

µY
20 = a211µ

X
20 + 2a11a12µ

X
11 + a212µ

X
02;

µY
11 = a11a21µ

X
20 + a11a22µ

X
11 + a12a21µ

X
11 + a12a22µ

X
02;

µY
02 = a221µ

X
20 + 2a21a22µ

X
11 + a222µ

X
02.

(4)

В рамках решения задачи слепого разделения сигналов необходимо, чтобы сме-
шанный кумулянт второго порядка был равен нулю:

µY
11 = a11a21µ

X
20 + a11a22µ

X
11 + a12a21µ

X
11 + a12a22µ

X
02 = 0. (5)

Однако если бы были оставлены только эти ограничения, то тогда было бы воз-
можно получение тривиального решения (все элементы матрицы W равны нулю).
Действительно, в этом случае независимо от входных сигналов x1 и x2, выходные
сигналы y1 и y2 в любой момент времени равны нулю, и соответственно равны нулю
их смешанные кумулянты. Для того, чтобы избежать подобного решения, также тре-
буется, чтобы дисперсия выборки сигналов y1 и y2 была равна единице. Тем самым,
тривиальное решение было исключено из множества допустимых решений. Таким об-
разом, решение задачи слепого разделения сигналов должно подчиняться следующим
ограничениям:

µY
20 = a211µ

X
20 + 2a11a12µ

X
11 + a212µ

X
02 = 1;

µY
02 = a221µ

X
20 + 2a21a22µ

X
11 + a222µ

X
02 = 1;

µY
11 = a11a21µ

X
20 + a11a22µ

X
11 + a12a21µ

X
11 + a12a22µ

X
02 = 0.

(6)

Рассмотрим уравнение a211µ
X
20 + 2a11a12µ

X
11 + a212µ

X
02 = 1. Относительно переменной

a11 оно является квадратным:

a211
(
µX
20

)
+ 2a11

(
a12µ

X
11

)
+
(
a212µ

X
02 − 1

)
= 0. (7)

Тогда дискриминант этого уравнения будет равен:

D

4
= µX

20 − a212

(
µX
20µ

X
02 −

(
µX
11

)2
)
. (8)

Для того, чтобы существовали решения уравнения (7), дискриминант D должен
быть неотрицательным:

µX
20 − a212

(
µX
20µ

X
02 −

(
µX
11

)2
)
≥ 0. (9)

Так как µX
20 и µX

20µ
X
02 −

(
µX
11

)2
являются положительными числами, то введя вспо-

могательную переменную t1, выразим переменную a12 следующим образом:

a12 =

√
µX
20

µX
20µ

X
02 − (µX

11)
2 sin(t1). (10)
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Зная вид a12, можно записать вид переменной a11:

a11 =

−a12µ
X
11 ±

√

µX
20 − a212

(
µX
20µ

X
02 − (µX

11)
2
)

µX
20

=

=

−

√
µX

20

µX

20
µX

02
−(µX

11)
2 sin(t1)µ

X
11 ±

√

µX
20 − a212

(
µX
20µ

X
02 − (µX

11)
2
)

µX
20

=

=

√
1

µX
20



cos(t1)−
µX
11√

µX
20µ

X
02 − (µX

11)
2
sin(t1)



 .

(11)

Аналогично получаются выражения для a21 и a22:

a21=

√
1

µX
20



cos(t2)−
µX
11√

µX
20µ

X
02−(µX

11)
2
sin(t2)



 ; a22=

√
µX
20

µX
20µ

X
02−(µX

11)
2 sin(t2), (12)

где t2 – вспомогательная переменная.
Подставив полученные выражения для a11, a12, a21, a22 в уравнение (5) и упростив

его, можно получить, что cos(t1 − t2) = 0.
Подставив t1 = t, cos(t1) = cos(t), sin(t1) = sin(t), cos(t2) = − sin(t), sin(t2) = cos(t)

в (10), (11) и (12) найдем выражения для всех коэффициентов a11, a12, a21, a22 от
одной переменной t:

a11=

√
1

µX
20



cos(t)−
µX
11√

µX
20µ

X
02−(µX

11)
2
sin(t)



 ; a12=

√
µX
20

µX
20µ

X
02−(µX

11)
2 sin(t);

a21=

√
1

µX
20



−sin(t)−
µX
11√

µX
20µ

X
02−(µX

11)
2
cos(t)



 ; a22=

√
µX
20

µX
20µ

X
02−(µX

11)
2 cos(t),

(13)

где t ∈ R. Однако так как величины (13) являются 2π-периодическими, то достаточно
рассматривать любой интервал длины 2π.

Тем самым, решением системы уравнений (6) являются коэффициенты (13) с од-
ной степенью свободы t. Для того, чтобы получить единственное решение системы
уравнений (6), необходимо наложить еще одно ограничение. В качестве такого огра-
ничения выбрано равенство нулю смешанного кумулянта четвертого порядка µY

22:

µY
22(t) = a211(t)a

2
21(t)µ

X
40 + 2a211(t)a21(t)a22(t)µ

X
31 + a211(t)a

2
22(t)µ

X
22+

+2a11(t)a12(t)a
2
21(t)µ

X
31 + 4a11(t)a12(t)a21(t)a22(t)µ

X
22 + 2a11(t)a12(t)a

2
22(t)µ

X
13+

+a212a
2
21µ

X
22 + 2a212(t)a21(t)a22(t)µ

X
13 + a212(t)a

2
22(t)µ

X
04 = 0.

(14)

В работе используется смешанный кумулянт четвертого порядка по следующим
причинам. Смешанных кумулянтов первого порядка не существует. Смешанные ку-
мулянты второго порядка уже были использованы для приведения сигналов к некор-
релированному виду. Смешанные кумулянты нечетных порядков равны нулю для
сигналов с симметричной плотностью вероятности и приводят к тривиальному тож-
деству. Смешанные кумулянты четных порядков выше четырех не представляется
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возможным привести к нулю линейным преобразованием случайных величин анали-
тическими методами. Исследование возможности приведения кумулянтов четвертых
порядков µ13 и µ31 к нулю аналитическими методами не проводилось. Подставив
коэффициенты (13) в уравнение (14), получим уравнение четвертого порядка отно-

сительно x = sin(t)
cos(t)

с асимметричными коэффициентами:

Ax4 +Bx3 + Cx2 −Bx+ A = 0. (15)

Записанное уравнение (15) можно привести к квадратному используя замену
y = x− 1

x
и решить аналитически, не используя итерационных методов. Таким обра-

зом, разработанный метод слепого разделения сигналов позволяет находить разме-
шивающую матрицу W для любых независимых сигналов s1 и s2, кроме тех, у кото-
рых кумулянты четвертого порядка равны нулю. Для таких величин разработанный
метод способен только привести их смесь к двум некоррелированным сигналам.

2. Результаты моделирования

В реальных системах связи помимо полезных сигналов в каналах приемника при-
сутствуют дополнительные помехи [19]. Они ухудшают качество разделения сигна-
лов, так как система уравнений смешивания входных сигналов становится переопре-
деленной. Тем самым реальную модель смешивания сигналов можно представить в
виде линейной комбинации полезных сигналов и аддитивного шума:

(
x1

x2

)

=

(
a11 a12
a21 a22

)(
s1
s2

)

+

(
z
z

)

, (16)

где z – дополнительная помеха.
Для проверки работоспособности разработанного метода слепого разделения сиг-

налов создана математическая модель и проведено компьютерное моделирование. В
ходе моделирования генерировались статистически независимые сигналы, из кото-
рых составлялась линейная смесь сигналов, подаваемая на вход слепого алгоритма
разделения сигналов. Смесь сигналов состояла из суммы линейной комбинации сге-
нерированных независимых сигналов и собственных шумов. В качестве помехи был
выбран гауссовый шум. Для расчета кумулянтов входных сигналов по их отсчетам
были выбраны стандартные смещенные оценки:

µX
20 = m20 −m2

10;µ
X
02 = m02 −m2

01;

µX
11 = m11 −m10m01;

µX
40 = m40 − 3m2

20 − 4m10m30 + 12m2
10m20 − 6m4

10;

µX
31 = m31 − 3m11m20 + 6m2

10m11 −m01m30 + 6m10m01m20 − 6m3
10m01;

µX
22 = m22 − 2m2

11 − 2m10m12 −m20m02 + 2m2
10m02 − 2m01m21+

+8m10m01m11 + 2m2
01m20 − 6m2

10m
2
01;

µX
13 = m13 − 3m11m02 + 6m2

01m11 −m10m03 + 6m01m10m02 − 6m3
01m10;

µX
04 = m04 − 3m2

02 − 4m01m03 + 12m2
01m02 − 6m4

01,

(17)

где mij =
1
N

N∑

n=1

xi
1nx

j
2n; N – объем выборки; xin – n-й отсчет сигнала xi.

В ходе слепого разделения сигналов подбирались такие значения элементов мат-
рицы W , чтобы смешанные кумулянты второго и четвертого порядков выходных
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Зависимость уровня разделения выходных сигналов от отношения мощности
собственных шумов каналов приема к мощности полезных сигналов

сигналов были равны нулю. В качестве критерия разделения сигналов размешиваю-
щая матрица W перемножалась со смешивающей матрицей A, а затем вычислялся
уровень разделения PI произведения WA по следующей формуле [20]:

PI(G) =
1

4

2∑

n=1

(
2∑

m=1

|gnm|
2

max |gnk|
2 − 1

)

+
1

4

2∑

n=1

(
2∑

m=1

|gmn|
2

max |gkn|
2 − 1

)

, (18)

где G = WA; gmn – элемент матрицы G на пересечении строки m и столбца n.
Чем ближе уровень разделения к нулю, тем больше матрица похожа на диаго-

нальную матрицу с учетом перестановок. Меняя мощность собственных шумов по
отношению к мощностям полезных сигналов, на выходе модели разделения сигналов
были получены различные значения уровня разделения. Зависимость уровня разде-
ления сигналов от мощности собственных шумов представлена на рис. По рисунку
можно видеть, что при отношении собственных шумов к мощности полезных сигна-
лов меньше 0 дБ, матрица WA близка к диагональной. При отношении мощности
шума к мощности полезного сигнала, равном примерно 25 дБ, виден резкий перелом
графика. Связано это с тем, что при низком уровне полезных сигналов на фоне по-
мех статистические свойства полезных сигналов несущественны и алгоритм слепого
разделения сигналов перестраивается на разделение других сигналов.

Заключение

В статье изложен новый метод слепого разделения двух вещественных сигналов
с использование смешанных кумулянтов четвертого порядка. Новизна метода заклю-
чается в том, что решение задачи является аналитическим, тогда как ранее известные
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методы являются итерационными и не всегда обеспечивают сходимость. Построена
модель смешивания сигналов, рассчитаны кумулянты выходных сигналов, приведен
критерий разделения сигналов. Также была создана модель разделения сигналов.
В ходе моделирования была построена зависимость уровня разделения сигналов от
мощности собственных шумов. Тем самым продемонстрирована работоспособность
метода при отношении шумов входных сигналов к мощности полезных сигналов ме-
нее 0,2 дБ.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 19-37-90010.
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DEVELOPMENT OF THE TWO REAL SIGNALS BLIND SEPARATION

METHOD USING FOURTH-ORDER CUMULANTS
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Currently, blind signal separation methods are used in various fields of human activity,

including wireless communication systems, radar and direction finding. This paper describes

a method for blindly separating two material radio signals. Blind separation of signals

implies that no information about the radio signal other than the received samples is

unknown. The solution to this problem is based on two fundamental assumptions performed
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in real conditions. The first assumption is that the observed signal linearly depends
on the source signal. The second assumption is that the radio sources are statistically
independent. The general structure of blind source separation methods can be represented
as a combination of a contrast function and a method for its optimization. In known
methods, the solution of the SRS problem is carried out by iterative methods. As a
criterion for the separation of radio signals in this work, we selected the reduction of the
second and fourth order cumulants of the output signals to zero. The proposed analytical
solution makes it possible to find a unmixing matrix W for any independent s1 and s2

signals in addition to those for which the fourth order cumulants are equal to zero. For
such quantities, this method can only bring their mixture to two uncorrelated signals. In
contrast to existing iterative methods, the proposed blind source separation method provides
guaranteed convergence of the problem in given constraints. To test the operability of the
method, a model of mixing and separation of signals was created, the efficiency of the
method was tested at various powers of intrinsic noise in the receiving channels. As a result
of modeling the proposed method, a dependence of the signal separation level on the power
of intrinsic noise was constructed. The efficiency of the method was demonstrated with a
ratio of input signal noise to useful signal power of less than 0,2 dB.

Keywords: blind signal separation; digital signal processing; cumulant; mathematical

modelling; separation level.
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