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Последние годы все больше внимание специалистов привлекают не-

классические уравнения математической физики, это связано как с теоре-

тическим интересом, так  и практическим. Уравнения третьего порядка 

встречаются в различных задачах физики, механики и биологии. Напри-

мер, в теории трансзвуковых течений, распространении плоской волны в 

вязкоупругом твердом теле, прогнозирования и регулирования грунтовых 

вод. 

Исследуется краевая задача для уравнения третьего порядка с эллип-

тико-гиперболическим оператором в главной части. Рассматриваемое 

уравнение составляется из произведения неперестановочных дифференци-

альных операторов, поэтому известные представления общего решения 

введенные А.В. Бицадзе и М.С. Салахитдиновым не применяются. Для изу-

чения уравнения смешанного типа третьего порядка нами применен метод, 

не требующий специального представления общего решения рассматри-

ваемого уравнения. Этот метод обусловливает изучение уравнения эллип-

тико-гиперболического типа второго порядка с неизвестными правыми 

частями, что представляет интерес для решения важных обратных задач 

механики и физики. 

Доказаны теоремы существования и единственности классического 

решения поставленной задачи. Доказательство основано на принципе экс-

тремума для уравнения третьего порядка и на теории сингулярных, фред-

гольмских интегральных уравнений. 

Ключевые слова: локальная задача; уравнения третьего порядка; обратная 

задача; уравнения с неизвестными правыми частями; принцип экстремума, ме-

тод регуляризации; уравнения Фредгольма. 
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Введение. В последние годы все больше внимание специалистов привлекают неклассические 

уравнения математической физики, это связано как с теоретическим интересом, так и практиче-

ским. 

Одним из важных классов неклассических уравнений математической физики является урав-

нение составного и смешанно-составного типа, главные части содержат операторы эллиптиче-

ского,  эллиптико-гиперболического  и параболо-гиперболического типов. Корректные краевые 

задачи для уравнений эллиптико-гиперболического и параболо-гиперболического типов третьего 

порядка, когда главная часть оператора содержит производную по  или , впервые изучены в 

работах A.B. Бицадзе и М.С. Салахитдинова  [1], М.С. Салахитдинова [2], Т.Д. Джураева [3],  

кроме того эти уравнения встречаются в различных задачах механики. Например, распростране-

ние плоской волны в вязкоупругом твердом теле [3]. В этих работах при исследовании краевых 

задач использовано представление общего решения уравнения смешанно-составного типа в виде 

суммы функций. Такое представление имеет важное место  для уравнений, составляемых из про-

изведения перестановочных дифференциальных операторов.  Далее  это направление для различ-

ных уравнений с частными производными третьего порядка развивалось в работах [4–10].  

Настоящая работа посвящена изучению уравнения третьего порядка с эллиптико-

гиперболическим оператором в главной части. Применен метод, не требующий специального 

представления общего решения рассматриваемого уравнения. Этот метод обусловливает  изуче-

ние уравнения эллиптико-гиперболического типа второго порядка с неизвестными правыми час-

тями, что представляет интерес для решения важных обратных задач механики и физики. 
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Доказаны теоремы существования и единственности классического решения поставленной 
задачи. Доказательство основано на принципе экстремума для уравнения третьего порядка  и на 
теории сингулярных, фредгольмских интегральных уравнений. 

 
1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 

, при 0,
0

( ) ( ), при 0,xxy yyy xx yy

xxy yyy              u u              y

a u u b u u y

+ >=  − + − <
                                       (1) 

где a  и b  – действительные числа, причем 2 2 0.a b+ ≠  
Пусть 1D  – конечная однозначная область в плоскости ( , )x y , ограниченная при > 0y  кри-

вой 2 2: 1x yσ + =  с концами в точках ( 1,0), (1,0)A B−  и отрезком { }( , ) : 1 1, 0AB x y x y= − < < = . 

Кривая σ  униформа относительно оси ,y  точка (0, )N h  этой кривой  является единственной 

максимально удаленной от оси x  точкой. Части AN  и BN  дуги σ  униформы отрезка ON  оси 
,y  здесь O  – начало координат. 2D  – область, ограниченная при 0y <  отрезком AB и двумя 

характеристиками : 1, : 1AC x y BC x y+ = − − =  уравнения (1),  выходящими из точки  

( 1,0)A − , (1,0)B   и пересекающимися в точке (0, 1),C −  1 2 .D D D AB= ∪ ∪  

Задача. Найти функцию ( , )u x y  со следующими свойствами: 

1) 1( , ) ( ) ( ) ( 1,2);j ju x y C D C D AB AD BC j∈ ∩ ∪ ∪ ∪ =  2) 2,3
,( , ) ( ), ( )x y j xxy ju x y C D u C D∈ ∈  и 

она в области jD
 
удовлетворяет уравнению (1);  3) на линии изменения типа выполняются усло-

вия склеивания 

0 0
lim ( , ) ( ) lim ( , ) ( ), ( ,0) ,

y y
u x y x u x y x x ABα β

→− →+
= + ∈                         (2) 

0 0
lim ( , ) ( ) lim ( , ) ( ), ( ,0) ;y y

y y
u x y x u x y x x ABγ δ

→− →+
= + ∈                                      (3) 

4) функция ( , )u x y  удовлетворяет граничным условиям 

( , ) | ( , ), ( , )u x y x y x yσ ϕ σ= ∈ ,                                                     (4)   

1
( , ) ( ), 1 0,

AC
u x y x xψ= − ≤ ≤                                                      (5) 

2

( , )
( ), 1 0,

AC

u x y
x x

n
ψ∂ = − ≤ ≤

∂
                                                    (6) 

3

( , )
( ), 0 1,

BC

u x y
x x

n
ψ∂ = ≤ ≤

∂
                                                     (7) 

где 1,3( , ), ( ) ( )jx y x jϕ ψ =  – известные функции, причем   
1 3 2( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ),AB ABx x C C AB x x C C ABα β γ δ∈ ∩ ∈ ∩                          (8) 

1 1( , ) ( , ), ( , ) ( ),x y y x y x y Cϕ ϕ ϕ σ= ∈                                                (9)  

32( 1) (1) 0,ψ ψ′ ′− = =  32(0) (0),ψ ψ′ ′= −  22 3
2(0) (0) (0),b
aψ ψ ψ′′ ′′ ′+ =                         (10) 

[ ] [ ]1 2 2
1 2( ) 1,0 ( 1,0), ( ) 1,0 ( 1,0),x C C x C Cψ ψ∈ − ∩ − ∈ − ∩ −  [ ] 2

3( ) 0,1 (0,1).x C Cψ ∈ ∩     (11) 

 
2. Исследование задачи.  Предположим: 

1 1

2 2

( , ), ( , ) ,
( , )

( , ), ( , ) .

u x y x y D
u x y

u x y x y D

∈
=  ∈

                                                  (12) 

Тогда уравнение (1) можно переписать в виде двух систем 

11 1

1 1 1

( , ) ( , ) ( ),

0, ( , ) ,xx yy

u x y x y x

x y D

υ ω

υ υ

= +
 + = ∈

                                                      (13) 
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22 2

2 2 2

( , ),

0, ( , ) ,

xx yy

y

u u x y

a c x y D

υ
υ υ

− =
 + = ∈

                                                   (14) 

где 2( , )x yυ − произвольная достаточно гладкая функция, а 1( )xω  – произвольная дважды непре-

рывно дифференцируемая функция 

21

22
1

( ), 1 0,
( )

( ), 0 1,

x x
x

x x

ω
ω

ω
− ≤ ≤=  ≤ ≤

                                                 (151) 

причем  

1 1( 1) (1) 0.ω ω′ − = =                                                            (152) 

Нетрудно заметить, что общее решение уравнения    2 2 0,ya cυ υ+ =    имеет вид 

2 2( , ) ( )exp
b

x y x y
a

υ ω  = − 
 

,                                                   (16) 

где 2 21 22( ) ( ) ( )y y yω ω ω= +  – произвольная непрерывная функция. 

Теорема.  Если заданные функции удовлетворяют условиям (8)–(11), то регулярное  решение 
поставленной задачи в области D  существует и  единственно.  

Доказательство теоремы. В силу (16) решение задачи Коши с начальными данными 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, 0 , ,0 , , 0 , ,0 ,yu x x x AB u x x x ABτ ν− = ∈ − = ∈               (17) 

для уравнения (14) в области 2D  представим в виде 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22
1 1 1 ( )

, exp .
2 2 4 2 2

x y x y x y

x y x y

c
u x y x y x y d d d

aξ

ξ η ξ ητ τ ν ξ ξ ξ ω η
+ + −

− −

+ −   =  + + −  + + −       
∫ ∫ ∫  (18) 

Подставляя (18) в (6) и (7), получаем 

2 2 2

1

( , ) 2
2AC y x

u x y u u

n x y =− −

∂ ∂ ∂ = + = ∂ ∂ ∂ 
 

( )2 2 2 2

2 1

1

1 1 1 ( 1 )
1 ( 1) exp ( ),

2 2 22

x
b

d x
a

η ητ ν ω η ψ
+

−

 − + − −    ′= − + − + − =         
∫  

2 2 2

1

( , ) 2
2BC y x

u x y u u

n x y = −

∂ ∂ ∂ = − = ∂ ∂ ∂ 
 

( )
1

2 3
2 1

2 2
1 1 2 1 ( 1 2 )

1 (1) exp ( ),
2 2 22 x

x b x
d x

a

ξ ξω ξ ψτ ν
−

 + − + −    = + + − =         
′ ∫  

или  из последних двух равенств получим 

( )
2 1

21 2
1

2 2
1 1 ( 1 )

exp 2 ( ) 1 ( 1),
2 2 2

x b
d x

a

η ηω η ψ τ ν
+

−

− + − −   − = − − − −      
′∫                    (19) 

( )
1

22 3
2 1

2 2
1 1 ( 1)

exp 2 ( ) 1 (1).
2 2 2

x

b
d x

a

ξ ξω η ψ τ ν
−

+ −   − − = − − +      
′∫                       (20) 

Дифференцируя (19) и (20) по x , находим 

21 2

( 1)
( ) 2 ( )exp , 1 0,

b x
x x x

a
ω ψ + ′= − − ≤ ≤  

                                  (21) 

( )22 3

(1 )
( ) 2 exp , 0 1.

b x
x x x

a
ω ψ − ′= − ≤ ≤  

                                   (22) 

Таким образом, неизвестные функции ( ) ( 1,2)j x jω =  с учетом (151), (16), (21) и  (22)  полно-

стью определяются с помощью условий (6) и (7). 
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Теперь необходимо найти ( , ) ( 1,2)ju x y j =  в области jD , пользуясь оставшимися условиями 

(4), (5) и условиями склеивания (2)  и (3). Для этого найдем функциональные соотношения между 
( )j xτ ′  и ( )j xν . 

Подставляя (18) в  (5), а затем, дифференцируя по x , имеем 

( ) ( )2 2 1
1 1

( ),
2 2

x
x x H xτ ν ψ − ′ ′− = − 

 
                                              (23) 

где 

2

11 ( )
( ) exp .

2 2 2
x

x b x
H x d

a

ξ ξω ξ
− − +   = −      
∫  

Решение уравнения (13) удовлетворяющее граничным условиям  
     ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 11( , ) | ( , ) ( ), , 0 , 1,1 , 0,1yx y x y y x x x yσυ ϕ ω υ ν= − + = ∈ − ∈                    (24) 

в  области  1D    дается  формулой: 

1

0

1

1 1
1

( ( ), ( ); , )
( , ) ( ,0; , ) ( ) ( ) ( ( )) ,

G s s x y
x y G t x y t dt s s ds

nσ

ξ ηυ ν ϕ ω ξ∗

−

∂  = + − ∂∫ ∫                         (25) 

где ( ) ( ( ), ( ))s s sϕ ϕ ξ η∗ =  – известная функция, а 
2

1 2 3

1 1 1
( , ; , ) ln ln

2
G x y

r r r r
ξ η

π ρ
 

= − 
  

 – функции 

Грина для уравнения Лапласа, удовлетворяющая однородному условию (4) и ( )1 , 0 0y xυ + = : 

2 2
0 : 1x yσ + = ,    2 2 2 2 2 2 2 2 2

1( ) ( ) , ( ) ( ) , ,r x y r x y x yξ η ξ η ρ= − + − = − + + = +  

2 2 2 2 2 2
2 3 2 2

( ) ( ) , ( ) ( ) , , .
x y

r x y r x y x yξ η ξ η
ρ ρ

= − + − = − + + = =  

Положив в (25) 0y = , дифференцируя по ,x  получим 
1

1 1 1
1

1 1
( ) ( ) ( )

1

t
x t dt g x

t x xt
τ ν

π −

 ′ ′= − − + − − 
∫ ,  1 1,x− < <                                 (26) 

где 

1 1
( ( ), ( ); ,0)

( ) ( ) ( ( )) ,
G s s x

g x s s ds
nσ

ξ η ϕ ω ξ∗∂  = − ∂∫  

( ) ( )1 1 , 0 .x xτ υ= +                                                                (27) 

В силу (17), (24) и (27) из  (2), (3)  находим 

2 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ,0) ,x x x x x ABτ α τ β= + ∈                                              (28) 

2 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ,0)x x x x x ABν γ ν δ= + ∈ .                                             (29) 
Подставляя (28) и (29) в (23), получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2 2

x x
x t dt x x x x x x H xα τ α τ β γ ν δ ψ

−

− ′ ′ ′ ′ ′+ + − − = − 
 

∫                 (30) 

Исключив 1( )xτ ′  из (26) и (30), получим сингулярное интегральное уравнение относительно 

функции 1( )xν : 

( )
1 1

1 1 1
1 1

1
( ) 1

( ) ( , ) ( ) ( ),
1

P x t
x t dt M x t t dt H x

i t x xt
ν ν ν

π − −

 
− − = + − − 

∫ ∫                          (31) 

где  

( )
( ) ,

( )

x
P x

x

α
γ

=
1

( ) 1
( , )

( ) 1

x
x z

M x t dz
x t z t z

α
π γ

−

′  = − − − − 
∫ , 
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1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) .
( ) 2 2

x
H x H x x x

x
ψ β δ

γ
−  ′ ′= − − − +  

  
 

Сингулярное интегральное уравнение (31) методом регуляризации Карлемана–Векуа [2] эк-
вивалентным образом сведем к интегральному уравнению Фредгольма второго рода относитель-
но 1( )xν , безусловная разрешимость которого следует из леммы: 

Лемма. Если выполнено условие 

[ ]( ) ( ) 0, 1,1 ,x x xα γ > ∀ ∈ −                                                            (32) 

то в области D  решение поставленной задачи  единственно. 
Доказательство леммы. Пусть 1 2 3( ) ( ) ( ) ( , ) 0x x x x yψ ψ ψ ϕ≡ ≡ ≡ ≡ , ( ) ( ) 0,x xβ δ≡ ≡  тогда  из  

(151), (21)  и (22)   находим  [ ]1( ) 0, 1,1x xω = ∈ − . Отсюда в силу  (12)–(14)   поставленная задача 
 

редуцируется в области D  к задаче: 1( , ) | 0,u x y σ =       0 1,y≤ ≤  

( )2 , 0, 1 0,
AC

u x y x= − < <       2( , )
0, 1 0,

AC

u x y
x

n

∂
= − ≤ ≤

∂
      2

( , )
0, 0 1.

BC

u x y
x

n

∂
= < <

∂
 

Из принципа экстремума[11] следует, что решение поставленной задачи при 1( ) 0xψ ≡ ,   
( ) ( ) 0x xβ δ≡ ≡  своего положительного максимума (ПМ)  и отрицательного минимума (ОМ)  в 

замкнутой области 1D  достигает лишь на σ . Действительно, в силу принципа экстремума для 

эллиптических уравнений [11, стр. 25] решение ( , )u x y  уравнения (13) внутри области  1D   не 
может достигать своего ПМ и ОМ. Покажем, что решение ( , )u x y  уравнения (13) не достигает 
своего ПМ (ОМ) на интервалах AB. Предположим обратное. Пусть ( , )u x y  в некоторой точке 

( )0,0E x  интервала AB достигает своего ПМ (ОМ).    Тогда в силу принципа Заремба–Жиро [11]  в  

точке ( )0,0E x  имеем  

1 10 0( ) 0( ( ) 0)x xν ν< < .                                                         (33) 

Далее в силу 1 2 3( ) ( ) ( ) 0x x xψ ψ ψ≡ ≡ ≡ , ( ) ( ) 0x xβ δ≡ ≡   с учетом (12),  (21), (22), (28), (29) и 

(32) из (23) в точке 0( ,0)E x AB∈   ПМ (ОМ)  имеем 0 01( ) ( ) 0x xγ ν > ( )( )0 01( ) 0x xγ ν < .  Это проти-

воречит неравенству  (33). 
Таким образом,  в силу (12) решение ( , )u x y  поставленной задачи   не достигает своего ПМ 

(ОМ) в точке 0( ,0)x AB∈ . 

Следовательно, искомое решение своего ПМ (ОМ) в области 1D  достигает в точках кривой 
.σ  

Отсюда с учетом 1( , ) | 0u x y σ =  имеем 1( , ) 0u x y ≡  в области 1D . В силу единственности реше-

ния задачи Коши в области 2D   для уравнения (14)   получим 2 2( , ) 0, ( , )u x y x y D≡ ∈ .  Следова-

тельно,  из  (12) следует ( , ) 0, ( , ) .u x y x y D≡ ∈   Тем самым решение  поставленной  задачи  
  

единственно. Лемма доказана. 

На основании найденных функций  2( ) ( ) ( ),j ABx C C ABω ∈ ∩  2( ) ( ) ( )j ABx C C ABτ ∈ ∩    и  
 

2( ) ( ),j x C ABν ∈ ( 1,2)j =  решение поставленной задачи строится в области 1D  как решение зада-

чи N  для уравнения (13) (см. (25)), а в области 2D  находится с помощью решения задачи Коши 
для уравнения (14) (см.(18)). Из последнего следует, что поставленная задача  в области  D   од-
нозначно разрешима. Теорема  доказана. 
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In recent years, non-classical equations of mathematical physics have been attracting more and 
more attention of specialists; this is due to both theoretical and practical interest. Third-order equations 
are found in various problems of physics, mechanics, and biology. For example, in the theory of 
transonic flows, the propagation of plane waves in a viscoelastic solid, and the prediction and regulation 
of groundwater. 

One of the important classes of non-classical equations of mathematical physics is the equations of 
composite and mixed-composite type, which the main parts contain operators of elliptic, elliptic-
hyperbolic and parabolic-hyperbolic types. Correct boundary value problems for equations of elliptic-
hyperbolic and parabolic-hyperbolic types of the third order, in case that  the main part of the operator 
contains the derivative with respect to x or y, is first studied by A.B. Bitsadze, M.S. Salakhitdinova and 
T.D. Djuraev, in addition to the fact that these equations are found in various problems of mechanics. 
For example, the propagation of a plane wave in a viscoelastic solid. In these works on the investigation 
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of boundary value problems, a  representation of  general solution of a mixed-composite type equation 
in the form of a sum of functions was used. Such  representation takes place only for equations, which 
are composed of the product of permutable differential operators. 

In this paper, we study  boundary value problem for a third-order equation with an elliptic-
hyperbolic operator in the main part. The equation under consideration is composed of the product of 
non-permutable differential operators, therefore the well-known representations of the general solution 
introduced by A.V. Bitsadze and M.S. Salakhitdinova are not applied. To study the considered  third-
order equation of the mixed type, we applied a method, which  does not require a special representation 
of the general solution of the equation. This method determines the study of an equation of elliptic-
hyperbolic type of the second order with unknown right-hand sides, which is of interest for solving im-
portant inverse problems of mechanics and physics. 

The existence and uniqueness theorems of the classical solution of the problem are proved. The 
proof is based on the extremum principle for a third-order equation and on the theory of singular and 
Fredholm integral equations. 

Keywords: local problem; third-order equations; inverse problem; extremum principle; regulariza-
tion method; Fredholm equations. 
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