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Непрерывные и дискретные разностные уравнения типа Вольтерра 
возникают во многих приложениях. В частности при исследовании моделей 
динамики популяций,  моделировании различных экономических или фи-
зических процессов, в теории управления, медицине. В работе рассматрива-
ется проблема асимптотической устойчивости нулевого решения линейного 
разностного уравнения типа Вольтерра в свертках. Приводятся определе-
ния устойчивости и асимптотической устойчивости нулевого решения ука-
занного уравнения. В статье представлены достаточные условия асимпто-
тической устойчивости линейных разностных уравнений Вольтерра. С по-
мощью метода z-преобразования доказаны соответствующие теоремы. Най-
денные признаки асимптотической устойчивости нулевого решения есть 
ограничения на коэффициенты исходного уравнения, то есть представляют 
некую область устойчивости в пространстве параметров уравнения. Произ-
водится сравнение полученных признаков с некоторыми известными дос-
таточными условиями асимптотической устойчивости конечномерных ли-
нейных разностных уравнений. Главным преимуществом полученных дос-
таточных условий асимптотической устойчивости линейного разностного 
уравнения типа Вольтерра является наглядность этих признаков и просто-
та их применения. Кроме того, признаки такого типа полезны, если коэф-
фициенты уравнения не известны точно. 

Ключевые слова: устойчивость; разностные уравнения; уравнения Воль-
терра. 

 
Рассмотрим линейное разностное уравнение типа Вольтерра  
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где sa R∈ , 0sa ≥   ( )1,2,s = … .  

Начальное условие 0x  однозначно определяет  решение уравнения (1). 
Нулевое решение уравнения (1) называется устойчивым, если  

( )0 00  0   0 nx x n xε δ δ ε∀ > ∃ > ∀ < ⇒∀ > <  

Нулевое решение уравнения (1) называется асимптотически устойчивым, если он устойчиво 
и lim 0n

n
x

→∞
=  для любого решения ( )nx  уравнения (1). 

Уравнение Вольтерра (1) является бесконечномерным аналогом разностного уравнения  
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где sa R∈ , 0sa ≥  ( )1 s k≤ ≤ . 

Для уравнения (2) известны следующие признаки асимптотической устойчивости [1]. 
Теорема 1. Если  0sa ≥  ( )1 s k≤ ≤  и 
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то нулевое решение уравнения (2) асимптотически устойчиво. 
Теорема 1 является многомерным обобщением известного результата Левина и Мэя [2]. 
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Теорема 2. Если  0sa ≥  ( )1 s k≤ ≤  и 
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то нулевое решение уравнения (2) асимптотически устойчиво. 
Признак устойчивости теоремы 1 сильнее признака теоремы 2. Теорема 1 в некотором смыс-

ле не может быть улучшена [1].  
Цель работы – получить аналоги теорем 1 и 2 для разностного уравнения Вольтерра (1). 
Производящей функцией числовой последовательности nx  ( )0n ≥  называется ряд вида 
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где z C∈ . 
Сверткой двух последовательностей nx  и ny  называется последовательность вида 
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Производящая функция  свертки двух последовательностей имеет вид 

( ) ( ) ( )n nZ x y x z y z= ɶ ɶ� . 

Теорема 3. Пусть выполняются условия: 
1) существуют действительные числа 0M >  и ( )0;1q∈  такие, что  для всех n N∈ выполня-

ется n
na Mq≤ ;  

2) все нули функции 
1

( ) 1 n
n

n

g z z a z
∞

=
= − +∑  расположены вне единичной окружности 1z = . 

Тогда нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво. 
Доказательство. Пусть последовательность nx  ( )0n ≥  является решением уравнения (1). 

Значит, 

1 0 1 0x x a x= − , ( )2 1 1 1 2 0x x a x a x= − + , ( )3 2 1 2 2 1 3 0x x a x a x a x= − + + , …  

Умножим обе части первого уравнение на z , второго – на 2z , третьего – на 3z  и так далее. 
Сложим полученные равенства и добавим к обеим частям 0x . Согласно определению произво-
дящей функции (5) получим 
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Обозначим функцию 
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Из условий теоремы следует, что функция ( )g z  является аналитической в круге z R= , ра-

диус которого R  больше единицы. Тогда из (7) следует, что ( )x zɶ  раскладывается в степенной 
ряд по степеням z  с радиусом сходимости больше единицы. Следовательно, уравнение (1) экс-
поненциально, а, значит, и асимптотически устойчиво при любом начальном условии 0x . Теоре-
ма доказана. 

В работе [1] доказаны следующие вспомогательные леммы. 
Лемма 1. Для любого числа ( ]0;ω π∈  существует число m R∈ , такое, что для всякого s N∈  



Комиссарова Д.А. Признаки устойчивости разностных уравнений Вольтерра 
  

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2020, том 12, № 3, С. 29–33 

31 

 

( )

( )sin1
0

1sin sin cos
2 2 1 2 2

m s

m
s

ω
π ω ω

−
+ ≥

 − −  

. (9) 

Лемма 2. Для любого числа s N∈ , такое что всякого s N∈  

( )2sin
2 2 1 2s s

π π>
−

. 

Теорема 4. Пусть выполняются условия: 
1) существуют действительные числа 0M >  и ( )0;1q∈  такие, что  для всех n N∈  выполня-
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na Mq≤ ;  
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Тогда нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво.  
Доказательство. Предположим, что условия теоремы выполняются и существует нуль 0z  

функции ( )g z , такой, что 0 1z ≤ . 

1. Рассмотрим случай 0 1z = . Пусть существует нуль (8) вида 0
iz eω=   [ ]( )0;ω π∈ . Тогда  
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Таким образом, существует [ ]0;ω π∈ , такое, что 
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Из (10) очевидно, что 0ω ≠ . 
Пусть m R∈  определено согласно Лемме 1. 

Умножим (10) на 
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Сложив полученные равенства, получим  
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И окончательно 
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Из (12) и (9) при неотрицательных значениях sa   ( )1,2,s = …  получаем  
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Это противоречит второму условию теоремы. 
2. Рассмотрим случай 0 1z < . Рассмотрим окрестность точки 0z , расположенную целиком 

внутри единичного круга 1z = , и такую, что на ее границе γ  нет нулей функции ( )g z . 

По 1 условию теоремы ряд 
1

s
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a
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∑  сходится. Отсюда следует, что последовательность много-

членов  
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сходится равномерно к функции ( )g z  внутри единичного круга.  

Согласно теореме Гурвица [3] существует натуральное число 0 0( )k k γ= , такое, что для лю-

бого натурального числа 0k k>  число нулей многочлена ( )kP z  внутри кривой γ  равно числу 

нулей функции ( )g z  внутри этой кривой. Значит, существует нуль многочлена ( )kP z , располо-
женный внутри единичного круга. 

С другой стороны, из второго условия теоремы получаем, что при любом k N∈  выполняется  
условие (3). Тогда, согласно теореме 1, уравнение (2) асимптотически устойчиво при любом зна-
чении k N∈ . Отсюда следует, что все корни соответствующего характеристического уравнения 
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расположены внутри единичного круга. Следовательно, все нули многочлена ( )kP z  расположены 

вне единичного круга при любом значении k N∈ . Получили противоречие. 
Таким образом, все нули 0z  функции ( )g z  расположены вне единичного круга. Согласно 

теореме 3 уравнение (1) асимптотически устойчиво. Теорема доказана. 
Из леммы 2 и теоремы 4 получаем следующий результат. 
Теорема 5. Пусть выполняются условия: 
1) существуют действительные числа 0M >  и ( )0;1q∈  такие, что  для всех n N∈ выполня-

ется n
na Mq≤ ;  

2) 
1

0
2s

s

sa
π∞

=
< ≤∑ . 

Тогда нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво. 
Теоремы 4 и 5 являются бесконечномерными аналогами теорем 1 и 2 соответственно. 
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Continuous and discrete Volterra-type difference equations arise in many applications. In particular, 
when studying models of population dynamics, modeling various economic or physical processes, in 
management theory, and medicine. The paper deals with the problem of asymptotic stability of the zero 
solution of a linear difference equation of Volterra type in convolutions. The definitions of stability and 
asymptotic stability of the zero solution of this equation are given. The article presents sufficient condi-
tions for the asymptotic stability of linear Volterra difference equations. The corresponding theorems are 
proved using the z-transform method. The obtained criteria of asymptotic stability of the zero solution 
are restrictions on the coefficients of the original equation, that is, they represent a certain region of sta-
bility in the space of the equation parameters. The obtained criteria are compared with some known suf-
ficient conditions for the asymptotic stability of finite-dimensional linear difference equations. The main 
advantage of the obtained sufficient conditions for asymptotic stability of a linear difference equation of 
Volterra type is the visibility of these criteria and ease of their application. In addition, this type of crite-
ria is useful if the coefficients of the equation are not known exactly. 

Keywords: stability; difference equations; Volterra equations. 
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