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Предложен подход к расчету статически неопределимых рам 

с учетом пластических зон (ПЗ) методом перемещений (МП) с 
использованием диаграммы материала с упрочнением. Приведен 
алгоритм, позволяющий в сейсмостойком каркасе преобразовать 
ПЗ в пластические зоны равного сопротивления (ПЗРС). Введены 
две упрощающие предпосылки, с помощью которых моделирует-
ся напряженно-деформированное состояние в упругопластиче-
ской и пластической зоне. При заданной длине ПЗ записываются 
инкрементальные уравнения МП, устанавливающие связи между 
приращением изгибающих моментов и приращением нагрузки. 
На каждой ступени нагружения определяются длина ПЗ и соот-
ветствующая предельная нагрузка. 
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Учет упругопластических деформаций в строительных конструкциях 

проводится, обычно, в рамках теории предельного равновесия [1]. В науч-
ной литературе понятие ПЗ используется, главным образом, в сейсмостой-
ком строительстве [2–4] при проектировании железобетонных [5, 6] и ме-
таллических [7, 8] конструкций, где эти зоны рассматриваются как зоны 
равного сопротивления [9]. 

В статье [10] предложен новый подход к расчету статически неопреде-
лимых рам МП, основанный на нелинейном деформировании материала по 
диаграмме с упрочнением. Помимо чисто упругой зоны (УЗ), этот подход 
учитывает наличие трех зон: ПЗ; упругопластической зоны (УПЗ), зани-
мающей промежуточное положение между УЗ и ПЗ; зоны усиления (ЗУ), 
расположенной между узлом конструкции и ПЗ с целью исключения пла-
стических деформаций в приузловом участке и обеспечения надежной ра-
боты узла. В соответствии с допущениями, принятыми в [10], жесткость 
УПЗ моделируется величиной kEJ, где коэффициент k  [1; k0], k0 = E0 / E 
(E0 – модуль упрочнения).  

В данной статье принята более совершенная модель жесткости УПЗ. 
В силу квадратичного закона изменения высоты упругого слоя в пределах 

длины d УПЗ: y = f(x1) =  (x1  [0; d]) [11] (рис. 1), модуль упругости 
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Ex участка принимается пропорциональным отношению высоты упругого 
ядра к высоте сечения:  

Ex = E  (x1  [0; d]).           (1) 

 

 
Рис. 1. Пластическая и упругопластическая зоны 

 
Приняты следующие допущения: 
1. Деформирование волокон УПЗ длиной d происходит без упрочнения 

материала с модулем упругости, подчиняющимся зависимости (1). На гра-
ницах УПЗ изгибающие моменты соответствуют предельно-упругому My и 
предельно-пластическому M0 моментам. 

2. Деформирование всех волокон ПЗ длиной lp происходит с постоян-
ным модулем упрочнения E0. 

Стандартные статически неопределимые балки со схемами закрепле-
ния: «заделка – шарнир» и «заделка – заделка» в отличие от классического 
варианта МП рассчитываются на единичные и грузовые воздействия с уче-
том дополнительных параметров. К этим параметрам относятся относи-
тельная длина ПЗ  = lp / l, ее расположение в пролете, модуль упрочнения, 
закон изменения момента инерции сечения в пределах длины ПЗ с целью 
обеспечения ПЗРС и др. Тогда расчетные характеристики кроме известных 
коэффициентов будут содержать безразмерные функции fj(), характери-
зующие нелинейную работу балки. 

Расчет рамы состоит из двух самостоятельных этапов (упругого и пла-
стического). 

Упругий этап расчета: 
 построение эпюры изгибающих моментов M от действия силы F; 
 определение соотношения m = Me / Mmax для опасного сечения с Mmax; 
 построение эпюры Mel = mM и вычисление нагрузки Fe = mF. 

x1 
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Пластический этап предваряет расчет УПЗ. Осуществляется переход от 
предельно-упругой эпюры Mel к эпюре Mp

(0), содержащей в опасном сече-
нии предельный пластический момент M0. Эпюра Mp

(0) строится при lp = 0 
и соответствует нагрузке F0  > Fe. 

Пластический этап расчета выполняется при заданной длине ПЗ lp с 
применением метода последовательных нагружений [12]. Система разре-
шающих уравнений МП в приращениях имеет вид: 

K(i1)dZ(i) + dRF
(i1) = 0,                                       (2) 

dMp
(i) = M (i1) dZ(i) + dMF

(i1),                                (3) 
dZ(i) = [ K(i1)]

1dRF
(i1),           (4) 

где:  K(i1) – матрица жесткости рамы с ПЗ на i–1-й ступени нагружения;  
dRF

(i1) – вектор реакций в основной системе МП, вызванных приращением 
нагрузки; dZ(i) – вектор приращений перемещений. 

M (i1), dMF
(i1)  матрица моментов от единичных воздействий и вектор 

моментов от приращения нагрузки, полученные в основной системе МП. 
Для каждой i-й ступени нагружения dF0 инкрементальные соотношения 

связывают эпюру приращений моментов dMp
(i), с вектором реакций dRF

(i1). 
В каждой i-й итерации строятся: результирующая эпюра моментов, пре-
дельная нагрузка: 

Mp
(i) = Mp

(i–1) + dMp
(i), Fp

(i) = Fp
(i–1) + dF0       (5) 

и длина ПЗ lpi, для которой выполняется проверка условия: 
(lp – lpi)  eps.            (6) 

Пластический этап расчета: 
1. Для 1-й ступени нагружения длина lp1 принимается по эпюре Mp

(1), 
полученной в предположении линейного характера распределения усилий. 
После вычисления относительной длины 1 = lp1 / l и нелинейных функций 
fj(1) формируется матрица жесткости K(1) канонических уравнений 
МП (2). 

2. В i-й ступени из решения системы уравнений (2) находится вектор 
приращений перемещений (4) и строится эпюра приращений моментов (3). 

3. По формулам (5) определяются результирующая эпюра моментов и 
предельная нагрузка. 

4. По результирующей эпюре моментов вычисляются параметры lpi, i, 
fj(i), составляющие основу для следующей ступени нагружения.  

5. Процесс нагружения продолжается до тех пор, пока для найденной 
величины lpi не выполнится условие (6). 

Появление ПЗ создает угрозу проникновения нелинейных деформаций 
в узлы элементов конструкций. Для исключения этого фактора  в концевых 
частях несущих элементов создают ЗУ длиной ul (u – относительная длина 
ЗУ) [9] (рис. 3).  
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На рис. 4 показаны силовые параметры в стандартной балке с опорны-
ми закреплениями «заделка – шарнир» при повороте заделки на единич-
ный угол. Изгибающий момент MA и поперечные силы QA, QB имеют вид  

MA = 1
3 1EI

l f , QB = –QA = 
2 1

3 1EI
fl . 

Безразмерная функция f1(i) получена для случая линейного закона мо-
мента инерции x

i

I xI
b l
  ( x  [bil, vl ] ): 

f1(i) = 
3(1 )v


 + 

0

23 ( )i
i ib v

k

   + mbi
3(6 – 4m + 6


m2) + (bi  vm)3,   (7) 

где  > 1 – коэффициент ЗУ; bi = (v  i), i = lpi / l; m = (1 – 0

yM
M ). 

В случае построения эпюры Mp
(0) функция (7) строится при i = 0. 

 
Подход иллюстрируется примером расчета 2-этажного стального кар-

каса на действие горизонтальных сил, моделирующих сейсмическое воз-
действие. Расчетная схема рамы показана на рис. 5. 

Приняты следующие исходные данные каркаса: 
  материал рамы – сталь С345; 
  нагрузки и размеры F1 = –0,3F, F2 = F; l = 300 см, h1 = 1,9l, h2 = 1,6l; 
  ригель нижнего этажа – сварной двутавр h = 26 см (полка – лист 

0,6 х 8,5 см; стенка – лист 0,5 х 24,8 см: I = 2281 см4; W = 175.5 см3;  
W0 = 1,16W); 

  ригель верхнего этажа и стойки – сдвоенные швеллеры № 20; 
  ПЗРС проектируются при u = 0,05;  = 1,5; E = 2,1105 МПа;  

E0 = 647,33 МПа. 
Коэффициенты и свободные члены системы уравнений (2) на i-й ступе-

ни нагружения имеют вид:  
r11 = (6,121 + 3 1

1f ) EI
l

,  r12 = 1,661 EI
l

,  r13 = 0,906
2

EI
l

,  r14 = –3,115
2

EI
l

, 

Рис. 3. ПЗ в ригеле сейсмостойкого 

ul lp 

u + v = 1,     = lp / l 
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r22 = 7,31 EI
l , r23 = –r24 = –r14, r33 = 6,219 2

EI
l

, r34 = –3,894 3
EI
l

, r44 = –r34; 
R1dF = R2dF = 0, R3dF = –0,15dF, R4dF = 0,5dF. 

Для длины ПЗ lp = 2 см напряжения в узле 1-го этажа равны: 3 = 282,8 
(295,4) < т = 345 МПа; напряжения 1 = 2 = т. В скобках даны напряже-
ния для длины lp = 14 см. 

На рис. 6 показана кривая предельных нагрузок (красный цвет) в зави-
симости от длин ПЗРС, полученных для квадратичного закона изменения 
модуля упругости на участке УПЗ с использованием формулы (1). 
 

Для сравнения дана кривая предельных нагрузок (синий цвет), построен-
ных в соответствии с алгоритмом [10] в предположении идеальной упругой 
работы УПЗ при k = 1. Отличие предельных нагрузок составляет 1,5 % (для 
lp = 2 см) и 1,4 % (для lp = 14 см). Разрушающая нагрузка по методу пре-
дельного равновесия составила P0 = 72,18 кН (горизонтальная прямая). 

Выводы  
1. Предложенный алгоритм упругопластического расчета статически 

неопределимых рам МП позволяет для заданной длины ПЗРС: 
  давать реальную оценку величине предельной нагрузки; 
  создавать более экономичные и надежные конструкции. 
2. В приложениях метод может быть рекомендован при проектировании 

строительных конструкций в сейсмических районах. 
3. В практических расчетах сейсмостойких каркасах пластические де-

формации в области УПЗ можно игнорировать. 
4. Предложенный метод может быть использована в учебном процессе 

при изучении дисциплины «Нелинейные задачи строительной механики». 
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