
Наука ЮУрГУ: материалы 67-й научной конференции 

Секции технических наук 

1716 

УДК 004.896 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ТРЕХСТЕПЕННОГО МАНИПУЛЯТОРА 

 

А.И. Телегин, Д.И. Читалов 

 
Выведены уравнения динамики (УД) и формулы вычисления 

динамических реакций в шарнирах рассматриваемой системы 

твёрдых тел (СТТ).  
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Исследуемая СТТ состоит из двух тел. Первое названо направляющей, 

второе – штангой. Самостоятельно эта СТТ реализуется, например, в ма-

нипуляторах со сферической системой координат (СК) и осуществляет пе-

реносное движение рабочего органа (краскораспылителя, горелки свароч-

ного аппарата, инструмента) или захвата. Для реализации ориентирующих 

движений захвата на свободном конце штанги (в точке   ) достаточно 

смонтировать управляемые механизмы ориентации захвата. Вторая часть 

названия статьи отражает общепринятую классификацию координат точки 

в пространстве. В нашем случае координаты конца штанги являются сфе-

рическими в СК, жестко связанной со станиной СТТ (с землей). Эти коор-

динаты приняты в качестве обобщенных координатах СТТ.  

Для вывода расчётных формул используется утверждение 8 статьи [1] 

сформулированное для системы N твердых тел со структурой одной от-

крытой ветви. Согласно этому утверждению сила    и момент силы    (от-

носительно полюса    i-го тела), действующие на i-е тело со стороны 

предшествующего тела, вычисляются по формулам: 

        
 
        ,                                            (1) 

           
 
                                            

  
   ,  (2) 

где    – ускорение свободного падения;     – абсолютная угловая скорость j-

го тела;        – скорость поступательного движения (j+1)-го тела относи-

тельно j-го (предшествующего) тела; О – начало СК О      , жестко связан-

ной с землей;        
 
   ;     – масса j-го тела;     – матрица инерции j-й 

подсистемы относительно точки   , вычисляемая по формуле: 

                                               .             (3) 
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В формуле (3) используется операция ” ” над векторами, в результате 
которой получается матрица. Если          – координаты вектора    в за-

данной СК,          – координаты вектора    в этой же СК, то в этой СК: 

       

                   
                   
                   

  .                   (4) 

В формулах (1)–(3) используется тензор инерции j-го тела     относи-

тельно точки    и статический момент     i-й подсистемы относительно 

точки   , который согласно утверждению 2 статьи [3] можно вычислять по 

следующей обратной рекуррентной формуле: 

                            ,                              (5) 

где    – центр масс i-го тела. 

Формулы (1)–(5) являются частным случаем формул (12), (24)–(27) статьи 

[1], которые доказаны в этой статье. Здесь эти формулы использованы для 

вывода математических моделей СТТ со структурой одной открытой вет-

ви. В этом, в частности, состоит методическая ценность настоящей статьи. 

Кинематическая схема исследуемой СТТ изображена на рис., где при-

няты следующие обозначения: OXYZ – СК, жестко связанная с землей,  

с ортами          осей OX, OY, OZ соответственно, где ось OZ вертикальна, 

т.е.        ;    – полюс 1-го тела (направляющей), лежащий в центре ша-

рового с пальцем шарнира, связывающего землю (станину) с направляю-

щей, т.е. O=  ;    – полюс 2-го тела (штанги) совпадающий с его центром 

масс   ;    – угол поворота направляющей вокруг оси OZ, откладываемый 

(в положительную сторону) от оси OX до проекции     вектора     на 

координатную плоскость OXY;    – угол наклона (отклонения от вертика-

ли) штанги, т.е. угол поворота штанги вокруг оси О  , где орт    перпенди-

кулярен проекции     и лежит в горизонтальной плоскости OXY. Угол    

откладывается (в положительном направлении, т.е. против хода стрелки 

часов, если смотреть навстречу орту   ) от оси OZ до орта оси штанги  , где 

   =          ;   = ОС2 – расстояние от точки отсчета О до центра масс 

штанги С2 (здесь считается, что С2 лежит на прямой     ;     – положение 

точки    при     , т.е.       ;    =           – орт проекции штанги 

на координатную плоскость OXY;    – орт перпендикулярный ортам    и    и 

направленный так, что O       – правый репер.  

Направляющая и штанга образуют поступательную кинематическую 

пару. Очевидно, что          – обобщённые координаты рассматриваемой 

СТТ. Репер О       жестко связан с направляющей и при   =0,   =0 реперы 

О       и O       совпадают.   
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Введём следующие обозначения:        – масса штанги; 

           – масса СТТ;   =О  ;    – центр масс направляющей; 

                       
  – момент инерции направляющей относительно 

оси     ;    
 

 – момент инерции направляющей относительно оси     ;    
  – 

момент инерции штанги относительно оси     ;    
 

 – момент инерции 

штанги относительно оси     ;    – сила динамической реакции дейст-

вующей на направляющую в точке    со стороны Земли;    – момент си-

лы относительно точки   , действующей на направляющую со стороны 

Земли;    – сила, действующая на штангу со стороны направляющей;    – 

момент силы относительно точки   , действующий на штангу со стороны 

направляющей. 

 

 

Кинематическая и расчетная схемы СТТ 

 

Очевидно, что F =      – движущая сила штанги, развиваемая приво-

дом штанги относительно направляющей;         – движущий момент 

силы относительно оси OZ, развиваемый приводом поворота направляю-

щей вокруг вертикальной оси;         – движущий момент силы отно-

сительно оси     , развиваемый приводом поворота направляющей в вер-
тикальной плоскости. Если направляющая не имеет привода, то      
      

В следующем утверждении приведён векторный вид искомых расчёт-

ных формул. 

Утверждение 1. Справедливы следующие расчетные формулы: 

    =                       
 ,                                 (6) 

             
          

 ,                       (7) 

                                       
 ,                       (8) 

         
            

          
 
         

 
,          (9) 

где         ,   =   
     

 ,    =   
 
    

 
, G=             , 

          
 . 
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Доказательство. Учитывая, что О=   по формуле (1) для i=1 получим 

             . Учитывая, что второе тело концевое и       по фор-

муле (5) для i=2 получим                Следовательно из (5) для i=1 

с учётом равенств     =    ,     =     получим: 

                                 .                (10) 

Отсюда с учетом равенства         и обозначения          следует 
искомая формула (6). Формула (1) для i=2 принимает искомый вид (7) если 

учесть, что    =0,          и        . 
Учитывая, что    =0 и N=2 по формуле (2) для i=2 получим  

              
 . Очевидно, что            – абсолютная угловая ско-

рость вращения направляющей и штанги.  

Из описания рассматриваемой СТТ и рис. следует               ,      

         +     , т.е. в репер         , 

                          = (                          .             (11) 

Учитывая, что второе тело концевое и       по формуле (3) получим 

        – центральный тензор инерции штанги. Если в репере          же-
стко связанным со штангой масса штанги распределена так, что: 

     

   
   

    
  

     
 
 ,                                        (12) 

то с учетом формулы (11), получим            
            

          
 
       . 

Отсюда следует искомая формула (9). 

Учитывая, что О=   и    =0 по формуле (2) для i=1 получим: 

                                         
 
. 

По определению    =     . Тогда с учетом равенства     =     получим: 

                    = 0. 

Следовательно с учетом равенств            получим: 

                           
 .                           (13) 

Учитывая, что       по формуле (3) для j=2, i=1 получим        . 

С учетом равенств       ,      ,     =     по формуле (3) для j=i=1 
получим: 

                            
      ,                (14) 

где     – тензор инерции направляющей относительно точки   . Пусть 

в репере          масса направляющий распределена так, что: 

     

   
   

    
  

     
 
 . 
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В репере          имеем   =(0,0,1). Тогда по формуле (4) с учетом (12), 

(14) и обозначений   =    
     

 ,    =    
 
    

 
 в репере          получим: 

                
            

       
   

        
  

    

   

Отсюда в репере          получим: 

                                         
   

=          
                  

                 .             (15) 

Учитывая (10) и формулы        ,                            , 

получим                                              . 

Отсюда по формуле (13) с учетом (15) и введённых обозначений   ,  

G получим искомую формулу (8). Утверждение доказано. 

Из (6)–(9) можно получить формулы для вычисления следующих вели-

чин:   
    

 
   

  – проекции вектора     на оси OX, OY, OZ, соответственно; 

  
    

 
   

  – проекции вектора     на оси OX, OY, OZ соответственно;   
 
, 

  
  – проекции вектора     на оси О   , О   , соответственно; F – проекция 

вектора     на ось     , т.е. движущая сила штанги;   
 
   

    
 
 – проекции 

вектора     на оси     ,     ,     , соответственно. 

Заметим, что   
           – вращающий момент силы направ-

ляющей относительно оси OZ,          – проекция вектора     на ось 

    , т.е. вращающий момент силы направляющей вокруг оси     . Следо-
вательно, формулы вычисления         F составляют систему трех УД 

рассматриваемой СТТ. Остальные расчетные формулы можно использо-

вать для вычисления сил и моментов сил динамических реакций, которые 

действуют на направляющую со стороны стойки и на штангу со стороны 

направляющей. Эти реакции необходимы, например, для расчёта шарнир-

ных узлов (правильного выбора подшипников, подшипниковых опор и их 

баз), и других элементов конструкции, имеющей расчетную схему на рис. 

Скалярный вид искомых расчетных формул представлен в утверждени-

ях 2, 3. 

Утверждение 2. УД манипулятора со сферической СК представимы  

в следующем виде:  

     
           

      
    ,                                  (16) 

                        
                          

      ,    (17) 

       
          

   
     

          

   
   

        

   
         ,     (18) 

где    =        =           
 . 

Доказательство. Из рис. видно, что:   

                                                ,                  
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                               .                   (19) 

Подставим разложения (19) в (8). Тогда получим: 

                                                        

                                
 = 

                                         
 
     

                                    
 
        

         
      

 
  . 

Отсюда с учётом обозначения   =        получим: 

                               
    +                       

     + 

+      
         

      
 
  .                                  (20) 

Из (20) получим искомые уравнения (16), (17) так как: 

   =       ,                            . 

С учетом разложения                       из (7) получим: 

                      
        

   
            

                          

   
. 

Отсюда с учетом равенств                            получим 

искомое уравнение (18). Утверждение доказано.  

Замечание 1. Из УД (16) следует первый интеграл: 

     
          

    
              

 

  
.                (21) 

Утверждение 3. Динамические реакции в сочленениях манипулятора 

со сферической СК вычисляются по формулам:  

  
  

                 

   
,   

 
 

                 

   
,   

      
               

   
, (22) 

  
                        

     ,   
 
                       

 
    , (23) 

  
 
        

          

   
     

          

   
   

        

   
     ,          (24) 

  
       

          

   
   

          

   
 ,                             (25) 

  
 
                     

        
   

          
                    

          
   

        
 
  
      

 
,        (26) 

  
                    

        
        

                    
 ,    (27) 

  
 
                     

        
   

          
                    

  +       
   

        
 
  
      

 
,       (28) 

где    =    
 
    

 . 

Доказательство. По определению: 

  
        ,      

 
       ,      

        . 
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Следовательно учитывая равенства                            из 

(6) получим искомые формулы (22). 

Учитывая формулы: 

  
        ,    

 
       ,        = cos(    +         ,       = cos     , 

из выражения (20) получим искомые формулы (23). 

По формуле (7) с учетом (19) и                      , получим: 

  
 
                     

        

   
  

                               
                         

   
 . 

Отсюда следует искомая формула (24). Аналогично: 

  
                      

        

   
               

                         

   
. 

Отсюда следует искомая формула (25). 

По формуле (9) с учетом (19) получим: 

          
                               

                 

+    
 
                           

  = 

      
              

          
 
           

 
    

       
              

          
 
           

 
    +     

   
        

 
  
      

 
  . 

Отсюда с учётом обозначений    =   
 
    

 ,   =   
 
    

  получим: 

         
                    

     

      
                    

     +     
 
  
        

   
      

 
  .          (29) 

Из (29) и равенства   
 
                                следует 

искомая формула (26). Из равенства   
                        следует 

искомая формула (27). Из равенства   
 
                            

    следует формула (28). Утверждение доказано. 

Вычислив производные по t в левых частях УД (16), (17), (18), получим 

формулы вычисления обобщенных движущих сил         для заданных 

программных законов изменения обобщённых координат            Эти 

формулы составляют УД рассматриваемой СТТ и позволяют решать раз-

личные задачи динамики и управления.  

Утверждение 4. УД манипулятора со сферической СК представимы 

в следующем виде: 

 

     
      

                                   

               
                  

           
    

       
          

              (30) 
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Доказательство. Из (16) после вычисления производной по t получим: 

        
      

                                   2         
    . 

Отсюда с учетом обозначения    =      следует первое уравнение сис-
темы (30). Из (17) получим: 

     (                   ) +                       ) + 

+   [                                                 + 

+   [                                                  + 

+   (                     ) +                         ) + G. 

Отсюда после элементарных преобразований и учета равенств   
    

   , 

                   получим второе уравнение системы (30). Вычис-

лим производные по t трёх выражений в левой части уравнений (18). 
Для первого выражения получим: 

          
  =                                

 =      , 

где                                , 

  =    (                              + 

+                                                         

=           
     

                            +            . 

Аналогично для второго выражения получим: 

          
  =                               

 =      , 

где                               , 

   =    (                             + 

+                                                        

=           
     

                            +            . 

Для третьего выражения получим: 

        
  =                 

 =      , 

где               ,    =         
  −          . 

По формуле (18) с учетом найденных выражений получим: 

F⁄  − g                                              
  + 

       
        + (  

        
                 (  

   
    

   
    

      + 

+                
     

                                           

                
     

                                           

           
                   

      
    

     
      

 . 

Отсюда следует третье уравнение системы (30). Утверждение доказано. 
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