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В статье рассматривается трехмерная динамическая модель 

движения в атмосфере изделия с переменными массо-центро-

вочными характеристиками. Управление угловым и поступатель-

ным движением осуществляется с помощью изменения положе-

ния центра масс изделия в поперечной плоскости. Итогом работы 

является программное средство, позволяющее моделировать 

движение изделия в атмосфере при различных стратегиях его по-

ведения. 

Ключевые слова: изменение положения центра масс изделия 

в поперечной плоскости. 

 

При движении изделия в атмосфере одним из возможных способов соз-

дания управляющих усилий является способ, основанный на изменении 

положения центра масс изделия в плоскости, перпендикулярной его про-

дольной оси. Такое измененное положение центра масс приводит к появ-

лению аэродинамического момента, вызывающего переориентацию изде-

лия в новое угловое положение. При таком способе управления существует 

ряд проблем, требующих углубленного изучения. В общем случае измене-

ние положения центра масс может производиться по двум поперечным 

осям одновременно. Это приводит к сильным возмущениям по каналу кре-

на и возможной потере устойчивости. Природа такого возмущения описа-

на, например, в [1]. Движение изделия оказывается пространственным, по-

этому возникают существенные перемещения и по дальности, и по боко-

вой дальности. Для описания, такого взаимозависимого углового и про-

странственного движения была разработана трехмерная модель движения 

в атмосфере изделия с центром масс, имеющим возможность перемещения 

в поперечной плоскости. Основные положения этой модели описаны ниже. 

Интегрирование движения центра масс ведется в инерциальной геоцен-

трической системе координат в предположении, что Земля имеет форму 

шара. Гравитационное поле предполагается центральным. Тогда уравнения 

движения центра масс имеют вид [3]:  

   
     

   
    

  

  
 +

   

 
                   (1) 

где    – радиус-вектор центра масс ЛА,     – аэродинамическая сила, дейст-

вующая н а ЛА,    – его масса,   = 398600 м
3
/с

2
. Начальные условия фор-

мируются на любой долготе, широте и по любому пеленгу.  
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При формировании начальных условий на момент входа в атмосферу 

учитывается вращение Земли. В частности, учитывается переносная ско-

рость вращения Земли на широте старта и связанные с этим изменения 

скоростного напора, углов атаки и скольжения. 

Для перевода параметров движения из инерциальной системы коорди-

нат в связанную систему координат и обратно вычисляются соответст-

вующие матрица перехода.  

Матрица перехода из инерциальной геоцентрической системы коорди-

нат в инерциальную стартовую систему координат      : 

                                

где  ,   – углы широты и долготы точки старта,   – пеленг стрельбы,   – 

знак транспонирования. Обозначение        обозначает матрицу поворота 
вокруг n-й оси на угол  .  

Матрица перехода из инерциальной стартовой системы координат 

в связанную систему координат       : 

                            

где φ, ψ, ϑ – углы крена, рыскания и тангажа, или углы Эйлера-Крылова. 

Матрица перехода из инерциальной геоцентрической системы коорди-

нат в связанную систему координат     : 

               . 

Параметры атмосферы задаются в виде таблицы Международной стан-

дартной атмосферы [4]         и используются для вычисления величин 
скоростного напора и связанных с ним аэродинамических сил и моментов. 

Угловое движение описывается уравнениями вида [5]: 

                                   

                                                 (2) 

                             

где              – главные моменты инерции относительно центра масс ЛА, 

   ,    ,     – угловые скорости вращения вокруг осей х, у, z, соответст-

венно,    – момент, создаваемый действием аэродинамической силы от-

носительно центра масс ЛА: 

  
                    , 

где         
   

 
,         

  
   

 
          

 
 
   

 
 – компоненты аэро-

динамической силы,   ,   
 ,   

 
 – аэродинамические коэффициенты,   – 

угол атаки, т.е. угол между вектором скорости и плоскостью X1OZ1,   – 

угол скольжения, т.е. угол между вектором скорости и плоскостью X1OY1 
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связанной с ЛА системы координат,     - радиус точки приложения аэроди-

намической силы,     – радиус центра масс ЛА, имеющий компоненты 

         .       – момент, создаваемый управляющими двигателями.  

Угловые координаты, задающие положение объекта в пространстве, 

могут быть вычислены двумя путями. Первый путь состоит в том, чтобы 

выразить производные этих углов через угловые скорости и их интегриро-

вать. В этом случае производные углов Эйлера-Крылова могут быть выра-

жены следующим образом [3]: 

     

  

  

  
         

   

   

   

          (3) 

где       – матрица перехода из связанной системы координат в стартовую 

систему координат. Второй путь состоит в том, чтобы интегрировать на-

правляющие косинусы, содержащиеся в матрице      , а потом из элемен-
тов матрицы вычислять углы Эйлера-Крылова. В таком случае уравнения 

для интегрирования направляющих косинусов имеют вид: 

       
                        (4) 

где         (k = 1,2,3) – вектор столбец матрицы перехода      . В каждом слу-
чае есть свои достоинства и недостатки. Первый путь, заключающийся 

в интегрировании системы уравнений (4), оказывается предпочтительнее 

по двум обстоятельствам: можно интегрировать углы в широком диапазо-

не их изменения, в том числе и по модулю больше 180 градусов; не возни-

кает сингулярностей, т.е. ситуаций, в которых приходится делить на бес-

конечно малое число. Интегрирование направляющих косинусов по фор-

муле (5) имеет преимущество, связанное с тем, что перед вычислением уг-

лов элементы матрицы можно нормировать, повышая тем самым точность 

вычислений. Однако, разрывность значений углов при переходе через зна-

чение 180 градусов делает второй путь менее ценным. 

Углы атаки   и скольжения   вычисляются по формулам:  

             
   

   
           (5) 

         
   
   

   

где             – координаты вектора скорости в связанной системе коор-

динат. Данные формулы дают возможность вычислять углы атаки и 

скольжения в диапазоне ±90º, что вполне достаточно, т.к. вряд ли будет 

расчетным даже случай достижения этими углами хотя бы половины ука-

занного диапазона. 
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Управление угловым движением, как известно, разделяется на две под-

задачи: 

– построение программного углового движения, т.е. задание программ-

ных значений углов крена φпр, рыскания ψпр, тангажа ϑпр, а также про-

граммных угловых скоростей      ,      ,      в зависимости от времени; 

– стабилизация относительно выбранного программного движения, ко-

торая осуществляется в отклонениях относительно связанных осей: Δφсв, 

Δψсв, Δϑсв. Указанные отклонения вычисляются через соотношения: 

Δφ = φ - φпр, 

Δψ = ψ - ψпр,        (6) 

Δϑ = ϑ - ϑпр. 

Для этого используется матрица перехода      . Формула пересчета 
имеет вид: 

     

    

    

    

         
  
  
  

            (7) 

Отклонения относительно программных угловых скоростей имеют вид: 

Δ   =          , 

Δ   =          ,                      (8) 

Δ   =            

Массо-центровочные и моментные характеристики были взяты для ги-

потетического объекта конической формы высотой 1,3 м и диаметром ос-

нования 0,35 м. Масса объекта принята равной 200 кг. Моменты инер-

ции вычислены, исходя из предположения, что масса объекта равномерно 

распределена по объему конуса. При таком условии момент инерции 

    
 

  
     , а поперечные моменты инерции           

 

  
     

 
 

  
     

 

  
    . В последней формуле учтено, что центр масс ко-

нуса расположен на расстоянии 
 

 
  от основания, и в связи с этим момен-

ты инерции пересчитываются в соответствии с теоремой Гюйгенса [6].  

Центр давления предполагался расположенным за центром масс объекта 

на расстоянии 0,01 H от него. Для острого конуса считаем что        , 

а   
     

 
   в соответствии с [7]. 

С целью сравнения описанной выше математической модели с упро-

щенной плоской моделью движения изделия [2] проведены расчеты спуска 

изделия в атмосфере на балансировочных углах атаки при равных началь-

ных условиях. Для этого в расширенной модели был проведен расчет 

с широтой и долготой старта, равными нулю и пеленгом стрельбы, равным 

90º. Угловая скорость вращения Земли также была равна 0. Аэродинамиче-
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ское качество К изменялось в диапазоне от 0 до 1. Для движения цен-

тра масс в упрощенных условиях расчетов такое совпадение получено.  

Далее изучалась возможность осуществления управляющего воздейст-

вия с помощью изменения положения центра масс объекта. В общем слу-

чае, как известно, для создания управления по трем каналам стабилизации 

необходимо иметь три независимых параметра для создания управляюще-

го воздействия. Значит, для канала крена нужно использовать другие 

управляющие возможности, например, реактивные двигатели малой тяги. 

Такое управление может быть организовано с помощью четырех двигате-

лей малой тяги, векторы тяг которых расположены в плоскости, перпенди-

кулярной продольной оси объекта. Управляющий момент по крену созда-

ется перетягом по закону: 

            

                      (10) 

где    – тяга двигателей, создающих положительный момент по крену, 

а    – тяга двигателей, создающих отрицательный момент по крену. Пара-

метр перетяга   для обеспечения управляющего воздействия будем вычис-

лять по формуле: 

                                 (11) 

Управление перемещением по поперечным каналам будем осуществ-

лять в соответствии с формулами: 

                                            (12) 

                       

где                 – некоторые коэффициенты, предназначенные для 

организации обратной связи между отклонениями параметров углового 

движения и перемещением центра масс в соответствующих каналах управ-

ления. Отклонения углов Δφсв,Δψсв,Δϑсв и угловых скоростей 

Δ              вычисляются относительно их программных значений, 

которые задаются исходя из поставленной перед объектом задачи. Для ги-

потетического осесимметричного объекта программные значения задают 

достаточно простую стратегию полета, позволяющую показать принципи-

альную возможность осуществления выбранного способа стабилизации.  

Для объекта со смещением центра масс сразу в двух направлениях была 

реализована стабилизация одновременно по каналам крена по закону (11), 

а тангажа и рыскания по закону (12). Предполагалось, что смещение цен-

тра масс не может превышать 0.1м (при диаметре Миделя 0,35 м).  

Стабилизация по всем трем каналам отражена на рисунках 1–6. Про-

граммные значения по углам крена и рыскания были равны нулю, по тан-

гажу поддерживалось программное значение    = -110град. При этом, 
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в связи с тем, что вектор линейной скорости из-за торможения опускается 

круче вниз, появляется стабильное значение угла атаки, примерно равное 

5 градусов. 

 

 

Рис. 1. Изменение углов крена и рыскания 

 

 

Рис. 2. Изменение угловых скоростей в каналах крена и рыскания 

 

 

Рис. 3. Изменение угла тангажа 
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Рис. 4. Изменение угловой скорости в канале тангажа 

 

 

Рис. 5. Изменение поперечного смещения центра масс Yc 

 

 

Рис. 6. Изменение поперечного смещения центра масс Zc 
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речного смещения центра масс. Можно ожидать, что изменение моментов 

инерции не будет значительно влиять на динамику объекта управления. 

В дальнейшем такое изменение моментов инерции несложно учесть в 

формулах (3), используя теорему Гюйгенса [6] о сложении моментов инер-

ции относительно параллельных осей, либо еще более подробную модель 

с вычислением перекрестных моментов инерции.  

В настоящей работе показана лишь принципиальная возможность ста-

билизации углового движения объекта стабилизации с помощью попереч-

ного смещения центра масс. Однако, получаемое качество переходных 

процессов при осуществлении стабилизации – это предмет отдельного 

изучения. Множество параметров оказывают на него влияние, начиная от 

процента аэродинамической устойчивости, который был принят постоян-

ным и равным 1 %, величины скоростного напора, и кончая надлежащим 

выбором коэффициентов в законах управления (11) и (12). 

Программные значения углов предполагались постоянными. Однако, 

даже по результатам такого моделирования можно сделать вывод, что объ-

ект вполне способен выполнять задачу компенсации перелета или недолета 

до цели.  

Программное приложение, осуществляющее компьютерное моделиро-

вание приведенных математических моделей движения объекта (1-3), вы-

полнено в виде 32-битовых консольных приложений в Microsoft Visual 

Studio Professional 2012, .NET Framework, v. 4.5 на языке программирова-

ния С++.  
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