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НА ОБОБЩЕННОМ ПРИНЦИПЕ НЕВЯЗКИ, ДЛЯ ЗАДАЧИ 
ВОССТАНОВЛЕНИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ КРИСТАЛЛОВ 
 
А.А. Ершова1, А.И. Сидикова2 
 

Изучена задача определения фононного спектра кристалла по его теп-
лоемкости. Получена оценка точности метода регуляризации А.Н. Тихонова 
с параметром регуляризации, выбранным из обобщенного принципа невяз-
ки. 
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Введение 

Задача определения фононного спектра по его теплоемкости, зависящей от температуры, 
следуя [1], сводится к интегральному уравнению первого рода. Дополнительная трудность дан-
ной задачи заключается в том, что фононный спектр имеет несколько локальных максимумов, 
которые определяют многие физические свойства кристаллов. Поэтому они должны быть восста-
новлены. 

В работе [2] была получена оценка погрешности приближенного решения. Но в ней не была 
учтена погрешность дискретизации. В данной работе для выбора параметра регуляризации ис-
пользовался обобщенный принцип невязки и получена оценка погрешности приближенного ре-
шения, учитывающая дискретизацию задачи. Для этого пользовалась техника работы [3]. 

 
1. Постановка задачи 

Связь энергетического спектра бозе-системы с ее теплоемкостью, зависящей от температуры, 
описывается интегральным уравнением первого рода 
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∈ ∈ ∞ , ( )n s  – спектральная плотность кристалла, 

а ( )f t  – его теплоемкость, зависящая от температуры. 

Предположим, что при 0( ) ( )f t f t=  существует точное решение 0( )n s  уравнения (1), которое 
принадлежит множеству M , где 
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а '( )n s  – производная по s . 

Пусть точное значение 0( )f t  нам неизвестно, а вместо него даны 2( ) (0, ), 0f t Lδ δ∈ ∞ >  такие, 
что  
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Требуется по ( ),f tδ δ  и M определить приближенное решение ( )n tδ  и оценить  его уклоне-

ние от точного решения 0( )n t  в метрике пространства 2[ , ].L a b  
Заметим, что единственность решения уравнения (1) доказана в [4]. 
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Введем оператор B, отображающий пространство 2[ , ]L a b  в 2[ , ]L a b , формулой 
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и оператор C 
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Из (3) и (4) следует, что 
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Предположим, что для численного решения уравнения (1) оператор C неудобен и требует за-
мены его конечномерным оператором nC , для которого известна величина nh , определяемая со-
отношением 
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Для определения величины nh  рассмотрим ядро интегрального оператора (1) 
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Покажем, что 2( ) (0, ).N t L∈ ∞  
Из непрерывности ( , )K s t  следует непрерывность ( )N t . Кроме того, 
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, а при 0, ( ) 0t N t→ → . Таким образом, 2( ) (0, )N t L∈ ∞ . 

Для определения оператора nC  разобьем отрезок [ , ]a b  на n равных частей и введем функции 
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Используя (9), определим оператор nC формулой 
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Из (5)–(10) следует, что 
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2. Обобщенный принцип невязки 
Для решения уравнения (1) воспользуемся методом регуляризации А.Н. Тихонова первого 
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Из [5] следует существование и единственность решения ( )
nhu sα

δ  вариационной задачи (12). 

Обозначим через , ( )nf tδ  функцию, принадлежащую пространству 2(0, )L ∞ , и определяемую 

формулой 
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то есть являющуюся метрической проекцией в пространстве 2(0, )L ∞  функции 
( )f t

t
δ  на множе-

ство значений оператора nC . 

Значение параметра регуляризации ( ), ( ), ,n nC f t hδα α δ=   в задаче (12) выберем из обоб-

щенного принципа невязки [4] 
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Пусть 2[ , ]nX L a b⊂  и является подпространством кусочно-постоянных функций ( )sϕ  
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В качестве базиса, определяющего пространство nX , рассмотрим систему функций { },ie  
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После нормировки система (21) примет вид 
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Теперь наряду с задачей (12) рассмотрим задачу  
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Теорема 1. Вариационный задачи (12) и (23) эквивалентны. Доказательство приведено в [3]. 
Рассмотрим задачу 
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Из [5] следует, что для любого 0α > существует единственное решение ( ) n
iu Rα ∈ . 

Кроме того, задача (24) эквивалентна системе линейных алгебраических уравнений 
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Теорема 2. Пусть ,nuα
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связаны соотношением 
1

,
0

( ).
n

n i i
i

u u sα α
δ ϕ

−

=
=∑  

Так как из теорем 1 и 2 будет следовать, что вариационная задача (12) сведена к системе ли-

нейных алгебраических уравнений (25), то, решив последнюю, получим ( ) n
iu R
α

∈ . Тогда для оп-

ределения параметра регуляризации ( ), ( ), ,n nС f t hδα δ  в этом решении воспользуемся уравнени-

ем (14), которое в nR  примет вид 

( )
1 1

2 21 1 22,

0 00

( )
( )

n n
n

i i i n
i i

C tb a
P t u dt u h

n t

α δ α δ
∞ − −

= =

    − − = +    
    

∑ ∑∫ .        (26) 

При условии 
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3. Оценка погрешности приближенного решения уравнения (1) 
Рассмотрим две вариационных задачи, приведенных в [6] и [7] 
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Из теоремы, доказанной в [7], следует, что выполнение условия , ( ) nnf t hδ δ τ> + влечет су-

ществование и единственность решения ( )
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δ вариационной задачи (29). 

Теперь запишем уравнение 
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Теорема 3. Пусть '
0, ( ) ( ) nnf t n s hδ δ> + , тогда вариационная задача (28) эквивалентна зада-

чам (30) и (31). Доказательство приведено в [8]. 

Теорема 4. Пусть '
0, ( ) ( ) nnf t n s hδ δ> + , тогда вариационная задача (28) эквивалентна зада-

че (12) с параметром α , выбранным из уравнения (14). Доказательство приведено в [8]. 
Перейдем к оценке погрешности приближенного решения в метрике пространства 2[ , ]L a b .  

Введем функцию ( , ), , 0r rω σ σ >  формулой 
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Для приближенного решения ( )
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где ( )
nhn sδ  – приближенное решение уравнения (1), определенное (26). 
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UNCERTAINTY ESTIMATION OF THE METHOD BASED ON GENERALIZED 
RESIDUAL PRINCIPLE FOR THE RESTORE TASK OF THE SPECTRAL DENSITY 
OF CRYSTALS 
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The article studies the task of identification of phonon spectrum of a crystal according to its hit ca-
pacity. The authors reveal the evaluation of accuracy of Tikhonov regularization method with regulari-
zation parameter which was chosen form generalized residual principle. 
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