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МЕТРИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ МАЛЫХ ЗНАМЕНАТЕЛЕЙ 
В НЕЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ СОПРЯЖЕНИЯ1 
 
М.М. Сымотюк2, И.Я. Савка3 
 

Установлены теоремы об оценках снизу малых знаменателей, возни-
кающих при исследовании нелокальных задач сопряжения для одного 
уравнения смешанного параболо-гиперболического типа. Для доказатель-
ства оценок применен метрический подход. 

Ключевые слова: уравнение смешанного типа; нелокальная задача сопря-
жения; лемма Бореля-Кантелли; мера Лебега. 

 
1. Введение. В работах [1, 2] в прямоугольной области { }( , ) :0 1,D x t x tα β= < < − < < , 

, 0α β > , для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа  
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t xx

tt xx
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− = >
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            (1) 

рассмотрены следующие краевые задачи сопряжения с нелокальным условием, связывающем 
значения искомого решения (или значения производных решения по времени) на противополож-
ных сторонах области. 

Задача 1. Найти функцию ( , )u x t , удовлетворяющую условиям  
 

1 2 2,1
,( , ) ( ) ( ) ( )x tu x t C D C D C D− +∈ ∩ ∩ ,       (2) 

( , ) 0, ( , )Lu x t x t D D− +≡ ∈ ∪ ,      (3) 
(0, ) (1, ) 0,u t u t tα β= = − ≤ ≤ ,      (4) 

( , ) ( , ) , 0 1u x u x x xα β ϕ− − = ( ) ≤ ≤ ,        (5) 

где { 0}D D t− = <∩ , { 0}D D t+ = >∩ , ( )xϕ  – достаточно гладкая функция, (0) (1) 0ϕ ϕ= = . 

Задача 2. Найти функцию ( , )u x t , удовлетворяющую условиям (2)–(4) и условию  

( , ) ( , ) , 0 1t tu x u x x xα β ψ− − = ( ) ≤ ≤ ,       (6) 
где ( )xψ  – достаточно гладкая функция, причем (0) (1) 0ψ ψ= = . 

В работах [1, 2] доказано, что для единственности решения задачи 1 необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось условие  

2( ) cos( ) sin( ) exp( ) 0k k k kk kα βδ λ α λ λ α βλ,∀ ∈ ≡ + − − ≠N , k kλ π= .   (7) 

Если условие (7) выполнено, то задача 1 имеет единственное формальное решение, предста-
вимое рядом  
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а kϕ , k ∈N , – коэффициенты Фурье функции xϕ( )  по системе функций { }2 sin( ) :kx kπ ∈N . Ес-

ли выполняется условие (7) и, кроме того, существуют такие постоянные 1 0c > , 1γ ∈R , что для 
всех натуральных чисел k  выполняется оценка  

12
1| cos( ) sin( ) exp( ) |k k k k c k γλ α λ λ α βλ −+ − − ≥ ,           (10) 

можно установить классическую сходимость решения задачи 1 в случае, когда xϕ( )  – достаточно 
гладкая функция, а также его непрерывную зависимость от правой части условия (5).  

В случае, когда выполняется условие  
2( ) sin( ) cos( ) exp( ) 0k k k k kk kα β λ α λ λ α λ βλ,∀ ∈ ∆ ≡ − + − ≠N , 

ряд (9), коэффициенты ( )ku t , k ∈N , которого находятся по формуле  
1 2
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где kψ , k ∈N , – коэффициенты Фурье функции xψ ( )  по системе { }2 sin( ) :kx kπ ∈N , определя-

ет единственное формальное решение задачи 2. Вопрос о классической сходимости этого реше-
ния может быть сведен к вопросу о выполнении для всех k ∈N  оценки  

22
2| sin( ) cos( ) exp( ) |k k k k k c k γλ α λ λ α λ βλ −− + − ≥    (11) 

с некоторыми постоянными 2 0c > , 2γ ∈R , не зависящими от k .  
Таким образом, разрешимость задач 1, 2 тесно связана с вопросом о возможности выполне-

ния оценок (10), (11). Отметим, что в [1, 2] доказано, что в случае, когда α  является рациональ-
ным числом, существует такая постоянная 1 0c > , что оценка (10) выполняется для произвольно-

го фиксированного 0β >  для всех k ∈N  при 1γ = 0 . Оценка (11) выполняется с некоторой по-

стоянной 2 0c >  для произвольного фиксированного 0β >  для всех k ∈N  при 2 1γ = − , если 
α ∈N  или /p qα = , ,p q∈N , ( , ) 1p q = , q  – нечетное, /p q∉N .  

В случае, когда α  – иррациональное число, вопрос о выполнении неравенств (10), (11) оста-
ется открытым (см. с. 111 в [1]). Это обусловлено, в частности, тем, что для фиксированного 

0β >  выражение ( )kα βδ , , k ∈N  имеет нетривиальное множество нулей  
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… , 

а выражение ( )kα β,∆ , k ∈N , – множество нулей  
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Более того, можно доказать существование таких действительных чисел α , при которых вы-
ражения ( )kα βδ , , ( )kα β,∆  являются отличными от нуля для всех k ∈N , но принимают сколь 

угодно малые значения для бесконечного количества натуральных чисел k , что свидетельствует 
о наличии проблемы малых знаменателей при исследовании сходимости ряда (9). 

2. Формулировка основных результатов и вспомогательных утверждений. С помощью 
метрического подхода [3, 4] нами получены следующие результаты о выполнении оценок (10), 
(11) для иррациональных чисел α > 0 .  

Теорема A. Для произвольного фиксированного β > 0  для всех иррациональных (за исклю-

чением множества лебеговой меры нуль) чисел α > 0  существует такая постоянная 1 1( ) 0c c α= > , 

что оценка (10) выполняется для всех натуральных чисел k  при 1 0γ > . 
Отметим, что в работе [5] был анонсирован аналогичный (более слабый) результат с пока-

зателем 1γ >1 . 
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Теорема B. Для произвольного фиксированного β > 0  для всех иррациональных (за исклю-

чением множества лебеговой меры нуль) чисел α > 0  существует такая постоянная 

2 2( ) 0c c α= > , что оценка (11) выполняется для всех натуральных чисел k  при 2 0γ > . 

Для доказательства теорем A, B будем использовать вспомогательные утверждения.  
Лемма 1. Пусть 1{ }k kA ∞

=  – последовательность таких измеримых (относительно меры Лебе-
га в R ) подмножеств действительной оси, что  

1

meas k
k

A
∞

=

< ∞∑ . 

Тогда мера Лебега в R  множества точек, попадающих в бесконечное число множеств дан-
ной последовательности, равна нулю.  

Лемма 1 известна в литературе как лемма Бореля-Кантелли; ее доказательство имеется, на-
пример, в [6].  

Лемма 2. Пусть 1( , )f C a b∈ . Если в каждой точке ( , )t a b∈  выполняется неравенство  

'( )f t δ≥ , δ > 0 ,     (12) 

то для произвольного ε > 0   

{ }meas ( , ) :| ( ) | 2 / .t a b f t ε ε δ∈ < ≤  

Доказательство. Из условия леммы 2 следует, что функция ( )f t  является строго монотон-

ной на ( , )a b . Поэтому множество { }( , ) :| ( ) |t a b f t ε∈ <  либо пусто, либо есть некоторый интервал 

( )ξ η, , a bξ η≤ < ≤ . В первом случае { }meas ( , ) :| ( ) | 0t a b f t ε∈ < = . Во втором случае, по теореме 

Лагранжа, найдется такая точка 0 ( )t ξ η∈ , , что 0( ) ( ) '( )( )f f f tη ξ η ξ− = − . Поскольку | ( ) |f ξ ε≤ , 
| ( ) |f η ε≤ , из последнего равенства и условия (12) получим  

0 0

| ( ) ( ) | 2 2
| |

'( ) '( )

f f

f t f t

η ξ ε εη ξ
δ

−− = ≤ ≤
| | | |

. 

Таким образом, { }meas ( , ) :| ( ) | 2 / .t a b f t ε ε δ∈ < ≤  Лемма доказана.  

Отметим, что аналоги леммы 2 об оценках мер множеств { }( , ) :| ( ) |t a b f t ε∈ <  в случае глад-

ких функций ( )f t  с некоторой невырождающейся на ( , )a b  производной ( ) ( )nf t , а также их при-
менения в теории диофантовых приближений содержатся в работах [3, 4, 7].  

3. Доказательство теоремы A. Введем в рассмотрение функции 
2( ) cos( ) sin( ) exp( )k k k k kf α λ α λ λ α βλ= + − − , k ∈N ,   (13) 

и множества  
( ) { [ ; ] | ( ) | }k kA a b f k γγ α α −= ∈ : < , k ∈N , 0 a b≤ < < +∞ , 

считая значения ,a bβ ,  фиксированными числами. Обозначим через ( )A γ  множество чисел, при-

надлежащих бесконечному числу множеств ( )kA γ , k ∈N .  

Дифференцируя функцию ( )kf α , получим, что  
2'( ) cos( ) sin( )k k k k kf α λ λ α λ λ α= − , k ∈N .            (14) 

Умножив равенство (13) на sin( )k kλ λ α , а равенство (14) – на cos( )kλ α , а затем сложив полу-
ченные равенства, найдем, что  

( )2 2( ) exp( ) sin( ) '( )cos( )k k k k k k kf fλ α βλ λ λ α α λ α= + − + . 

Таким образом, в каждой точке [ ; ]a bα ∈  выполняется неравенство  

2 '( )
2max ( ) exp( ) , k

k k k
k

f
f

α
λ α βλ

λ
 

≤ + − 
 

.    (15) 

Легко проверить, что каждая из функций  

2 2
1

'( )
( ) ( ) exp( ) 2 2 sin( )k

k k k k k k
k

f
g f

αα α βλ λ λ α ϕ
λ

≡ + − − = + − ,  
1

arctg
1

k
k

k

λϕ
λ

−
=

+
,  k ∈N , 
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2 2
2

'( )
( ) ( ) exp( ) 2 2 cos( )k

k k k k k k
k

f
g f

αα α βλ λ λ α ϕ
λ

≡ + − + = + − , k ∈N , 

может иметь на [ ; ]a b  не более, чем 1( , ) kC a b λ  нулей, 1( , ) 2max{1; }C a b b a= − . В самом деле, ко-

личество нулей функции 1 ( )kg α  (соответственно, функции 2 ( )kg α ) не превышает количества тех 

целых чисел 1m  (соответственно, тех целых чисел 2m ), для которых выполняется неравенство 

1 k

k

m
a b

π ϕ
λ

+
≤ ≤  (соответственно, неравенство 2 / 2k

k

m
a b

π ϕ π
λ

+ +
≤ ≤ ).  

Обозначим через 1 ( )( ), , ( )m kk kξ ξ… , k ∈N  все различные нули обеих функций 1 ( )kg α , 

2 ( )kg α , принадлежащие промежутку ( ; )a b . Будем считать, что точки 1 ( )( ), , ( )m kk kξ ξ…  записаны 

в порядке возрастания: 1 ( )( ) ( )m kk kξ ξ< <… . Определим отрезки 1( ) [ ( ); ( )]j j jI k k kξ ξ += , 

0,1, , ( )j m k= … , 0( )k aξ = , ( ) 1( )m k k bξ + = , образующие разбиение отрезка [ ; ]a b , так что 
( )

0

[ ; ] ( )
m k

j
j

a b I k
=

= ∪ . Согласно определению, на каждом из отрезков ( )jI k , 0,1, , ( )j m k= …  обе функ-

ции 1 ( )kg α , 2 ( )kg α  сохраняют знак, поэтому из неравенства (15) получим, что или  
 

( )jI kα∀ ∈   2'( ) / 2k kf α λ≥ ,            (16) 

или  

( )jI kα∀ ∈   2( ) exp( ) / 2k k kf α βλ λ+ − ≥ .         (17) 

Если на отрезке ( )jI k  выполняется условие (16), то, применяя лемму 2, найдем, что для про-

извольного γ ∈R  имеет место оценка 
2meas( ( ) ( )) 4k jA I k k γγ π −2 − −≤∩ ,  k ∈N .   (18) 

Если же на отрезке ( )jI k  выполняется условие (17), то ни одна точка этого отрезка не может 

принадлежать множеству ( )kA γ  при 2k ≥  и γ > 0 . Действительно, если ( ) ( )j kI k A γ ≠ ∅∩ , 2k ≥ , 

γ > 0 , то существует точка α0 , что одновременно выполняются неравенства  
2

0( ) exp( ) / 2k k kf α βλ λ+ − ≥ ,  ( )kf k γα −
0 ≤ , 

из которых следует неравенство / 2 1 2k k γλ −≤ + ≤ , противоречивое при 2k ≥  и γ > 0 . Учитывая 
теперь очевидное равенство  

( )

0

meas ( ) meas( ( ) ( ))
m k

k k j
j

A A I kγ γ
=

= ∑ ∩ , 

а также то, что 1( ) 2 ( , ) km k C a bλ≤ , из оценки (18) получим  

2meas ( ) ( , )kA C a b k γγ − −1≤ ,  2 1( , ) 16 ( , )C a b C a bπ −1= ,  2k ≥ ,  γ > 0 . 

Таким образом, при 0γ >  ряд 
1

meas ( )k
k

A γ
∞

=
∑  является сходящимся. Тогда в силу леммы 1 ле-

бегова мера множества ( )A γ  при 0γ >  равна нулю. Множество M  действительных α -нулей 

всех функций ( )kf α , k ∈N , не более чем счетно, поэтому имеет нулевую меру. Следовательно, 

meas ( ) \ 0A Mγ = . Для каждого ( )Aα γ∈  существует такое число ( )K α , что оценка | ( ) |kf k γα −≥  
выполняется для всех ( )k K α≥ , если, кроме того, Mα ∉ , то для всех натуральных k  выполня-

ется неравенство | ( ) | ( )kf c k γα α −≥ , где { }( ) min 1, ( )c dα α= , 
( )

( ) min | ( ) | 0k
k K

d f kγ

α
α α

<
= > . Для за-

вершения доказательства теоремы A остается отметить, что множество ( ) \ ( )A Mγ ∪Q  имеет ну-
левую меру (так как множество Q  рациональных чисел счетно), а также то, что действительную 

ось можно покрыть счетным числом отрезков: 
1

[ 1; ]
n

n n
∞

=

= −∪R .  
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Доказательство теоремы В аналогично приведенному выше доказательству теоремы А. 
4. Дальнейшие обобщения. При исследовании многомерных (по пространственным пере-

менным) аналогов задач 1, 2 возникают определители  
2( ) cos( ) sin( ) exp( ) 0k k k kkα βδ λ α λ λ α βλ, ≡ + − − ≠ , 2 2

1k pk kλ π= + +… , 1( , , ) p
pk k k= ∈… N , (19) 

2( ) sin( ) cos( ) exp( ) 0k k k k kkα β λ α λ λ α λ βλ,∆ ≡ − + − ≠ , 2 2
1k pk kλ π= + +… , 1( , , ) p

pk k k= ∈… N . (20) 

Представляется возможным доказать следующие гипотезы.  
Гипотеза A. Для произвольного фиксированного β > 0  для всех иррациональных (за исклю-

чением множества лебеговой меры нуль) чисел α > 0  существует такая постоянная 

3 3( ) 0c c α= > , что для определителя (19) оценка  
3

3 1| ( ) | (| | | |)pk c k k γ
α βδ −

, ≥ + +… , 

выполняется для всех векторов 1( , , ) p
pk k k= ∈… N  при 1 1pγ > − . 

Гипотеза B. Для произвольного фиксированного β > 0  для всех иррациональных (за исклю-

чением множества лебеговой меры нуль) чисел α > 0  существует такая постоянная 

4 4( ) 0c c α= > , что для определителя (20) оценка  
4

4 1| ( ) | (| | | |)pk c k k γ
α β

−
,∆ ≥ + +… , 

выполняется для всех векторов 1( , , ) p
pk k k= ∈… N  при 1 1pγ > − . 
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METRIC ESTIMATES OF SMALL DENOMINATORS  
IN NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS  
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The metric estimates of small denominators at the analysis of nonlocal boundary value problems for 
a parabolic-hyperbolic equation are established. We use the metric approach to prove these estimates. 
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