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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé ïî âûäåëåííîé ïåðåìåííîé, âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàç-

ëè÷íûõ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ òà-

êèõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå

ãðóïïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå ñëåäóåò îòíåñòè ðàáîòû Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, Ñ.À. Ãàëüïåð-

íà, À.Ã. Êîñòþ÷åíêî, R.E. Showalter, Â.Í. Âðàãîâà, À.È. Êîæàíîâà, Ã.Â. Äå-

ìèäåíêî, Ñ.Â. Óñïåíñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ, â ðàáîòàõ êîòîðûõ ïðî-

âîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäîâàíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-

íèé èëè ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äðóãîé ïîäõîä, ó èñòî-

êîâ êîòîðîãî ñòîÿëè ðàáîòû Ì.È. Âèøèêà, Ñ.Ã. Êðåéíà, ïîäðàçóìåâàåò èçó-

÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ ñ äàëüíåéøèìè ïðèëîæåíèÿìè ê êîíêðåòíûì íà÷àëüíî-êðàåâûì

çàäà÷àì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ýòîé îáëàñòè àêòèâíî è ïëîäîòâîðíî ðàáîòàþò

Í.À. Ñèäîðîâ, A. Favini, A. Yagi, Ñ.Ã.Ïÿòêîâ, È.Â. Ìåëüíèêîâà, Ã.À. Ñâèðèäþê,

Â.Å. Ôåäîðîâ è ìíîãèå äðóãèå.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk} ⊂ R+ òàêîâà, ÷òî lim
k→∞

λk = +∞. Ñòåïåíè

êâàçèîïåðàòîðà Ëàïëàñà Λnu = {λn
kuk}, n ∈ N ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íåïðå-

ðûâíûìè îïåðàòîðàìè èç êâàçèñîáîëåâà ïðîñòðàíñòâà ℓr+2n
q â êâàçèñîáîëåâî

ïðîñòðàíñòâî ℓrq =

{
{uk} ⊂ C :

∞∑
k=1

(
λ

r
2

k |uk|
)q

< +∞

}
, ãäå r ∈ R, q ∈ R+ (ðà-

íåå1 áûëè ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë). Êâàçèñîáîëåâû ïðîñòðàíñòâà � ýòî ïîëíûå êâàçèíîðìèðóåìûå ïðîñòðàí-

ñòâà, ïðè÷åì êâàçèíîðìà U∥ · ∥ : U → R+ îòëè÷àåòñÿ îò íîðìû ≪íåðàâåí-

ñòâîì òðåóãîëüíèêà≫, êîòîðîå äëÿ êâàçèíîðìû èìååò âèä: ∃C ≥ 1 ∀u, v ∈ U

U∥u + v∥ ≤ C(U∥u∥+ U∥v∥). Ïîïîëíåíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ âîçìîæíî â ñèëó

òîãî, ÷òî êâàçèíîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ìåòðèçóåìû2.

Ðàññìîòðèì êëàññ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Pn(Λ)u̇ = Qm(Λ)u, (1)

ãäå Pn(x) =
n∑

i=0

cix
i, ci ∈ C, cn ̸= 0 è Qm(x) =

m∑
j=0

djx
j, dj ∈ C, dm ̸= 0,

1Àëü-Äåëôè, Äæ.Ê. Êâàçèñîáîëåâû ïðîñòðàíñòâà ℓmp / Äæ.Ê. Àëü-Äåëôè // Âåñòíèê
ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Ôèçèêà. � 2013. � Ò. 5, � 1. � Ñ. 107�109.

2Áåðã, É. Èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà. Ââåäåíèå / É. Áåðã, É. Ëåôñòðåì. � Ì., 1980.
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� ìíîãî÷ëåíû, òàêèå, ÷òî m ≤ n. Îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

íàçûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè, åñëè èõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà âñþ

÷èñëîâóþ îñü R.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ u ∈ C∞(R; ℓr+2n

q ) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), åñ-

ëè ïðè ïîäñòàíîâêå îíà îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî. Òàêàÿ ôóíêöèÿ u = u(t)

íàçîâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

u(0) = u0, (2)

äëÿ óðàâíåíèÿ (1), åñëè îíî âäîáàâîê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè (2) ïðè

íåêîòîðîì u0 ∈ ℓr+2n
q . Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà-

÷à Êîøè (2) íåðàçðåøèìà äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèé, íåðàçðå-

øåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, áîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàåò ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà

P (u(0)− u0) = 0, (3)

ãäå P � ïðîåêòîð íà îáðàç ðàçðåøàþùåé ãðóïïû îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ (1).

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíûõ çàäà÷ (2) è (3) êàê äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (1), òàê è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

Pn(Λ)u̇ = Qm(Λ)u+ g, (4)

ãäå g : R → ℓrq. Òàêæå èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êîíå÷íîé çàäà÷è

P1(u(0)− u0) = 0, P2(u(τ)− uτ) = 0 (5)

ñ íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè u0, uτ ∈ ℓr+2n
q äëÿ óðàâíåíèÿ (4), çäåñü P1 è P2 �

ïðîåêòîðû ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà îòíîñèòåëüíûé ñïåêòð ïîðîæäàþùèõ

îïåðàòîðîâ ãðóïïû.

Â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ è ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå ýêñïîíåí-

öèàëüíîé äèõîòîìèè óðàâíåíèÿ êàê îäíîé èç ìîäåëåé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå-

íèÿ åãî ðåøåíèé. Ñ ýòèì ïîíÿòèåì òåñíî ñâÿçàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè-

÷åííûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ3. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ

íàèáîëåå "ôèçè÷íûì".
3Äàëåöêèé, Þ.Ë. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå / Þ.Ë. Äàëåöêèé, Ì.Ã. Êðåéí. � Ì.: Íàóêà, 1970.
Ìàññåðà, Õ.Ë. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà /

Õ.Ë. Ìàññåðà, Õ.Õ. Øåôôåð. � Ì.: Ìèð, 1970.
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Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ è

ýêñïîíåíöèàëüíûõ äèõîòîìèé ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1), à òàêæå ñâÿ-

çàííûé ñ íèì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (4) â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïîíÿòèå êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì áàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îäíàêî ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ ê òàêèì ïðîñòðàíñòâàì,

êàê ê îáúåêòó èññëåäîâàíèÿ, ïîÿâèëñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, ïðèìåðîì ýòîãî

ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòû Í. Êýëòîíà4, êðîìå òîãî, òàêèå ïðîñòðàíñòâà âîçíè-

êàþò ïðè èññëåäîâàíèè àáåëåâûõ ãðóïï â ðàáîòå É. Áåðãà, É. Ëåôñòðåìà2, è

ïðèêëàäíûõ çàäà÷, êàê íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ñ.ß. Íîâèêîâà5 è Äæ.Ä. Õàðäêå6.

Îòìåòèì, ÷òî êâàçèíîðìèðóåìûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûì

îáúåêòîì òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé íàïðèìåð â ðàáîòàõ À.Á. Àëåêñàíäðîâà7,

Â.Ë. Êðåïêîãîðñêîãî8, òàê è èñïîëüçóþòñÿ â ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷, íà-

ïðèìåð ðàáîòà Ñ.Ì. Âîâêà è Â.Ô. Áîðóëüêî9.

×òî êàñàåòñÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òî

â ñèëó òîãî, ÷òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ äàæå ëèíåé-

íûå îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâóþò íå âñåãäà, ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäîâàíèþ óðàâíå-

íèé â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íå ìíîãî. Ìîæíî îòìåòèòü ìîíîãðàôèþ10,

â ïåðâîé ÷àñòè êîòîðîé Â.Ã. Ôåòèñîâ ðàññìàòðèâàåò óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ

Îðëè÷à. Îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê òàêèì óðàâíåíèÿì â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ áûë âïåðâûå ïðèìåíåí â ðàáîòàõ Äæ.Ê. Àëü-Äåëôè11. Íàñòîÿùåå èññëå-
4Kalton, N. Quasi-Banach Spaces / N. Kalton // Handbook of the Geometry of Banach Spaces,

Vol. 2, Edit. by W. Johnson and J. Lindenstrauss. � Amsterdam: Elsevier, 2003. � P. 1099�1130.
5Íîâèêîâ, Ñ.ß. Îá îñîáåííîñòÿõ îïåðàòîðà âëîæåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïð-

ðîñòðàíñòâ íà [0, 1] / Ñ.ß. Íîâèêîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1997. � Ò. 62, âûï. 4. �
Ñ. 549�563.

6Hardtke, J.D. A Remark on Condensation of Singularities / J.D. Hardtke // Journal of
mathematical physics, analysis, Geometry. � 2013. � V. 9, � 4. � P. 448�454.

7Àëåêñàíäðîâ, À.Á.Êâàçèíîìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà â êîìïëåêñíîì àíàëèçå: äèñ. . . . äîê.
ôèç-ìàò. íàóê / À.Á. Àëåêñàíäðîâ. � Ëåíèíãðàä, 1983.

8Êðåïêîãîðñêèé, Â.Ë. Êâàçèíîìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ðàöèîíàëüíî àïïðîê-
ñèìèðóåìûõ â íîðìå ÂÌÎ / Â.Ë. Êðåïêîãîðñêèé // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
Ìàòåìàòèêà. � 1990. � � 3.� Ñ. 38�44.

9Âîâê, Ñ.Ì.Ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ ïàðàìåòðîâ ñèãíàëîâ â êâàçèíîìèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ / Ñ.Ì. Âîâê, Â.Ô. Áîðóëüêî // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
Ðàäèîýëåêòðîíèêà. � 2010. � Ò. 53, � 7. � Ñ. 31�42.

10Ôåòèñîâ, Â.Ã. Îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ â ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ /
Â.Ã. Ôåòèñîâ, Â.È. Ôèëèïïåíêî, Â.Í. Êîçîáðîä. � Âëàäèêàâêàç: ÂÍÖ ÐÀÍ, 2006.

11Àëü-Äåëôè, Äæ.Ê. Èññëåäîâàíèå âûðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ ãðóïï â êâàçèáàíàõîâûõ
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äîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì òåìàòèêè ïîñëåäíåé ðàáîòû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îäíîãî êëàññà ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ

óðàâíåíèé â êîìïëåêñíûõ êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïîëó÷åíèåì óñëîâèé

ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ýòîãî êëàññà óðàâíåíèé. Äëÿ äîñòèæå-

íèÿ öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ çàäà÷ è íà÷àëüíî-êî-

íå÷íîé çàäà÷è äëÿ óêàçàííîãî êëàññà ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé;

2. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé

èçó÷àåìûõ óðàâíåíèé;

3. Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå äèõîòîìèé ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíå-

íèé â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ;

4. Èññëåäîâàòü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ îäíîðîä-

íûõ è íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé èçó÷àåìîãî êëàññà;

5. Ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé äëÿ

àíàëîãà óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà � Æåëòîâà � Êî÷èíîé è àíàëîãà ëèíåàðèçî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â

äàííîé ðàáîòå, � ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è òåîðèè

äèíàìè÷åñêèõ îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñïåöèôèêà ðàññìàò-

ðèâàåìûõ çàäà÷ ó÷èòûâàåòñÿ ëåæàùèì â îñíîâå òåîðèè ðàçðåøàþùèõ âûðîæ-

äåííûõ ãðóïï îïåðàòîðîâ ìåòîäà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ-

÷àåòñÿ â ðåäóêöèè ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (1) ê ýêâèâàëåíòíîé åìó ñèñòåìå

äâóõ óðàâíåíèé, îïðåäåëåííûõ íà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Îäíî èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé è èññëå-

äóåòñÿ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, äðóãîå � èìååò íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð ïðè

ïðîèçâîäíîé, ÷òî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ:

1. Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êîìïëåêñíûõ êâà-

çèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

2. Ïîêàçàíà îòíîñèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà ïðàâîé ÷àñòè è èñ-

ñëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü óêàçàííîãî êëàññà óðàâíåíèé ñ îáîáùåíèåì òàêèõ ðå-

çóëüòàòîâ íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñëåäîâàòåëü-

ïðîñòðàíñòâàõ : äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê : 01.01.01 / Äæ.Ê. Àëü-Äåëüôè; ÞÓðÃÓ. �
×åëÿáèíñê, 2015.
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íîñòåé.

3. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Èññëåäîâà-

íû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ íà ïîëó-

îñè ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

4. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ äèõîòîìèé ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ íåîäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîñòðîåíèåì è èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ îïåðàòîð-ôóíêöèè Ãðèíà.

5. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé àíàëîãîâ èçâåñòíûõ íåêëàñ-

ñè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

Õîôôà è óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé � â êîìïëåêñíûõ êâàçè-

ñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â ðàáîòå îáîáùåíû ðå-

çóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ

êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâ è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíûõ äèõîòîìèé è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé â òàêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî ðàçâèâàåò òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî

òèïà. Îòìåòèì, ÷òî èìåííî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò íàèáîëüøèé

èíòåðåñ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàê êàê èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

ñèñòåìû ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå ≪ôèçè÷íûì≫. Êðîìå òîãî, èíôîðìàöèÿ îá èíâàðè-

àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ðåøåíèé è ýêñïîíåíöèàëüíûõ äèõîòîìèÿõ ïîçâîëÿåò

èññëåäîâàòåëÿì, âûáèðàÿ íà÷àëüíûå äàííûå, ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû ñ íåêîòîðû-

ìè ñâîéñòâàìè. Òî÷íåå, âûáðàâ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èç îäíîãî èíâàðèàíòíîãî

ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷èì âîçðàñòàþùèå ðåøåíèÿ, à èç äðóãîãî � óáûâàþùèå. Ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñòàòü îñíîâàíèåì äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ

ñâîéñòâ ðåøåíèé íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ òàêîãî ðîäà è èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè

ðàññìîòðåíèè âîçìîæíîñòü áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òåõíè÷åñêèõ

çàäà÷.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àïðîáèðîâàíû íà êîíôåðåíöèÿõ:

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷å-

ñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2014), Âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è

ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñî÷è, 2015), Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåí-

öèè "Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, íåëèíåéíûé è êîìïëåêñíûé àíàëèç" (Óôà, 2015),

Çèìíèõ âîðîíåæñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (Âîðîíåæ, 2014, 2016), Åæåãîä-
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íûõ êîíôåðåíöèÿõ àñïèðàíòîâ è äîêòîðàíòîâ ÞÓðÃÓ (×åëÿáèíñê, 2014, 2015).

Ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà îáëàñòíîì ñåìèíàðå ïî óðàâíåíè-

ÿì ñîáîëåâñêîãî òèïà ïðîôåññîðà Ã.À. Ñâèðèäþêà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[1] � [7]. Ðàáîòû [4], [5] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ

íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Â ñîâ-

ìåñòíûõ ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ðàáîòàõ [4], [5] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðè-

íàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èç ýòèõ ðàáîò â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðå-

çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå åå àâòîðîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 105 ñòðàíèö.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 116 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ñòàâèòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ,

îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü, òåîðåòè÷å-

ñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Îíà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû,

îòíîñÿùèåñÿ ê ïðåäâàðèòåëüíûì ñâåäåíèÿì. Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â

ïåðâûõ äâóõ ïåðàãðàôàõ ýòîé ãëàâû íå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.

Â ï. 1.1 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ êâàçèáàíàõîâûìè

ïðîñòðàíñòâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðèâåäåíû òåîðåìà î âëîæåíèÿõ êâàçè-

ñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðåðûâíîñòè è

îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü U = (U; U∥·∥) è F = (F; F∥·∥) � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ L : U → F îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,

îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî U â ïðîñòðàíñòâî F, òàêèõ ÷òî dom L=U ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì L(U;F) ñ êâàçèíîðìîé L(U;F)∥L∥ = sup
U∥u∥=1

F∥Lu∥.

Â ï. 1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèâåäåíà òåîðåìà îá îáðàòèìîñòè áëèçêîãî ê åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó, ïîêàçà-

íî, ÷òî ýòîò îáðàòíûé èìååò âèä ðÿäà è ïðèâîäèòñÿ ðàäèóñ åãî ñõîäèìîñòè.

Àíàëîãè÷íî ââåäåíû ïîíÿòèÿ ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà è ñïåêòðà ëèíåéíîãî

íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà, à òàêæå ðåçîëüâåíòà ýòîãî îïåðàòîðà, ïðåäñòàâèìàÿ

â âèäå ðÿäà. Ïðèâîäèòñÿ ïîíÿòèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â îãðàíè÷åííîé îá-
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ëàñòè D ⊂ C. Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â êâàçèáàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà íà îòðåçêå12.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë áóäåì ïîíèìàòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, êàê ïðåäåë ñî-

îòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà íà D è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â êâàçè-

áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé F. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðåäñòà-

âèìà ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Ëîðàíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé

òî÷êè, òî âû÷åòîì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå íàçîâåì êîýôôèöèåíò c−1 ëîðàíîâ-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê òà æå, ÷òî è â

òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Èíòåãðàë îò âåêòîð-ôóíêöèè f(z)

ïî çàìêíóòîìó ãëàäêîìó êîíòóðó Γ ⊂ C áóäåì ïîíèìàòü êàê ñóììó âû÷åòîâ

â èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ âíóòðè êîíòóðà Γ, óìíîæåííóþ íà

2πi. ßñíî, ÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîð-ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà êëàññè÷åñêàÿ

òåîðåìà Êîøè î ðàâåíñòâå íóëþ èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó.

Â ï. 1.3 ïðèâåäåíû îòíîñèòåëüíûå ðåçîëüâåíòû â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èõ ñâîéñòâà, à òàêæå äîêàçàíà îòíîñèòåëüíî ñïåê-

òðàëüíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü U è F � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé, îïåðàòîðû L,M ∈ L(U;F). Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâà

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)}, σL(M) = C \ ρL(M)

L-ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì è L-ñïåêòðîì îïåðàòîðà M ñîîòâåòñòâåííî.

Îïåðàòîð-ôóíêöèè âèäà (µL − M)−1, RL
µ(M) = (µL − M)−1L è LL

µ(M) =

L(µL − M)−1 ïåðåìåííîé µ ∈ C íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî L-ðåçîëüâåíòîé,

ïðàâîé è ëåâîé L-ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà M.

Òåîðåìà 1.3.1.11 Ïóñòü îïåðàòîðû L,M ∈ L(U;F), òîãäà L-ðåçîëüâåíòû,

ïðàâàÿ è ëåâàÿ L-ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà M àíàëèòè÷íû â ρL(M).

Ïóñòü äëÿ îòíîñèòåëüíîãî ñïåêòðà σL(M) âûïîíåíî óñëîâèå

σL(M) = σL
0 (M)

∪
σL
1 (M), σL

1 (M) ̸= ⊘, ïðè÷åì

ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω1 ⊂ C c ãðàíèöåé

∂Ω1 êëàññà C1, Ω1⊃σL
1(M) è Ω1∩ σL

0(M) = ⊘.

 (6)

Ïóñòü γ1 = ∂Ω1, ïîñòðîèì P1 =
1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)dµ è Q1 =

1

2πi

∫
γ1

LL
µ(M)dµ,

ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðû P1 ∈ L(U) è Q1 ∈ L(F).
12Rolewicz, S. Metric Linear Spaces / S. Rolewicz. � Warsaw: PWN, 1985.
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Ëåììà 1.3.2. Ïóñòü îïåðàòîðû L,M ∈ L(U;F), ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå

(6). Òîãäà îïåðàòîðû P1 è Q1 � ïðîåêòîðû.

Ïîëîæèì U11 (F11) = imP1 (imQ1) è ÷åðåç L11 (M11) îáîçíà÷èì ñóæåíèå

îïåðàòîðà L (M) íà U11.

Òåîðåìà 1.3.2. Ïóñòü L,M ∈ L(U;F) è âûïîëíåíî óñëîâèå (6). Òîãäà

(i) îïåðàòîðû L11,M11 ∈ L(U11;F11);

(ii) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð L−1
11 ∈ L(F11;U11);

(iii) σL11(M11) = σL
1 (M).

ÎïåðàòîðM (L, σ)-îãðàíè÷åí, åñëè ∃a ∈ R+ ∀µ ∈ C (|µ| > a) ⇒
(
µ ∈ ρL(M)

)
.

Ïóñòü îïåðàòîð M (L, σ)-îãðàíè÷åí. Ïîëîæèì U0 (U1) = kerP (imP ), ãäå

ïðîåêòîð13 P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ ñ êîíòóðîì γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}, à ÷åðåç

Lk (Mk) îáîçíà÷èì ñóæåíèå îïåðàòîðà L (M) íà Uk, k = 0, 1.

Â ñèëó òåîðåìû î ðàñùåïëåíèè14 ñóùåñòâóåò îïåðàòîð H = M−1
0 L0 ∈ L(U0).

Îïåðàòîð M íàçâåì (L, 0)-îãðàíè÷åííûì, åñëè îí (L, σ)-îãðàíè÷åí è H ≡ O.
Â ï. 1.4 äîêàçàíû ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà

óðàâíåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Âûáåðåì ïðîñòðàíñòâà U =

ℓr+2n
q è F = ℓrq. Îïåðàòîðû L = Pn(Λ), ci ∈ C, cn ̸= 0 è M = Qm(Λ), ãäå

Pn(x) =
n∑

i=0

cix
i è Qm(x) =

m∑
j=0

djx
j, dj ∈ C, dm ̸= 0, � ìíîãî÷ëåíû è m ≤ n.

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü U = ℓr+2n
q è F = ℓrq. Òîãäà L,M ∈ L(U;F).

Òåîðåìà 1.4.2. Ïóñòü ÷èñëà λk, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Pn(x),

íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Qm(x). Òîãäà îïåðàòîð M (L, 0)-îãðàíè÷åí.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ðàçðåøàþùàÿ ãðóïïà óðàâíåíèÿ (1) áóäåò èìåòü âèä

U t· =


∞∑
k=1

eµkt⟨·, ek⟩ek, åñëè Pn(λk) ̸= 0, k ∈ N;∑
k ̸=l

eµkt⟨·, ek⟩ek, åñëè ñóùåñòâóåò l ∈ N : Pn(λl) = 0,

çäåñü âåêòîðû ek = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...), ãäå åäèíèöà ñòîèò íà k-òîì ìåñòå, à µk ∈
σL(M) =

{
µ ∈ C : µk =

Qm(λk)
Pn(λk)

, ïðè k : Pn(λk) ̸= 0
}
.

Ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (1), åñëè

(i) ïðè ëþáîì u0 ∈ P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2);

(ii) ëþáîå ðåøåíèå u = u(t) óðàâíåíèÿ (1) ëåæèò â P êàê òðàåêòîðèÿ.
13Êåëëåð, À.Â. Ãîëîìîðôíûå âûðîæäåííûå ãðóïïû îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ / À.Â. Êåëëåð, Äæ.Ê. Àëü-Äåëôè // Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ìå-
õàíèêà. Ôèçèêà. � 2015. � Ò. 7, � 1. � Ñ. 20�27.
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Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä

U1 =

{
U, åñëè Pn(λk) ̸= 0, k ∈ N;
{u ∈ U : ul = 0, Pn(λl) = 0}.

Òåîðåìà 1.4.5. Ïóñòü ÷èñëà λk, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Pn(x),

íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Qm(x). Òîãäà äëÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèè

g : [0, τ ] → F, à òàêæå äëÿ ëþáîãî u0 ∈ U, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u ∈ C1([0, τ ];U) çàäà÷è (3) äëÿ óðàâíåíèÿ (4), êîòîðîå èìååò âèä ëèáî

u(t) =
∞∑
k=1

eµkt⟨u0, ek⟩+
t∫

0

⟨g(s), ek⟩
Pn(λk)

eµk(t−s)ds

 ek,

åñëè äëÿ âñåõ k ∈ N âûïîëíåíî Pn(λk) ̸= 0, ëèáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

u(t) = −
∑

l∈N:Pn(λl)=0

⟨g(t), el⟩
Qm(λl)

el +
∑
k ̸=l

eµkt⟨u0, ek⟩+
t∫

0

⟨g(s), ek⟩
Pn(λk)

eµk(t−s)ds

 ek.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ è ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû î

ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à òàêæå îãðàíè÷åííûõ íà ïîëóîñè

ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé óêàçàííîãî êëàññà.

Â ï. 2.1 ñòðîÿòñÿ èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èçó÷àåìîãî êëàñ-

ñà óðàâíåíèé è äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êîíå÷íîé çàäà÷è (4), (5).

Ïóñòü P ⊂ U � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (1). Ìíîæåñòâî J ⊂ P íà-

çûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ýòîãî óðàâíåíèÿ, åñëè ïðè ëþáîì

u0 ∈ J ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = u(t) çàäà÷è Êîøè u(0) = u0 äëÿ

óðàâíåíèÿ (1), ïðè÷åì u(t) ∈ J äëÿ âñåõ t ∈ R.
Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N è âûïîë-

íåíî óñëîâèå (6). Òîãäà îáðàç ãðóïïû U t
1 =

1

2πi

∫
γ1

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R, áóäåò

èíâàðèàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü ÷èñëà λk, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Pn(x),

íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Qm(x), è âûïîëíåíî óñëîâèå (6). Òîãäà äëÿ ëþáîé àíà-

ëèòè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèè g : [0, τ ] → F, à òàêæå äëÿ ëþáûõ u0, uτ ∈ U,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C1([0, τ ];U) çàäà÷è (5) äëÿ óðàâíåíèÿ
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(4), êîòîðîå ê òîìó æå èìååò âèä

u(t) =
∑

l∈N:Pn(λl)=0

⟨g(t), el⟩
Qm(λl)

el +
∑

µk∈σL
0 (M)

eµkt⟨u0, ek⟩+
t∫

0

⟨g(s), ek⟩
Pn(λk)

eµk(t−s)ds

 ek+

+
∑

µk∈σL
1 (M)

eµk(t−τ)⟨uτ , ek⟩ −
t∫

τ

⟨g(s), ek⟩
Pn(λk)

eµk(t−s)ds

 ek.

Â ï. 2.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå íà ïîëóîñè ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîä-

íûõ óðàâíåíèé èññëåäóåìîãî êëàññà.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü m ≤ n, îïåðàòîðû Pn(Λ), Qm(Λ) ∈ L(ℓr+2n
q ; ℓrq) è ÷èñ-

ëà λk, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Pn(x), íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Qm(x),

à òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå σL(M) = σL
1 (M) ∪ σL

2 (M), ãäå σL
1 (M) = {µ ∈

σL(M) : Reµ< 0}, σL
2 (M) = {µ∈ σL(M) : Reµ≥ 0}. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1),

(2) îãðàíè÷åíî íà R+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u0 ∈ U11.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (1) íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè.

Â ï. 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà

(λ+ Λ)ut = αu, λ, α ∈ R, (7)

â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ U = ℓr+2
q è F = ℓrq ïðè r ∈ R è q ∈ R+.

Ïîëîæèì îïåðàòîðû L = P1(Λ) = λ + Λ è M = Q0(Λ) = αI, òîãäà îïåðàòîðû
L,M ∈ L(ℓr+2

q ; ℓrq).

Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü U = ℓr+2
q è F = ℓrq ïðè r ∈ R è q ∈ R+. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ λ ∈ R è α ∈ R \ {0} îïåðàòîð M (L, 0)-îãðàíè÷åí.

L-ñïåêòð îïåðàòîðà M èìååò âèä

{
µ ∈ C : µk =

α

λ+ λk
, ïðè k : λk ̸= −λ

}
.

Ðàçðåøàþùàÿ ãðóïïà óðàâíåíèÿ (7) èìååò âèä

U t =


∞∑
k=1

e
α

λ+λk
t⟨·, ek⟩ek, åñëè λk ̸= −λ, k ∈ N;∑

k ̸=l

e
α

λ+λk
t⟨·, ek⟩ek, åñëè ñóùåñòâóåò l ∈ N : λl = −λ.

Îáðàç imU • ñîâïàäàåò ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (7) è èìååò âèä

U1 =

{
ℓr+2
q , åñëè λk ̸= −λ äëÿ âñåõ k ∈ N;
{u ∈ ℓr+2

q : uk = 0, λk = −λ}.
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Ïîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà

(λ+ Λ)ut = αu+ g, (8)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ g : [0, τ ] → ℓr+2
q , τ ∈ R+, à èìåííî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü r, λ, α ∈ R, α ̸= 0, τ, q ∈ R+, u0 ∈ ℓr+2
q è âåêòîð-

ôóíêöèÿ g : [0, τ ] → ℓrq àíàëèòè÷íà, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u ∈ C1([0, τ ]; ℓr+2
q ) çàäà÷è (3), (8) êðîìå òîãî îíî èìååò âèä ëèáî

u(t) =
∞∑
k=1

e
α

λ+λk
t⟨u0, ek⟩+

t∫
0

⟨g(s), ek⟩
λ+ λk

e
α

λ+λk
(t−s)

ds

 ek,

åñëè λk ̸= −λ äëÿ âñåõ k ∈ N, ëèáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

u(t) = −
∑

l:λl=−λ

⟨g(t), el⟩
α

el +
∑
k ̸=l

e
αt

λ+λk ⟨u0, ek⟩+
t∫

0

⟨g(s), ek⟩
λ+ λk

e
α(t−s)
λ+λk ds

 ek.

Òàêæå äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8) ñ íà÷àëüíî-

êîíå÷íûì óñëîâèåì (5).

Ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé íà ïîëóîñè äëÿ óðàâíå-

íèÿ Õîôôà ñîäåðæèò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.3.3. Ïóñòü λ ∈ R, α ∈ R+. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2), (7) îãðà-

íè÷åíî íà R+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ⟨u0, ek⟩ = 0 ïðè k : λk ≥ −λ.

Â ï. 2.4 ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ è íà÷àëüíî-êîíå÷íîé çàäà÷è, à

òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ íà ïîëóîñè ðåøåíèé äëÿ

îäíîðîäíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé. Ðàññìîòðèì

óðàâíåíèå âèäà

(λ− Λ)u̇ = αΛu. (9)

Âîçüìåì U = ℓr+2
p , F = ℓrp, îïåðàòîðû L,M çàäàäèì ôîðìóëàìè L = P1(Λ) =

λ−Λ, M = Q1(Λ) = αΛ, ãäå λ ∈ R è α ∈ R\{0} � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, òîãäà

îïåðàòîðû L,M ∈ L(ℓr+2
q ; ℓrq).

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü λ ∈ R, α ∈ R \ {0}. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2), (9)

îãðàíè÷åíî íà R+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ u0 ∈ U1 âûïîëíåíî óñëîâèå

⟨u0, ek⟩ = 0 ïðè òàêèõ k, ÷òî
αλk

λ− λk
> 0.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ è ñîäåðæèò òåîðåìû î ñóùå-

ñòâîâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ äèõîòîìèé è îãðàíè÷åííûõ íà âñåé îñè ðåøåíèé.
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À èìåííî èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé êëàññà óðàâíåíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî

ìíîãî÷ëåíû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü.

Â ï. 3.1 äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ äèõîòîìèé

ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (1).

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ äèõîòîìèþ (èëè, êîðîòêî,

ý-äèõîòîìè÷íû), åñëè

(i) ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå P = J1⊕ J2, ãäå

Jk � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ (1), k = 1, 2.

(ii) äëÿ ëþáîãî u0 ∈ J1 (u0 ∈ J2) ðåøåíèå u = u(t) çàäà÷è Êîøè (2) äëÿ (1)

òàêîâî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì a ∈ R+ è âñåõ t ∈ R
U∥u(t)∥ ≤ C1e

−at
U∥u0∥

(
U∥u(t)∥ ≥ C2e

at
U∥u0∥

)
.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü n = m, ÷èñëà λk, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëå-

íà Pn(x), íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Qm(x), äëÿ âñåõ k ∈ N, è âûïîëíåíî óñëîâèå

iR ∩ σL(M) = ⊘. Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ äè-

õîòîìèþ.

Â ï. 3.2 ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà Gt· =


−
∑

k: µk>0

eµkt⟨·, ek⟩ek, t < 0;∑
k: µk<0

eµkt⟨·, ek⟩ek, t > 0,
äëÿ

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4) ïðè óñëîâèè iR∩σL(M) = ⊘, à òàêæå èññëåäîâàíû
åå ñâîéñòâà.

Ï. 3.3 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííîãî

íà âñåé îñè ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîì íà

ïîëóîñè ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü n = m, ÷èñëà λk, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëå-

íà Pn(x), íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Qm(x), âûïîëíåíî óñëîâèå iR ∩ σL(M) = ⊘
è ïóñòü àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ g : R → F òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâó-

åò g̃ ∈ F, ÷òî sup
t∈R

|gk(t)| = g̃k äëÿ âñåõ k ∈ N. Òîãäà óðàâíåíèå (4) èìååò

åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå u ∈ C1(R,U), ïðè÷åì îíî èìååò âèä

u(t) =

+∞∫
−∞

Gt−sL−1
1 g1(s)ds−M−1

0 g0(t). (10)

Åñëè ê òîìó æå u0 ∈ U èìååò âèä u0 =

+∞∫
−∞

G−sL−1
1 g1(0)ds − M−1

0 g0(0), òî

âåêòîð-ôóíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì (2),(4).
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Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü n = m, ÷èñëà λk, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà

Pn(x), íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Qm(x), âûïîëíåíî óñëîâèå iR ∩ σL(M) = ⊘ è

àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ g : R+ → F òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò g̃ ∈ F,

÷òî sup
t∈R+

|gk(t)| = g̃k äëÿ âñåõ k ∈ N. Òîãäà äëÿ ëþáîãî u0 = u10 ∈ J1 çàäà÷à (2),

(4) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå u ∈ C1(R+,U) âèäà

u(t) = U tu10 +

+∞∫
0

Gt−sL−1
1 g1(s)ds−M−1

0 g0(t). (11)

À åñëè u0 ∈ U è âûïîëíåíî (I−P1)u0=

+∞∫
0

G−sL−1
1 g1(0)ds−M−1

0 g0(0), òî âåêòîð-

ôóíêöèÿ (11) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (4).

Â ï. 3.4 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ äèõîòîìèé ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (9), à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé àíàëîãà íåîä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé â êâàçèñîáîëåâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ òðåòüåãî ïàðàãðàôà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû âûâîäû î ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå

óêàçàíû ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ òåìàòèêè ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè îäíîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êîì-

ïëåêñíûõ êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè è íà÷àëü-

íî-êîíå÷íûì óñëîâèÿìè.

2. Îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

3. Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ýêñïîíåíöè-

àëüíûõ äèõîòîìèé ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé óêàçàííîãî êëàññà.

4. Òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè íà ïîëóîñè ðåøåíèé îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

óêàçàííîãî êëàññà.

5. Òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé óêàçàííîãî

êëàññà.

6. Ïîñòðîåíèå àíàëîãà ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Õîôôà è àíàëîãà óðàâ-

íåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé â êîìïëåêñíûõ êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñò-

ðàíñòâàõ, à òàêæå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé.
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