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НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ ЗАДАЧИ ШОУОЛТЕРА -
СИДОРОВА Д Л Я МОДЕЛЕЙ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА 
А.В. Келлер, С.А. Загребина 

В настоящее время активно развиваются исследования математических моделей 
Соболевского типа. В решении прикладных задач значимыми являются результаты, 
позволяющие получать их численное решение. Начальное условие Шоуолтера - Си­
дорова стало не просто обобщением задачи Коши для моделей Соболевского типа, а 
условием, позволившим при нахождении приближенного решения избегать проверки 
согласования начальных данных. Данная статья представляет обзор ряда результатов 
челябинской математической школы по уравнениям Соболевского типа, полученных с 
использованием либо непосредственно условия Шоуолтера - Сидорова, либо его обоб­
щений. 

Статья состоит из семи параграфов. В первом приведены результаты исследова­
ний разрешимости задачи оптимального измерения в модели Шестакова - Свиридю-
ка. Во втором параграфе представлен краткий обзор ныне существующих подходов к 
понятию белого шума. Третий параграф содержит результаты разрешимости ослаб­
ленной задачи Шоуолтера - Сидорова для системы леонтьевского типа с аддитивным 
«белым шумом». В четвертом параграфе приводится результат об однозначной раз­
решимости многоточечной начально-конечной задачи для уравнения Соболевского ти­
па первого порядка. Результатам исследования оптимального управления решениями 
такой задачи посвящен пятый параграф. Шестой и седьмой параграфы содержат ре­
зультаты, связанные с исследованиями оптимальных управлений решениями задачи 
Шоуолтера - Сидорова и начально-конечной задачи для уравнений Соболевского типа 
второго порядка соответственно. 

Ключевые слова: уравнения Соболевского типа; системы леонтьевского типа; 
оптимальное управление; задача Шоуолтера - Сидорова; (многоточечное) начально-
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Введение 
В рамках создания общей теории неклассических моделей, имеющих технические, фи­

зические и экономические приложения, сводящихся к уравнениям Соболевского типа или 
системам леонтьевского типа (конечномерный частный случай уравнений Соболевского ти­
па) , возникла необходимость создания численных алгоритмов для проведения вычислитель­
ных экспериментов. Отметим, что использование традиционного начального условия Коши 
накладывает ограничения при численном решении как начальных задач, так и задач оп­
тимального управления, т.к. требуется согласование начальных данных, проверка которых 
вызывает значительные трудности. Применение начального условия Шоуолтера - Сидорова 
при численном решении снимает необходимость ограничений на начальные условия и раз­
мерность исходных данных [1]. Кроме того, по мнению ряда авторов (см. обзор [2]), более 
естественным, чем условие Коши для уравнений Соболевского типа, является условие Шо­
уолтера - Сидорова, или его обобщение - начально-конечное условие [3]. В нашей статье 
приведен обзор результатов исследований, полученных в период с 2010 года челябинской 
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научной школой Г.А. Свиридюка в области уравнений Соболевского типа и систем леонтьев-
ского типа. 

Система леонтьевского типа 
(1) 

при начальных условиях Шоуолтера - Сидорова 

(2) 

моделирует измерительное устройство (ИУ), где f = Bu. Впервые А.Л. Шестаковым и ГА. 
Свиридюком была сформулирована задача определения входящего в ИУ сигнала u как за­
дача оптимального управления системами леонтьевского типа, или задача оптимального 
измерения [4]. В дальнейшем модели, в основе которых лежала эта задача, стали называть­
ся моделями Шестакова - Свиридюка. Но основе методов изучения таких моделей были 
построены численные алгоритмы восстановления сигнала, искаженного как механической 
инерционностью [5], так и резонансами в цепях ИУ [6]. Кроме того, представленные методы и 
алгоритмы были применены к задаче оптимального измерения покупательского поведения. 
В основе численного метода исследования математической модели ИУ и решения задачи 
оптимального измерения с учетом инерционности лежат алгоритмы численного решения 
систем леонтьевского типа и класса задач оптимального управления для систем леонтьев­
ского типа с начальными условиями Шоуолтера - Сидорова, разработанные А.В. Келлер 
[1]. Отметим, что здесь предполагается детерминированность входного сигнала u = u(t), 
т.е. отсутствие случайных возмущений, например, аддитивного белого шума. При изуче­
нии модели с детерминированным внешним сигналом очень полезными оказались методы 
и результаты теории уравнений Соболевского типа и вырожденных групп операторов [7], 
поскольку они позволили создать эффективный вычислительный алгоритм [1]. 

В настоящее время проводятся исследования моделей Шестакова - Свиридюка, в ко­
торых наряду с детерминированным сигналом предполагается наличие белого шума, как 
аддитивного [8, 9], так и мультипликативного [10, 11]. Поскольку модель представлена вы­
рожденной системой обыкновенных дифференциальных уравнений, то к ней трудно при­
менимы существующие ныне подходы Ито - Стратоновича - Скорохода и Мельниковой -
Филинкова - Алыпанского, в которых белый шум понимается как обобщенная производная 
винеровского процесса. Вместо этого предложена новая концепция «белого шума>, равного 
симметрической производной в среднем (производной Нельсона - Гликлиха [12, 13]) вине­
ровского процесса, причем подмечено, что данная производная совпадает с <обычной> про­
изводной броуновского движения теории Эйнштейна - Смолуховского [14]. 

Также были рассмотрены линейные уравнения Соболевского типа первого порядка 

(3) 

с начально-конечным условием [3] 

(4) 

причем даже изучено оптимальное управление решениями этих задач [15]. Помимо этого, 
были рассмотрены более общие, многоточечные начально-конечные условия 

(5) 

Здесь Pj, j = 0, n - специальным образом построенные относительно спектральные проек­
торы [16]. Заметим еще, что если в (5) взять j = 0, то это условие ничто иное, как условие 
Шоуолтера - Сидорова. 
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Также были получены результаты исследования полного уравнения Соболевского типа 
высокого порядка 

(6) 

для которого условие Шоуолтера - Сидорова [17] имеет вид 

(7) 

а начально-конечное условие [18] представимо в виде 

(8) 

причем, помимо однозначной разрешимости поставленых задач, исследуется и оптимальное 
управление их решениями. Причем Pj, j = 0 ,1, аналогично предыдущему случаю, специ­
альным образом построенные относительно спектральные проекторы. 

Статья состоит из семи параграфов. В первом приведены результаты исследований 
разрешимости задачи оптимального измерения в модели Шестакова - Свиридюка, выпол­
ненных А.В. Келлер и ее ученицей [5]. Во втором параграфе представлен краткий обзор 
ныне существующих подходов к понятию белого шума, почерпнутый в [14]. Третий пара­
граф содержит результаты разрешимости ослабленной задачи Шоуолтера - Сидорова для 
системы леонтьевского типа с аддитивным «белым шумом>, полученные А.Л. Шестако-
вым и Г.А. Свиридюком [14]. В четвертом параграфе приводится результат, доказанный 
С.А. Загребиной, об однозначной разрешимости многоточечной начально-конечной задачи 
для уравнения Соболевского типа первого порядка [3]. Результатам исследования оптималь­
ного управления решениями такой задачи, полученным Н.А. Манаковой и ее учеником, 
посвящен следующий, пятый параграф [15]. Шестой и седьмой параграфы содержат ре­
зультаты исследования А.А. Замышляевой и ее ученицы, связанные с исследованиями оп­
тимальных управлений решениями задачи Шоуолтера - Сидорова [17] и начально-конечной 
задачи [19] для уравнений Соболевского типа второго порядка соответственно. 

Эта статья написана к юбилею одного из родоначальников условия Шоуолтера - Си­
дорова - профессора Николая Александровича Сидорова. Авторы от всей души желают 
выдающемуся математику, создателю одной из крупнейших научных школ по уравнениям 
Соболевского типа и прекрасному человеку новых творческих успехов и многих лет счаст­
ливой жизни. 

1. Условие Шоуолтера - Сидорова 
в теории оптимальных измерений 
Пусть L и M - квадратные матрицы порядка n. Матрица M называется (L,p)-

регулярной, если такое, что det(αL — M) = 0, при этом p € {0} U N - порядок 
полюса в точке оо L-резольвенты (µL — M)~ матрицы M. Рассмотрим задачу Шоуолтера-
Сидорова 

(9) 

для системы леонтьевского типа 
(10) 

где det , вектор-функция В конечномерном 
случае (L, p )-ограниченный оператор представляет собой (L,p)-регулярную матрицу. В свою 
очередь, случай (L,p)-радиальности оператора является более общим, по сравнению с (L,p)-
ограниченностью оператора M, поэтому справедлива 
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следованиям подключились Р.Л. Стратонович и А.А. Скороход. Их подходы различаются, 
главным образом, в трактовке и н т е г р а л а , который возникает в правой части (19) 

после интегрирования. В настоящее время данный подход распространен и на уравнения в 
частных производных. Кроме того, в последнее время в школе И.В. Мельниковой сложи­
лось и активно развивается новое направление теории стохастических дифференциальных 
уравнений. Здесь уравнение (19) понимается в виде 

(20) 

где все производные рассматриваются в пространстве Шварца. Таким образом, обобщенная 
производная винеровского процесса в правой части (20) - аддитивный БШ. 

Отметим еще, что обзор подходов Ито - Стратоновича - Скорохода и Мельниковой -
Филинкова - Алыпанского представлен в [14]. Однако их вряд ли возможно применить к 
изучению уравнений вида (1). Первый подход не применим потому, что уравнения (1) (или 
в эквивалентной форме (18)) разбиваются на две части в силу теории Кронекера - Вей-
ерштрасса; одну из них можно решать интегрированием, как, например (19), зато другая 
решается только многократным дифференцированием, что достаточно затруднительно в 
силу свойства (w3). Второй подход не применим из-за того, что в теории оптимальных из­
мерений приходится опираться на теорию оптимального управления решениями уравнений 
вида (1), а она существует пока только в рамках гильбертовых пространств, и ее распро­
странение на локально-выпуклые пространства до сих пор не осуществлено. 

А.Л. Шестаковым и ГА. Свиридюком было предложено использовать вместо обобщен­
ной производной винеровского процесса производную в среднем [14]. Основы теории таких 
производных заложил О. Нельсон [12], а саму теорию до ее нынешнего состояния развил 
Ю.Е. Гликлих [13]. Одним из важнейших объектов этой теории является симметрическая 
производная в среднем случайного процесса, называемая еще текущей скоростью этого про­
цесса. В дальнейшем краткости ради именно эту производную будем называть производной 
Нельсона - Гликлиха. Будем, используя их обозначения, обозначать символами DSw(t) эту 
производную винеровского процесса w(t). 

Обсудим преимущества такой замены. Во-первых, производная Нельсона - Гликлиха 
в случае детерминированного (т.е. неслучайного) гладкого процесса совпадает с «обыч-
ной> производной точно так же как обобщенная производная совпадает с <обычной> произ­
водной гладкой функции. Во-вторых, производная Нельсона - Гликлиха винеровского про­
цесса w(t) посчитана и имеет следующий вид: Dsw(t) = (2t)~ w(t). Именно этот случайный 
процесс назван «белым шумом>(«БШ>), обращая внимание на кавычки. Как и обобщен­
ная производная винеровского процесса, этот <БШ> в силу свойства (w2) имеет нулевое 
математическое ожидание. Наконец, в-третьих, если винеровский процесс w(t) моделирует 
смещение частицы в броуновском движении, то, согласно теории Эйнштейна - Смолухов-
ского, его выборочные траектории п.н. эквивалентны уt- Отсюда DSw(t) п.н. равно (2v t ) _ , 
что просто-таки совпадает с <обычной> производной броуновского движения. 

3. Ослабленная задача Шоуолтера — Сидорова для уравнений 
леонтьевского типа с аддитивным «белым шумом> 
Пусть P(Ib

a х ) = P(Ib
a x ; Rn) - множество случайных процессов со значениями в R n. 

Случайный процесс η € P(Ib
a x ) будем обозначать символами η = η(t), считая его зависи­

мость от второй переменной ω € , имеющей место по умолчанию. Производную Нельсона -
о 

Гликлиха DS (если она существует) случайного процесса η будем обозначать символом η, 
о о 

т.е. DSη = DSη(t) =η=η (t). Подмножество (пространство Лебега) случайных процессов 
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Отсюда вытекают два важных вывода: во-первых, случайный процесс наблюдений 
β(0) = 0 п.н., и во-вторых, траектории β(t) п.н. непрервшны. 

4. Многоточечное начально-конечное условие для уравнений 
Соболевского типа первого порядка 
Пуств И и $ — банаховв1 пространства, операторв1 L € £(И;$) и M € Cl(il;$), причем 

оператор M силвно (L, p)-радиален [7]. Рассмотрим линейное уравнение Соболевского типа 

(27) 
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Отметим, наконец, что многие физические, технические и технологические процессы и 
явления такие, как, например, плоскопараллельная термоконвекция вязкоупругой несжи­
маемой жидкости, моделируются уравнениями Соболевского типа (27). При этом возникает 
необходимость осуществлять многочисленные наблюдения изучаемых процессов и явлений 
с различных точек и в различные моменты времени. Например, в целях предотвращения 
аварийных ситуаций, необходимо в различные моменты времени отслеживать выполнение 
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технологии в различных точках при обеспечении непрерывности процесса термоконвекции. 
Полученные ре зультаты наблюдений позволяют, решив многоточечную начально-конечную 
задачу (27), (29), восстановить параметры изучаемых процессов [3, 16]. 

5. Оптимальное управление решениями начально-конечной 
задачи для уравнения Соболевского типа первого порядка 
Пусть X, 2), ii - гильбертовы пространства, операторы причем оператор 

М (Ь,р)-ограничен, а оператор Д л я уравнения Соболевского типа 

(31) 

рассмотрена начально-конечная задача [3, 18], 

(32) 

где т ∈ R+ (для определенности, вообще можно т R\{0}), x 0 , xτ ∈ X. Задача оптимального 
управления решениями задачи (31), (32), закл∈ается в отыскании такой пары (x ˆ ,й) ∈ 
X × ilad, для которой выполняется соотношение 

(33) 

Здесь J (x, и) - некоторый специальным образом построенный функционал качества; управ­
ление - некоторое замкнутое и выпуклое множество в пространстве управ­
лений - решения задачи (31), (32). Таким образом, оптимальное управление 
решениями задачи (31) - (33) дает возможность минимизировать штрафные санкции. 

Определение 2. Вектор-функцию назовем 
сильным решением уравнения 

(34) 

если она п. в. на (0, т) обращает его в тождество. Сильное решение x = x(t) уравнения 
(34) назовем сильным решением начально-конечной задачи, если оно удовлетворяет (32) 
(см. [22]). 

В силу непрерывности вложения это определение корректно. Тер­
мин «сильное решение> введен для того, чтобы отличать решение уравнения (34) в данном 
смысле от решения (30), представленного в предыдущем параграфе, которое теперь уместно 
называть «классическим:». Заметим, что классическое решение является также и сильным 
решением задачи (32), (34). 

Была доказана [23] следующая 

^zj. Bu l l e t i n of t h e S o u t h U r a l S t a t e Univers i ty . Ser . M a t h e m a t i c a l Mode l l i ng , P r o g r a m m i n g 
& C o m p u t e r Sof tware (Bul le t in S U S U M M C S ) , 2015, vol . 8, no . 2, p p . 5 - 2 3 
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Подчеркнем, что также было доказано существование единственного силвного решения 
началвно-конечной задачи для линейного неоднородного уравнения Соболевского типа в слу­
чае относителвно p-секториалвного оператора, существование единственного оптималвного 
управления решениями рассматриваемой задачи и полученв1 необходимвге условия опти-
малвности управления в этом случае. Абстрактнвге теоретические резулвтатв1 примененв1 
в исследованиях оптималвного управления в моделях процессов, описв1ваемв1х линейнв1-
ми уравнениями Хоффа [15] и Дзекцера [24], заданнвши на графе с началвно-конечнвши 
условиями. Разработан и реализован с помощвю комплекса программ для ЭВМ алгоритм 
численного метода решения поставленнвгх задач. 
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7. Оптимальное управление решениями начально-конечной 
задачи для уравнения Соболевского типа второго порядка 

В е с т н и к Ю У р Г У . С е р и я « М а т е м а т и ч е с к о е м о д е л и р о в а н и е ~^J 
и п р о г р а м м и р о в а н и е » ( В е с т н и к Ю У р Г У М М П ) . 2015. Т. 8, № 2. С . 5 -23 
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At present, investigations of Sobolev-type models are actively developing. In the 
solution of applied problems the results allowing to get their numerical solutions are very 
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significant. The initial Showalter - Sidorov condition is not simply a generalization of the 
Cauchy condition for Sobolev-type models. It allows to find an approximate solution without 
checking the coordination of initial data. This article presents an overview of some results 
of the Chelyabinsk mathematical school on Sobolev type equations obtained using either 
directly Showalter - Sidorov condition or its generalizations. 

The article consists of seven sections. The first one includes results on investigation of 
solvability of an optimal measurement problem for the Shestakov - Sviridyuk model. The 
second section provides an overview of the currently existing approaches to the concept 
of white noise. The third section contains results on solvability of a weakened Showalter 
- Sidorov problem for the Leontief type system with additive "white noise". In the fourth 
section we present results on the unique solvability of multipoint initial-final value problem 
for the Sobolev type equation of the first order. A study of optimal control of solutions to this 
problem is discussed in the fifth section. The sixth and the seventh sections contain results 
related to research of optimal control of solutions to the Showalter - Sidorov problem and 
initial-final value problem for the Sobolev-type equation of the second order, respectively. 

Keywords: Sobolev type equations; Leontief type sistems; optimal control; Showalter -
Sidorov problem; the (multipoint) initial-finale value condition; optimal measurement. 
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