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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
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В статье представлен обзор работ автора по изучению задачи оптимального управ­
ления для полулинейных моделей Соболевского типа с s-монотонным и p-коэрцитивным 
операторами. Приводятся теоремы существования и единственности слабого обобщен­
ного решения задачи Коши или задачи Шоуолтера - Сидорова для одного класса вы­
рожденных неклассических моделей математической физики. Представленная теория 
базируется на методе фазового пространства и методе Галеркина - Петрова. Разра­
ботанная схема численного метода позволяет находить приближенные решения зада­
чи Коши и задачи Шоуолтера - Сидорова для рассматриваемых моделей. Строится 
абстрактная схема изучения задачи оптимального управления данного класса моде­
лей. На основе абстрактных результатов доказывается существование оптимального 
управления процессами фильтрации и деформации. Приводятся необходимые условия 
оптимального управления. 
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Светлой памяти профессора Альфредо Лоренци посвящается 

Введение 
В связи с высоким темпом развития производства и техники возникает все большая 

потребность в построении и изучении математических моделей, в частности, описывающих 
процессы упругости и фильтрации. Проведение натурных экспериментов дорого, поэтому 
возможность изучения процесса при помощи математического моделирования достаточно 
актуальна. Большой класс математических моделей основан на полулинейных неклассиче­
ских уравнениях в частных производных, не разрешенных относительно производной по 
времени. В современной научной литературе такие модели принято называть математиче­
скими моделями Соболевского типа. 

Как правило, процессы, протекающие в механике, технике и производстве, управляе­
мы. Особую роль играет исследование внешнего воздействия на изучаемый процесс, при 
помощи которого мы можем добиться желаемого результата. Изучение задач оптимального 
управления носит несомненно практический характер. 

В статье описываются разработанные автором методы, при помощи которых изучаются 
следующие математические модели: математическая модель Осколкова нелинейной филь­
трации, обобщенная математическая фильтрационная модель Буссинеска, обобщенная ма­
тематическая модель деформации конструкции из двутавровых балок. Рассмотрим каждую 
отдельно. 
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1. Математическая модель Осколкова нелинейной фильтрации. Пусть С Rп 

- ограниченная область с границей класса C°°. В цилиндре х R + рассмотрим условие 
Дирихле 

(1) 
для уравнения Осколкова нелинейной фильтрации 

(2) 

Условие Дирихле (1) и уравнение (2) образуют модель Осколкова нелинейной фильтра­
ции. Уравнение (1) моделирует процесс фильтрации вязкоупругой несжимаемой жидкости 
(например, нефти). Искомая функция x = x(s,t) соответствует давлению фильтрующейся 
жидкости; параметры α, λ € R+ характеризуют вязкие и упругие свойства жидкости соот­
ветственно; свободный член u = u(s, t) отвечает внешней нагрузке. Различные начально-
краевые задачи для уравнения (2) в разных аспектах были исследованы А.П. Осколковым 
и его учениками [1] в случае положительности параметра λ. Однако экспериментально [2] 
было показано, что параметр λ может принимать отрицательные значения. В работе [3] по­
казано, что фазовым пространством уравнения (2) при α = 0,p > 2 служит простое гладкое 
банахово многообразие. 

2. Обобщенная математическая фильтрационная модель Буссинеска. В цилин­
дре х R+ рассмотрим условие Дирихле (1) для обобщенного фильтрационного уравнения 
Буссинеска 

(3) 
Условие Дирихле (1) и уравнение (3) образуют обобщенную фильтрационную модель Бусси­
неска. Уравнение (3) является наиболее интересным частным случаем уравнения, получен­
ного Е.С. Дзекцером [4]. Здесь искомая функция x = x(s,t) отвечает потенциалу скорости 
движения свободной поверхности фильтрующейся жидкости; параметры α € R+, λ € R 
характеризуют среду, причем параметр λ может принимать отрицательные значения; сво­
бодный член u = u(s,t) соответствует внешней нагрузке, т.е. истокам и стокам жидкости. 
Исследование разрешимости неоднородной задачи было начато в [5]. 

3. Обобщенная математическая модель деформации конструкции из дву­
тавровых балок. Пусть G = G(V; 8) - конечный связный ориентированный граф, где 
V = {Vi}^£1 - множество вершин, а 8 = {Ej}j=1 - множество дуг. Мы предполагаем, что 
каждая дуга имеет длину lj > 0 и площадь поперечного сечения ребра dj > 0. На графе G 
рассмотрим уравнения 

(4) 

для всех s € (0, lj), t € R, j = 1,N. Для уравнений (4) в каждой вершине Vi, i = 1,M 
зададим краевые условия 

(5) 

(6) 
для всех Er,Ej € Ea(Vi), E^, Em € Eш(Vi), которые являются аналогами законов Кирх-
гоффа. Здесь через Ea^)(Vi) обозначено множество дуг с началом (концом) в вершине Vi. 
Условие (5) означает, что поток через каждую вершину должен равняться нулю, а условие 
(6) - что решение в каждой вершине должно быть непрерывным. Краевые условия (5), (6) 
и уравнение (4) образуют математическую модель деформации конструкции из двутавро­
вых балок. Уравнение (4) получено Н.Дж. Хоффом [6] в случае n = 1. Искомая функция 
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управления для них [28]. В последнее время появивлись приложения задач оптимального 
управления для систем леонтьевского типа к проблемам динамических измерений [29,30]. 
В [31] начато изучение задач оптимального управления для уравнений Соболевского типа 
высокого порядка. 

Для изучения вопроса существования решения задач (7), (8) и (7), (9) с самосопря­
женным, неотрицательно определенным, фредгольмовым оператором L и s-монотонным и 
p-коэрцитивным оператором M будем использовать метод монотонности. Построим прибли­
женные решения посредством метода Галеркина - Петрова. Идейно наши результаты близки 
к [32-35]. Существование приближенных решений доказывается с помощью теоремы суще­
ствования решения для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Для метода 
монотонности требуется построение априорных оценок. Наиболее простые априорные оцен­
ки проистекают из физических соображений и свойств операторов L и M. Доказательство 
единственности решения существенным образом опирается на свойство s-монотонности опе­
ратора M. Далее мы исследуем вопрос существования оптимального управления задачи (10) 
решениями задач (7), (8) и (7), (9). 

1. Разрешимость задачи Коши 
и задачи Шоуолтера - Сидорова 

Динамический случай 
Пусть TL = (TL; {•, •}) - вещественное сепарабельное гильбертово пространство, отож­

дествленное со своим сопряженным; (H,H*) и (Bj, B*), j = 1,k,k € N - дуальные (относи­
тельно двойственности (•, •}) пары рефлексивных банаховых пространств, причем вложения 

H ^ B k ^ ... ^ B i ^U^BX ^ ... ^B*k^H* (11) 

плотны и непрерывны. Пусть L € C(H;H*) - линейный, непрерывный, самосопряженный, 
неотрицательно определенный, фредгольмов оператор, чей ортонормальный (в смысле TL) 
набор собственных векторов {φk} образует базис в пространстве H, a M € £(H;H*) - линей­
ный, непрерывный, симметричный, 2-коэрцитивный оператор. Пусть Nj € Cr(B j; B*), r > 
1,j = 1,k - s-монотонные и pj-коэрцитивные операторы, где pj > 2 и pk = maxpj имеют 

j 
симметричную производную Фреше. 

Рассмотрим задачу Коши (8) для полулинейного уравнения Соболевского типа (7). Ввиду 
самосопряженности и фредгольмовости оператора L отождествим H D kerL = cokerL С H*. 
Поскольку coker L конечномерно, то H* = coker L ф im L, B*k = coker L ф [im L П B*k] • Значит, 
существует проектор Q вдоль coker L на im L П B*k. 

Сделаем допущение, что 

(12) 

и построим множество 
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Определение 1. Слабым обобщенным решением уравнения (7) назовем вектор-функцию 
х € X, удовлетворяющую условию 
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OF THE FILTRATION AND DEFORMATION PROCESSES 
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The article presents a review author's works on study of optimal control problems for 
semilinear Sobolev type models with s-monotone and p-coercive operators. Theorems of 
existence and uniqueness of weak generalized solution to the Cauchy or the Showalter -
Sidorov problem for a class of degenerate non-classical models of mathematical physics are 
stated. The theory is based on the phase space and the Galerkin - Petrov methods. The 
developed scheme of a numerical method allows one to find an approximate solution to the 
Cauchy or Showalter - Sidorov problems for considered models. An abstract scheme for 
study of the optimal control problem for this class of models is constructed. On the basis of 
abstract results the existence of optimal control of processes of filtration and deformation 
are obtained. The necessary conditions for optimal control are provided. 

Keywords: Sobolev type equations; optimal control; phase space method; Galerkin -
Petrov method. 
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