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Основной целью данной статьи является доказательство сходимости 
численного решения нестационарной системы леонтьеского типа с началь-
но-конечным условием. Нестационарные системы леонтьевского типа воз-
никают при исследовании динамических балансовых моделей экономики. 
Отметим, что нестационарность системы описывается с помощью скаляр-
ной функции, на которую умножена одна из матриц системы. Также под-
черкнем, что отличительной чертой систем леонтьевского типа является 
вырожденность матрицы при производной по времени, что обусловлено 
тем, что некоторые виды ресурсов экономических систем невозможно за-
пасти. В данной статье вместо стандартного начального условия использу-
ется начально-конечное условие, которое для экономических систем может 
интерпретироваться как учет показателей не только в начальный момент 
времени, но и показателей, которые будут достигнуты в конечный момент 
времени. Ранее решение такой задачи было изучено и описано с помощью 
контурных интегралов. Однако, для большеразмерных систем такой вид 
решения не очень удобен, поэтому в данной статье предлагается описание 
численного решения без использования контурных интегралов, а также ис-
следуется сходимость данного численного решения. 

Ключевые слова: относительно регулярные матрицы; задача Коши; задача 
Шоуолтера–Сидорова; аппроксимации разрешающих потоков матриц; сходи-
мость численного решения. 

 

Введение 
При построении математических моделей экономических систем и процессов широко ис-

пользуются балансовые модели [1,2]. Использование динамических моделей позволяет описать 
процесс изменения экономических показателей, установить непосредственную взаимосвязь меж-
ду предыдущими и последующими этапами развития и тем самым приблизить анализ на основе 
экономико-математической модели к реальным условиям развития экономической системы. 
Кроме того отметим, что реальные модели обычно имеют большую размерность. 

Рассмотрим в nR  динамическую балансовую модель в виде нестационарной системы леон-
тьевского типа 
 ),()()()( tftMxtatxL +=ɺ  (1) 

где ML,  – квадратные матрицы порядка n , причем 0det =L . Здесь +→ R];0[: Ta  – скаляр-
ная функция, описывающая изменение во времени параметров взаимовлияния значений иссле-
дуемой системы, а матрица M  – ),( pL -регулярна (т. е. существует С∈µ  такая, что 

0)det( ≠− MLµ , и бесконечно удаленная точка является полюсом матриц-функции 1)( −− MLµ  

порядка 0N∈p , здесь и далее NN ∪≡ }0{0 ). Вектор-функция nTf R→];0[:  описывает 

внешние воздействия на систему. Отметим, что условие вырожденности системы 0det =L  явля-
ется одной из отличительных черт систем леонтьевского типа, описывающих балансовые модели 
экономики, так как ресурсы определенного типа запасти нельзя [2]. Кроме того заметим, что ба-
лансовые модели зачастую имеют нестационарный вид, т. е. матрицы, входящие в систему (1), 
зависят от времени [3]. 

Системы леонтьевского типа являются конечномерным аналогом уравнений соболевского 
типа [4–6]. Данное исследование проведено в рамках теории вырожденных разрешающих се-
мейств операторов [5]. Нестационарные уравнения соболевского типа впервые были рассмотре-
ны в работе [7], далее для исследования таких уравнений было предложено использовать вырож-
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денные потоки операторов, которые являются аналогами разрешающих (полу)групп операторов 
[5] в стационарном случае. Разрешающие потоки матриц для нестационарных систем леонтьев-
ского типа рассмотрены в работе [8]. 

При решении прикладных задач возникают ситуации, когда часть условий на искомую век-
тор-функцию нам известна в начальный момент времени, а остальные условия, в силу учета осо-
бенностей моделируемого процесса, нам известны в конечный момент времени. В таком случае 
адекватно рассматривать начально-конечные условия [9] для систем леонтьевского типа. Началь-
но-конечную задачу будем рассматривать в следующем виде: 
 0))((,0))0(( 00 =−=− TT xTxPxxP , (2) 

где TPP ,0  – матрицы, с помощью которых задаются условия в начальный и конечный моменты 

времени, а векторы n
Txx R∈,0  описывают желаемые значения системы в начальный и конеч-

ный моменты времени соответственно. Начально-конечные условия могут быть применены при 
изучении различных математических моделей (см., например, [10–13]). Отметим, что начально-
конечные условия являются обобщением [14] условий Шоуолтера–Сидорова [15], которые при 
исследовании вырожденных операторно-дифференциальных уравнений являются более естест-
венными, так как снимают необходимость проверять согласование начальных данных [16]. 

Основной целью данной статьи является построение численного решения задачи (1), (2) без 
использования контурных интегралов, а также исследование сходимости этого решения. Числен-
ные решения начальных задач для систем леонтьевского типа исследуются, например, в работах 
[16–18]. 

Статья кроме введения, заключения и списка литературы содержит две части. В первой при-
водится необходимая информация для описания решений начальных задач для систем леонтьев-
ского типа, для которых разрешающие семейства матриц описаны с помощью предельных пере-
ходов. Во второй части приводится основной результат статьи, а именно построено численное 
решение начально-конечной задачи (1), (2) и показана его сходимость к точному решению. 
 

Решение начальных задач для нестационарной системы леонтьевского типа 
Пусть ML,  – квадратные матрицы порядка n , причем 0det =L . Рассмотрим в nR  неста-

ционарную систему леонтьевского типа 
 ),()()( tMxtatxL =ɺ  (3) 

где +→ R];0[: Ta  – скалярная функция, описывающая изменение во времени параметров взаи-

мовлияния значений исследуемой системы, вектор-функция nTx R→];0[:  искомая. 

Будем называть матрицу M  ),( pL -регулярной, если существует С∈µ  такая, что 

0)det( ≠− MLµ , и бесконечно удаленная точка является полюсом матриц-функции 1)( −− MLµ  

порядка 0N∈p . Этот термин является аналогом термина «регулярный пучок матриц ML −µ » 

К. Вейерштрасса [19]. 

Лемма 1 [8]. Пусть матрица M  ),( pL -регулярна )1,0( −= np . Тогда существуют проек-
торы, задаваемые с помощью матриц 

( ) ( ) .)(lim,)(lim
111111 +−

∞→

+−

∞→
−=−= p

kk

p

kk
MLLQLMLP  

Определение 1. Вектор-функция )];;0([1 nTCx R∈  называется решением (3), если подста-

новка этой вектор-функции в уравнение (3) делает его верным тожеством. Решение )(txx =  
уравнения (3) будем называть решением задачи Коши 
 00)( xtx =  (4) 

для уравнения (3) (коротко, задачи (3), (4)), если оно удовлетворяет условию Коши (4) при неко-

тором nx R∈0 . 

Определение 2. Вектор-функция )];,0([1 nTCx R∈  называется решением (1), если подста-
новка этой вектор-функции в уравнение (1) делает его верным тожеством при некоторой вектор-
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функции nTf R→],0[: . Решение )(txx =  уравнения (1) будем называть решением задачи 
Шоуолтера–Сидорова  
 0))(( 00 =− xtxP  (5) 

для уравнения (1) (коротко, задачи (1), (5)), если оно удовлетворяет условию (5) при некотором 
nx R∈0 . 

Используя аппроксимации Хилле–Уиддера–Поста [20] для матриц разрешающего потока [8], 
получим справедливость следующего утверждения. 

Теорема 1 [8]. Пусть матрица M  обратима и ),( pL -регулярна )1,0( −= np , а функция 

)];,0([1
+

+∈ RTCa p . Тогда для любой вектор-функции nTf R→];0[: , такой что 

)];;0([ nTCQf R∈  и )];;0([)( 1 np
n TCfQE R+∈− , а также для любого начального значения 

nx R∈0  существует единственное решение )];,0([1 nTCx R∈  задачи Шоуолтера–Сидорова 

(1), (5), которое имеет вид 
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Если дополнительно выполнено условие согласования 
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то функция (6) является единственным решением задачи Коши (4) для уравнения (1). 
Здесь и далее через nE  обозначена единичная матрица размера n . Отметим, что условие об-

ратимости матрицы M  в теореме 1 не является ограничительным, так как при проведении заме-
ны в системе (1) всегда можно добиться его выполнения (подробнее см. в [8]). 
 

2. Численное решение начально-конечной задачи для нестационарной системы леонтьев-
ского типа 

Пусть ML,  – квадратные матрицы порядка n , такие что 0det =L , а матрица M  ),( pL -

регулярна )1,0( −= np . Для постановки начально-конечной задачи обычно применяются спек-
тральные проекторы [9–14], которые задаются с помощью контурных интегралов. Однако в ко-
нечномерном случае такое задание матриц-условий можно упростить. Именно, представим мат-
рицу P  из леммы 1 в виде суммы двух матриц TPPP += 0 , причем эти матрицы TPP ,0  описы-

вают проекторы в nR , т. е. обладают теми же свойствами, что и матрица P . С помощью этих 
матриц задаются начально-конечные условия 
 0))((,0))0(( 00 =−=− TT xTxPxxP  (7) 
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с n
Txx R∈,0  описывающие желаемые значения в начальный и конечный моменты времени для 

нестационарной системы леонтьевского типа 
 ),()()()( tftMxtatxL +=ɺ              (8) 

где +→ R];0[: Ta  – скалярная функция, описывающая изменение во времени параметров взаи-

мовлияния значений исследуемой системы, вектор-функция nTf R→];0[:  описывают внешние 

воздействия на систему. Отметим, что аналогично матрицам TPP ,0  существуют соответствую-

щие им матрицы TQQ ,0 , для которых также выполнено равенство TQQQ += 0  для матрицы 

Qиз леммы 1. 

Определение 3. Решение )];,0([1 nTCx R∈  уравнения (8) назовем решением начально-
конечной задачи (7), (8), если оно дополнительно удовлетворяет этому условию (7). 

Сформулируем теорему о виде решения начально-конечной задачи для нестационарной сис-
темы леонтьевского типа. 

Теорема 2. Пусть матрица M  обратима и ),( pL -регулярна )1,0( −= np , а функция 

)];,0([1
+

+∈ RTCa p . Тогда для любой вектор-функции nTf R→];0[: , такой что 

)];;0([ nTCQf R∈  и )];;0([)( 1 np
n TCfQE R+∈− , а также для любых значений n

Txx R∈,0  

существует единственное решение )];,0([1 nTCx R∈  начально-конечной задачи (7), (8), кото-
рое имеет вид 
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Справедливость данного утверждения следует из применения теоремы 1 к задаче (7), (8). 
В теореме 2 через )(tx  обозначено точное решение задачи (7), (8), а через )(txk  – прибли-

женное численное решение этой задачи. 
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда приближенное решение )(txk  на-

чально-конечной задачи (7), (8) сходится к точному решению )(tx  этой задачи, причем выполне-

но неравенство ( ) ( ) constkx t x t k− ≤ . 

Доказательство. Для того, чтобы показать справедливость данного утверждения, предста-

вим решение (9) в виде )()()()()()( 04321 txtxtxtxtxtx ++++= , где )(txi  – предел соответст-

вующего слагаемого из (9). Покажем сходимость каждого из слагаемых )(txi
k  ( 4,3,2,1,0=i ). 

При достаточно больших k  для первых двух слагаемых решения имеют место неравенства  
1 1

1( ) ( )kx t x t C k− ≤ ,  2 2
2( ) ( )kx t x t C k− ≤  ( 21,СС  не зависят от k ), 
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которые справедливы в силу результатов из [21] для аппроксимации матриц разрешающих полу-
групп. Аналогично для третьего и четвертого слагаемого, используя оценки интегралов и резуль-
татов о сходимости из [21], получим неравенства вида 

3 3
3( ) ( )kx t x t C k− ≤ , 4 4

4( ) ( )kx t x t C k− ≤ , 

где 43,СС  также не зависят от k . Последнее слагаемое в решении также подчинено подобной 

оценке. 
В силу всех этих оценок мы получаем утверждение следствия. 
Заключение. В дальнейшем планируется применить полученные результаты при исследова-

нии конкретных моделей леонтьевского типа, а также для проведения вычислительных экспери-
ментов. Кроме того, в дальнейшем можно будет перейти к исследованию многоточечных началь-
но-конечных условий для систем леонтьевского типа. 
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The main purpose of the paper is to prove the convergence of a numerical solution to a non-
stationary Leontief-type system with an initial-final condition. Non-stationary Leontief-type systems are 
used in the study of dynamic balance models of the economy. Nonstationarity of systems is described 
using a scalar function, which is multiplied by one of the matrices of the system. The distinctive feature 
of Leontief-type systems is the matrix singularity at the derivative with time, which is due to the fact 
that some types of resources of economic systems cannot be stored. In the article, the initial-final condi-
tion is used instead of the standard initial condition, which for economic systems can be interpreted as 
taking into account indicators not only at the initial moment of time, but also indicators that will be 
achieved at the final moment of time. Previously, the solution of such a problem was studied and de-
scribed using contour integrals. However, this type of solution is not very convenient for large-
dimensional systems, so this article proposes a description of the numerical solution without the use of 
contour integrals, and also examines the convergence of this numerical solution. 

Keywords: relatively regular matrices; Cauchy problem; Showalter–Sidorov problem; approxima-
tions of resolving matrix flows; convergence of the numerical solution. 
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