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Актзгальвость темы 
Исследованию групп с ограничениями, наяоженнБши на совокупность 

централизаторов, посвещено большое число работ. Обзор результатов от
носящихся к этой тематике можно найти в работах Антонова В.А. [1,2, 5]. 

Мы отметим только результаты, связанные с относительной величи
ной централизат<ф0бв. 

Если G — произвольная группа я А — подгруппа из <?, то 

N{A) > А ■ С{А). 

Нас будут интересовать группы, в которых N{A) не сильно отличается 
от А • С{А) для некоторых подгрупп А. 

Подгруппу А группы G назовем обобщенно самонормализуемой, если 

N{A) = А ■ С{А). 

Если А — обобщенно самонормализуемая абелева подгруппа группы G, 
то N{A) = С{А). 

Ду Ни в своей работе (7] показал, что если для каждой подгруппы А 
простого порядка из группы G выполняется равенство N{A) = С {А), то 
группа G разрешима и ее свойства находятся между нильпотентностью 
и 2-замкнутостью (группа G 2-замкнзгга, если силовская 2-подгруппа в 
ней инвариантна). 

В работе Р. Брандэла, С. Франциози я Ф. Джовааи [6] исследуется 
ситуация, когда из равенства N(A) = С{А) для абелевой подгруппы А 
определенного вида сдадует абелевость самой группы. 

Следуя А. Жилотти и У. Тиберио {8, 9], назовем NC-rpymiaa конеч-
нуго группу, в которой для любого простого делителя р порядка группы 
и каждой силовской р-подгруппы Р группы G справедливо равенство 
N{Z{P)) = C{Z(P)). 

В этих работах [8, 9j показало, что любая JVC-rpynna не проста. В 
то же время, любая конечная группа изоморфно вкладывается в некото
рую iVC-rpjomy. .^вторами построены примеры iVC-rpynn произвольной 
фиттинговой длины с нетривиальным центром и iVC-rpynn без центра 
произвольной фиттинговой длины < 4. В работе [8] показано, что NC-
группа фиттинговой длины не более двух имеет нетривиальный центр и 
приведено описание некоторых классов iVC-rpynn фиттинговой длины 3 
с нетривиальным центром. 

Таким образом наличие обобщенно Сс1Монормализуемых подгрупп в 
группах не несет информации, яогтято-щой ттл;г птптгятгия этих групп. 

' ' О С НАЦИОНАЛЬНАЯ 
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в то же время, грутшы. в которых достаточно много обобщенно са
монормализуемых подгрупп, допускают полное охшсание. Так в работах 
Антонова В.А. [3, 4] были описаны конечные группы, в которых обобщен
но самонормализуемы все подгруппы. Там же описаны грзтшы с обоб
щенно самонормализуемыми абелевыми. неабелевыми. примарными. не-
примарны2.ш, инвариантными или неинвариантными подгруппами. От
метим следующий результат (утверждение 0.2 из диссертации), который 
нам понадобится в дальнейшем. 

У т в е р ж д е н и е ([4]). В конечной группе G в том и только в том 
случае для любой неинвариантной подгруппы Н выполняется равенство 
N{H) = Н • С{Н), когда G — группа одного из следующих типов: 

1) G — абелева группа; 
2) G — нильпот,ентная группа с коммутантом простого порядка; 
3) G обладает абелевым нормальным делителем А простого индекса 

р и силовская р-подгруппа из G абелева; 
4) G = {HX{a))Z{G), где Н —конечная элементарная абелева р-

группа, {\а\,р) = 1 , « все степени элемента а, не леэкаи^ие в Z{G), 
действуют на Н неприводимо. 

Слецзпсицим естественным шагом является исследование групп, в ко
торых нормализаторы подгруип мало отличаются от их централизато
ров, а именно, для каждой подгруппы А из выделенного множества под
групп выполняется н^авенство 

(*) тА):А-С{А)\<2. 

Это условие является центральным в диссертационной работе. В ра
боте С. Смита и А. Тирера [12] показано, что если в ксиечной группе G 
для силовской р-подгруппы Р выполняется ргшенство 

\N(P): Р-С(Р )1 = 2, 

а Р либо нецивашческая абелева rpjrnna^ либо имеет коммутант простого 
порядкгц ToG' <G. 

НескохЕько более общая систуация изучалась в работах Л . Хезелаи 
[10, 11]. Слеа^уя Л . Хезелаи [10], подгруппу А в примарной группе G 
назовем гибкой, если А совпадает со своим централизатором и имеет 
простой индекс в своем нормализаторе. Каждая р-гр5Тша максимального 
класса п > 1 обладает гибкими подгруппами порядка р^. И м получен ряд 
свойств конечных /ьгрупп, содержащих гибвсие подгруппы. 

Полностью описать группы с ограничением (*), удается только если 
подгруппа А пробегает достаточно большое множество подгрупп. 



Цель диссертаднж 
Целью диссертационной работы является исследование строения ко

нечных групп G в которых для любой подгрупш! А из выделенного мно
жества подгрупп группы G выполняется неравенство 

\N{A) : А ■ С(Д)| < 2. 

Методика исследованхя 
В работе применяются теоретико-групповые методы. 
Научная новизна 
Все результаты, полученные в диссертации являются новыми. 
Практическая и теоретическая ценность 
Работа имеет теоретический характер. Результаты и методы диссер

тации могут быть использованы в дальнейших исследованиях по теории 
групп. 

Апробация работы 
Результаты диссертации докладывались на Международном семина

ре по теории групп посвященном 70-летию А.И. Старостина и 80-летию 
Н.Ф. Сесекина (Екатеринбург, 2001), на Международной конференции 
"* Алгебра и ее приложения" (Красноярск, 2002), на Международной кон
ференции "Мальцевские чтения" (Новосибирск, 2003), на семинаре отде
ла алгебры и топологии ИММ УрО РАН и на алгебраическом семинаре 
ЮУрГУ. 

Публикацин 
Основные результаты диссертации опубпикованы в работах [13] - [18]. 
Структзфа и объем работы 
Диссертация состоит из введения и трех глав. Она изложена на 82 

страницах, библиография содержит 50 наименований. Нумерация теорем 
и лемм в каждой главе своя, например, теорема 3.2 — вторая теорема 
третьей главы. Главы делятся на параграфы. 

Содержание работы 
Во введении приводится мотивировка исследования и формулируются 

утверждения, необходимые в дальнейшем. 
Первая глава диссертации содержит два параграфа. В первом пара

графе изучаются конечные гр5тшы, в которых неравенство (*) выполня
ется для любой подгруппы и группы в которых неравенство (*) выпол
няется для любой абелевой подгруппы. 

Теорема 1.1. Пусть G — конечная группа, в которой для любой 
подгруппы А выполняется неравенство (*). Тогда О = К\Н, где Н — 



силовская 2-подгруппа группы G, подгруппа К абелева, \Н/Сн{К)\ < 2, 
и либо группа Н абелева, либо nfZ{H) — четверная или диэдральная 
группа. 

Теорема 1.2. Пусть G — конечная группа, в кстпорой условие (*) 
выполняется для каждой абелевой подгруппы А. Тогда G одного из сле
дующих типов: 

1) G — группа из теоремы 1.1; 
2) G = (Ко X Р) ■ (h) ■ {х), Н = P-{h) — силовская 2-подгруппа группы 

G, h'^ € Р, Ко{х) — абелева, х^ £ Z(G). При этом либо h е Z(H], 
{x)H/({x^)Z(H)) ^ A4u[h,x] = I, либо H/ZiH) = (H)A(y) — группа 
диэдра порядка 8 и G/{Ko х Р) = 5з; 

3)G = E- Z{G), где ЕS 51(2,5). 
Во втором параграфе изучается строение групп, в которых неравен

ство (*) выполняется для любой неабелевой подгруппы. 
Теорема 1.3. Пусть G — неабелева р-грщпа, в которой неравен

ство (*) выполняется для любой неабелевой подгруппы А. Тогда если 
рф2, то \G/Z(G)\ = jp, а если р = 2, то выполняется один из следую
щих случаев: 

1)\G/Z{G)\<8; 
2) G/Z{G) — диэдральная группа; 
3) G = К ■ Z{G), где К — центральное произведение двух групп 

Миллера-Морено с объединенным коммутантом; 
4) G/Z{G) = {{а)Щ) X (аг), (5>A(F) — группа диэдра, \Щ = 2, и если 

Ъ, X — представители смежных классов Ъи'Х, то (&,х] = [а^,х] = 1; 
5) G/Z{G) = ф,х), [5,г] G ф ,г^}, ^,х^ = 1, « каждая из фактор

групп G/{l?)Z{G) и G/{x^)Z{G) является либо диэдральной либо квази-
диэдральной группой; 

6) G/Z{G) = т X {1)Щ, Щ = 2,fe {z), [x\z] = I, {Е,г] = г»2 и 
G/{z)Z(G) — диэдральная или квазидиэдральная группа; 

7) G/Z{G) = {Ь)Х{х), \х\ = 4, |5| > 4, [х\Ь^] = 1 и G/{x')Z{G) -
диэдральная или квазидиэдрам>ная группа; 

8) G/Z{G) = ((¥) X {у))Х{х), й^ = у^=х^ = 1, [и,х] = v, [u,v] ф 1, 
\v,x\ = [u^.v] = 1. 

Следствие. Если G — неабелева нилъпотент,ная группа, в которой 
условие {*) выполняется для любой неабелевой подгруппы А, то G = 
К X Н, где Н — неабелева силовская р-подгруппа, строение которой 
определено в теореме 1.3, о группа К абелева. 



Теорема 1.4. Пусть G — ненильпотентная группа, в которой для 
любой неабелевой подгруппы А выполняется неравенство (*). Тогда 
группа G является группой одного из следующих типов: 

1) G = КХН, силовская 2-подгруппа Н либо абелева, либо удовле
творяет заключению теоремы 1.3, и либо \Н : С[]{К)\ = 4 и группа 
К X Си{К) абелева, либо ]Н : Сн{К)\ < 2. а группа К х С и {К) лубо 
абелева, либо имеет строение, указанное в следствии из теоремы 1.3; 

2) G имеет абелеву нормальную подгруппу простого индекса р и си
ловская р-подгруппа Р группы G абелева; 

3) G = {К\Р){х), КХР — группа из пункта 2) теоремы, т^ Е К и 
группа РХ{х) неабелева; 

4) G = Z{G) X К, где К S PSL{2, q) и либо д = 2",{2"-1) — простое 
^ « ^ 9 - 1 ^ « „ 3 " - 1 

число, либо 5 = 9, либо q и —-— — простые числа, либо q = 3 и — - — 
— простое число; 

5) G обладает таким рядом Z{G) < Z{S) < Н < G, чтю Н = 
Z{H) X К, где К ^ Аъ, и GIZ{H) S S5. 

Вторая глаза диссертации состоит тоже из дазос параграфов. В первом 
параграфе приводится описание конечных групп, в которых неравенство 
(*) выполняется для всех примарных подгрупп. 

Теорема 2 .1 . Пусть G — конечная группа, в которой для любой 
примаркой подгруппы А выполняется неравенство (*) . Тогда G = КХН, 
где Н — силовская 2-подгруппа группы G, имеющая строение, указан
ное в теореме 1.1, подгруппа К абелева, и для любой силовской под
группы Р из К выполняется неравенство \П : Сн(Р)\ < 2. 

Во втором параграфе исследуются группы с условием (*) для всех не-
примарных подгрупп. Отдельно рассмотрены случаи разрешимой, про
стой и неразрешимой не простой группы G. 

Теорема 2.2. Пусть G — конечная разрешимая группа, в которой 
условие (*) справедливо для любой непримарной подгруппы А. Тогда G 
одного из следующих типов: 

\) G — примарная группа; 
2) G —абелева непримарная группа; 
3) G = К X И, К — неединичная абелева группа, Н — силовская 2-

подгруппа из G и H/Z(H) является либо четверной, либо диэдралъной 
группой. 

4) G = КХН, группа К — абелева, силовская 2-подгруппа Н имеет 
строение указанное в теореме 1.1, \Н : Сн{К)\ < 2; 

5) G = FX{x), F являетсяр-группой, \х\ — простое нечеткое число 



Ч ф р, С{х) абелев, совпадает, со своим нормализатором и для любоИ 
X-допустимой подгруппы Н из F выполняется равенство 

РпС{х) = {НГ\С(х))-{Сг{Н)пС{х)у, 

6) G = FX{x), F является р-группой ступени нильпотентност.и не 
выше двух, \х\ = 2фр и Ср{х) < Z(F); 

1) G = F\{x), F является р-группой, р ф 2, \х\ = А и FA(x^) — 
группа из пункта 6); 

8) G = FX{{x)X{y)), F — абелева силовская p-nodzpynna из G, \х\ = 
Ч Ф PJ У^ — ̂ > F\{a) группа типа 5) или 6) для любого неединичного 
элемента а € {х)\{у), и если g # 2, то ху ф ух; 

9) G = F\{x), F — неабелева силовская 2-подгруппа, \х\ — простое 
число, и для любой х-допустимой подгруппы Н из F выполняется усло
вие 

\{Fr\C{x)) ■ (ЯПС(а: ) )- (СИЯ)ПС{х) ) | < 2, 
причел» хотя бы для одной подгруппы Н этот индекс равен 2; 

10) G = iFX{x)) ■ (т), |х| = р — простое число, т^ £ F, F ■ (г) — 
силовская 2-подгруппа группы G, х' — х~^, FXl^x) группа типа 5) или 
9), и если И — {{х)Х{т))-допустимая подгруппа из F, то 

F П С(х) = ( Я П С{х))-{Ср{Н) П C ( i ) ) . 

Теорема 2.3. Пусть G — конечная простая группа, в которой усло
вие (*) выполняется для любой непримарной подгруппы. Тогда G изо
морфна -одной из следующих групп: 

1) PSL(2,2") , (2" - 1 ) — простое число; 
2) PSL{2,p), р и ̂  — простые числа; 
3) PSL(2,3") , п = 2 или ̂  — простое число; 
4) Sz{S) или 5г(32). 
Теорема 2.4. Пусть G — неразрешимая не простая группа, в ко

торой условие (*) выполняется для любой непримарной подгруппы А. 
Тогда справедливо одно из следующих утверждений: 

1) G S Ss; 
2) G/F S Ai, F является 2-группой и если H/F — подгруппа не

четного порядка, то N{H) является группой типа 10) из теоремы 2.2 
3) G = F X А, F — абелева 2-группа, А '^ PSL(2,2"), число (2" - 1) 

простое. 



в третьей главе диссертации три параграфа. В первом параграфе 
исследуются конечные группы, в которых для любой инвариантной под
группы А вьшолняется неравенство (*). Конечно, описать все неразре
шимые группы с таким свойством не представляется возможным, так 
как таковыми являются все простые и квазипростые группы, их прямые 
произведения и т .п. Поэтому приведено только стрюение фактор-группы 
GjE, где Е — слой группы G. 

Теорема 3 .1 . Пусть G — конечная группа, в которой условие 
(*) выполняется для любой инваргшнтной подгруппы А. Тогда \G : 
F * (G ) | < 2, и если Е — слой группы G, то G/E ^ KXS, \S : CsiK)\ < 2, 
подгруппа К абелева, а силовская 2-подгруппа S либо абелева, либо 
фактор-группа S/Z{S) является четверной или диэдральной группой. 

Во втором параграфе изучаются конечные 2-группы, в которых нера
венство (*) выполняется для любой неинвариантной подгруппы А. От
дельно рассмотрены случаи двуступенно нильпотентной группы, группы 
с циклическим коммутантом и группы ступени нильпотентности больше 
двух с нециклическим коммутантом. 

Теорема 3.2. Если G — конечная двуступенно нильпотентная 2-
группа, в которой условие (*) выполняется для любой неинвариантной 
подгруппы А, то либо \0'\ < 4, либо G' и G/Z{G) — элементарные 
абелевы группы порядка 8. 

Пусть теперь G — rpjoma с циклическим коммутантам G' = (а), 
удовлетворяющая условию {*). 

Теорема 3.3. Пусть G — группа, с циклическим коммутантом (я) 
порядка не меньше 8, в которой условие (*) выполняется для любой 
неинвариантной подгруппы. Если найдется такой элемент х, что а = 
[х,у] и X € С{а), то выполняется один «з следующих случаев: 

1) G/ZiG) = {t)Xm X (?)), [j,,*] = 1, а» = а-\ lx,t] = а^^; 
2) G/ZiG) = (x)A((j?) X (?)), [x,j/] = x-\ [y,t] = 1 , [x,t] = r^W/"; 

3) G/ZiG) = (г)А(|?), 2 < |5| < 8, a» = a», a = - 1 (mod ^ j . 

Теорема 3.4. Пусть G — группа, с циклическим коммутантом (а) 
порядка не меньше 8, в которой условие (*) выполняется для любой не
инвариантной подгруппы. Если для любых х,у SG из[х,у] = а следует, 
что [а,х] -ф\ф [o,J/], "10 выполняется один из следующих случаев: 

1) G = {x,y)ZiG), [х,у] =а,а'= a ' S [а,у] = аИ/2; 
2) G = {x,y,t)Z{G), {x,y)Z{G) — группа из пункта Л), [x,t] = 1, 



Теорема 3.5. Пусть G — конечная 2-группа. в которой условие (*) 
выполняется для любой неинвариантной подгруппы. Если ступень ниль
потентности группы G больше двух, то ее коммутант либо является 
циклической группой, либо имеет, порядок 4. 

В третьем параграфе исследуется строение непримарных групп G. в 
которых условие (*) выполняется для любой неинвариантной подгрлтшы 
А. FpjTina G в этом случае разрепшма. При этом строение силовской 
2-подгруш1ы S группы G определено в теоремах 3.2 — 3.5. а холлова 
2'-подгруш1а Р группы G является группой из заключения утверждения 
0.2. Исследование разбито на части в зависимости от характера вложения 
подгрупп S и Р в G. 

Теорема 3.6. Если G = S х Р, то либо S — дедекиндова группа, а 
Р — группа из утверждения 0.2, либо группа Р абелева, а S — группа 
из теорем 3.2 — 3.5. 

Теорема 3.7. Если S < G, но Р^ G, то выполняется один из сле
дующих случаев: 

1) G — группа из пункта 3 или 4 утверждения 0.2; 
2) G = {S\{a))Z(G), 15*1 = 2 U (S/S')A(o> — группа из пункта 3 или 

4 утверждения 0.2; 
3) |S'| < 2, Р — группа из пункта 3 утверждения 0.2, и если 

Р = А{х), х' 6 А, то [S,A] = 1 « {S/S')X{x) — группа из пункта 3 
утверждения 0.2; 

4) Р — группа из пункта 4 утверждения 0.2, ]а\ = д", q простое 
число, группа S дедекиндова, Cp{S) = (ЯЛ(а»""'))^(Р), (5/5')А{а) — 
группа из пункта 3 утверждения 0.2. 

В случае когда Р <iG, S '^G доказана одна лемма носящая техниче
ский характер. Мы приведем только слкдствие из нее. 

Следствие. Если Р < G, а S <fG и \SfCs{P)\ > 2, то либо группа 
5 абелева, либо S/Z{S) — четверная «л« диэдральная группа . 

Теорема 3.8. Пусть G = PXS и S^lG. Тогда, если группа Р абеле
ва, то выполняется один «з следующих случаев: 

1) |5/С5(Р)| < 4; 
2) SICs{P) = (5), |s| > 8, [Р, 5) = Я X В. В = 1 или \SICs{B)\ = 2, Д 

является либо циклической группой простого порядка р, либо элемен
тарной абелевой группой порядка р^, причем в последнем случае эле
мент s^^* действует на Н неприводимо; 

3) [Р, 5] — элементарная абелева группа порядка р^, SfCs(P) явля
ется дг1эдральной, квазидиэдральной или кватернионной группой, и если 
(?) — циклическая подгруппа индекса 2 «з S/Cs{P), то s^l* действует 
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ка [P,S] непривадимо; 
i) [P,S\ = Н х В, Я — элементарная абелева группа порядка р^, 

S/Cs{P) — кватернионная группа, действующая на Н регулярно, (5 : 
Cs{B)\ = 2; 

а если группа Р не абелева, то Cs{P) — дедекиндова группа и вы
полняется одия из следующих случаев: 

5) Р — группа типа 2) из утверждения 0.2, \S/Cs{P)\ = 2, 3/Сз{Р) 
действует на Р/Р" регулярно « (с) ПР* = 1 для любого с£ Р\ Р'; 

6) Р — группа типа 4) из утверокдения 0.2, С${Р) = Cs{S) и вы-
полняется одно из следующих условий: 

а) \S/CsiP)\ = 2, 
б) [5, а] = 1 и Н — циклическая группа простого порядка р, 
в) Я — элементарная абелева группа порядка р^, S/C>i{P) является 

циклической, четверной, диэдральной, квазидиэдральной или кватерни-
онной группой, действие S/Cs{P) на И ■ Z{P) определено в пунктах 
2) — 4) теоремы. Cs{a)/Cs{P) либо циклическая, либо кватернионная 
группа и \SfCs{a)\ < 2; 

7) Р — группа типа 3) «з утверждения 0.2, и если Р = А{х), х^ S А, 
то Cs{P) = Сз(А) = Cs{x) и \S/Cs{P)\ = 2. 

Теорема 3.9. Если S^GuP^^G, moS = 5о(г), г̂  е So, 
G = {SQ\P){T), SQXP — группа из теоремы 3.7, а РА(г^ — группа из 
теоремы 3.8 
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