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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
С НЕИЗВЕСТНЫМИ НАЧАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ 

Н.М. Япарова 

В статье рассмотрена обратная задача для нелинейного параболического уравнения с 
неизвестными начальными условиями. Для решения обратной задачи предложен метод дис-
кретной регуляризации, основанный на использовании конечно-разностных уравнений и 
применении регуляризирующих функционалов. Построенная вычислительная схема позволя-
ет одновременно найти численное решение внутри рассматриваемой области и неизвестную 
граничную функцию. В статье проведено исследование устойчивости вычислительной схемы. 
Выявлено влияние величин шагов дискретизации и погрешности исходных данных на устой-
чивость численных решений. Предложенная схема послужила основой для разработки чис-
ленного метода и проведения вычислительного эксперимента. Результаты эксперимента для 
серии тестовых функций также представлены в данной работе и свидетельствуют о доста-
точной эффективности предложенного метода дискретной регуляризации. 
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Введение 

Исследования многих процессов тепло- и массопереноса приводят к формированию 
математических моделей, представленных нелинейными параболическими уравнениями 
с граничными условиями, известными на части границы. В этих задачах требуется 
найти неизвестную функцию, удовлетворяющую имеющимся уравнениям внутри рас-
сматриваемой области, а также граничным условиям. Примеры подобного рода задач 
можно найти в работах [1–6]. Один из подходов, позволяющий найти требуемые функ-
ции, заключается в решении обратных граничных задач. При этом сначала на остав-
шейся части границы восстанавливают граничную функцию, а уже затем, используя 
полученные результаты, находят решение поставленной задачи во внутренних точках. 
Исследованиям в этой области посвящены, например, работы [7–13]. Другое динамично 
развивающееся направление решения задач тепло- и массопереноса связано с разработ-
кой и исследованием численных методов, основанных на использовании конечно-
разностных и дифференциально-разностных схем. Различные методы, относящиеся к 
этому направлению, представлены, например, в работах [15–19]. Общей чертой суще-
ствующих подходов является то, все эти методы разрабатываются с учетом известных 
начальных условий. С другой стороны, протекание многих процессов тепло- и массооб-
мена связано с ситуацией, когда осуществить измерение во всем теле требуемой темпе-
ратурной или концентрационной функции не представляется возможным. Это приводит 

Вычислительная математика

2016, т. 5, № 2 43



к возникновению математических моделей с неизвестными начальными условиями. 
Один из путей решения данной проблемы заключается, например, во введении фиктив-
ных начальных условий [1–2, 14], что неизбежно отражается на точности получаемых 
решений.  

В данном исследовании полагают, что начальные условия неизвестны исследовате-
лям и для построения численного решения обратной граничной задачи с неизвестными 
начальными условиями предлагают метод дискретной регуляризации, основанный на 
использовании конечно-разностных схем. Основная идея метода заключается в том, что, 
в отличие от существующих подходов, где вычисление требуемой функции во внутрен-
них точках рассматриваемой области осуществляется по переменной, характеризующей 
время, мы находим неизвестную функцию относительно пространственной переменной. 
Такой подход позволяет значительно уменьшить влияние неизвестных начальных усло-
вий на результаты численного решения задач с неизвестными начальными условиями. 
Подобный подход был рассмотрен в работах [20–21] для линейных параболических 
уравнений. 

Статья имеет следующую структуру. В первом разделе приведена постановка зада-
чи, а также дополнительные свойства и ограничения на рассматриваемый класс функ-
ций. Во втором разделе предложена вычислительная схема метода дискретной регуля-
ризации. Третий и четвертый разделы посвящены исследованию устойчивости основной 
вычислительной схемы метода. В третьем разделе установлена зависимость погрешно-
сти общей вычислительной схемы от величин шагов дискретизации. В четвертом разде-
ле исследована локальная устойчивость метода при соответствующем выборе соотноше-
ния шагов дискретизации и параметра регуляризации, и получены некоторые оценки 
погрешности численного решения рассматриваемой задачи. В пятой части статьи приве-
дены результаты вычислительного эксперимента, основными целями которого являлись 
проверка принципиальной возможности построения численного решения задачи, устой-
чивого в некоторой подобласти и получение экспериментальных оценок погрешности 
метода. В заключении сформулированы итоговые выводы, полученные в результате 
проведенных исследований, а также указаны основные направления дальнейших иссле-
дований. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим цилиндрическую область 3RΩ⊂  и S RΩ = ×
ℓ

, где S
ℓ
 — кольцо, огра-

ниченное окружностями 1S∂ ℓ
 и 2S∂

ℓ
 с радиусами 0ℓ  и ℓ  соответственно. МножествоΩ  

ограничено поверхностями 1 1S R∂ Ω = ∂ ×
ℓ

 и 2 2S R∂ Ω = ∂ ×
ℓ

, а (0, )Q S T= ×
ℓ

. Рассмот-

рим уравнение 

( ) ( )( ) ( ) div ( ) , , , , ,t Tc u u u u u x y z tρ λ= ∇ ∈Ω    (1) 

где (0, )t T∈ , z R∈ , (0, )T TΩ = Ω× , а функция ( , , , )u x y z t  - осесимметрична и прини-

мает постоянные значения вдоль любой прямой, параллельной оси Oz . Дополнительно 
известны граничные условия: 

[ ] ( ) [ ] ( )
1 10, 0,

| , | ,
T T

u
u p t q t

n
∂ × ∂ ×Ω Ω

∂
= =

∂
    (2) 

где вектор n  является внешней нормалью к 1∂ Ω , при 0 0→ℓ . Коэффициентные функ-

ции ( ), ( ), ( )c u u uλρ  в (1) положительны, дважды непрерывно дифференцируемы в со-
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ответствующей области. Известно, что при некоторых 0( ) ( )p t p t=  и 0( ) ( )g t g t=  суще-

ствует функция 0u , удовлетворяющая (1), (2) но вместо точных значений 0 ( )p t  и 0 ( )q t  

известны некоторые приближения pδ , qδ  и некоторый уровень погрешности δ  такие, 

что [ ]( )0 0,
( )

C T
p t pδ δ− ≤  и [ ]( )0 0,

( )
C T

q t qδ δ− ≤ . В данной задаче необходимо найти 

( , , , )u x y z t , удовлетворяющую (1), (2) и граничное значение функции 

2 (0, )| ( )Tu tφ∂ Ω× =      (3) 

Из результатов, представленных в работе [16, 23] следует существование функции 

( ) ( )2,1
TTDu C C Dα

δ ∈ ∩ , удовлетворяющей в некоторой области T TD ⊂ Ω  соотношениям 

(1), (2), а также  2,1 (0, )H Tα β
δφ

+∈ , где (0,1)β ∈ , удовлетворяющей (3).  

Из результатов измерений величин ( ), ( ), ( )c u u uλρ  в используемом материале из-

вестно, что зависимость этих коэффициентов от значений функции ( , , , )u x y z t  допуска-

ет представление в виде полиномов. На практике наиболее часто используют линейную 
зависимость. При этом точность такого представления такова, что погрешность полино-
миальных аппроксимаций не оказывает значительного влияния на величину погрешно-
сти определения требуемой функции ( , , , )u x y z t  в исследуемом теле. Учитывая свойства 

( ), ( ), ( )c u u uλρ , для вычисления этих величин используем разложение по формуле Тей-

лора в окрестности точки (0,0,0,0)u u∗ = : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( , , , ) , ( ) ( ) ( , , , ) ,

( ) ( ) ( , , , ) ,

c u c u c u u x y z t u u u u u x y z t u

u u u u x y z t u

ρ ρ ρ

λ λ λ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

′ ′= + − = + −

′= + −
 

где 2 2

0x y+ ≤ ℓ , а значения ( ), ( ), ( )c u u uρ λ∗ ∗ ∗ , ( ) ( ) ( )* * *, ,c u u uρ λ′ ′ ′  получены из ре-

зультатов измерений соответствующих величин в материале, используемом в исследуе-
мом теле. Тогда полагаем 

( )ck c u∗′= , ( )k uρ ρ ∗′= , ( )k uλ λ ∗′= , 

0 0 0( ) , ( ) , ( )c c cc c u k u u k u u k uρ ρ λ λ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − = − = − . 

Получаем, что ( ), ( ), ( )c u u uλρ  определяются формулами 

0 0 0( ) , ( ) , ( )cc u c k u u k u u k uρ λρ ρ λ λ= + = + = + . 

Перейдем к цилиндрической системе координат, выполняя сдвиг по радиусу. Тогда 
область Q  преобразуется в {( , ) : 0 ,0 }Q r t r R t T= < < < <

ℓ
, где 0R = −ℓ ℓ , а уравнение 

(1) примет вид: 

( )1
( ) ( ) ( ) , , .

u u
c u u u r r t Q

t r r r
ρ λ

∂ ∂ ∂ = ∈ ∂ ∂ ∂ 
ℓ

 

Раскрывая оператор 
r

∂
∂

, получаем следующее представление задачи (1), (2): 

( )
2 2

2

( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) , , .

u u u u u
c u u u u r t Q

t u r r r r

λ
ρ λ λ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + ∈ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
ℓ

  (4) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0, , 0, , 0, ,ru t p t u t q t t T= = ∈   (5) 

где коэффициенты ( ), ( ), ( )c u u uρ λ  определим формулами 

0 0 0( ) · , ( ) · , ( ) · .cc u c k u u k u u k uρ λρ ρ λ λ= + = + = +    (6) 
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Требуется по pδ , qδ  и δ  данным найти функцию ( , )u r tα
δ , являющуюся решением 

задачи (4)–(6) и определить граничную функцию ( )tα
δφ . Если из теплофизических ха-

рактеристик процесса известно, что функция ( , )u r t  достаточно гладкая, и мы можем 

полагать, что существуют константы , , ,R CβΦ  такие, что ( )max ( , ) r tu r t eβ +≤ Φ  в каж-

дой точке ( , )r t Q∈
ℓ
, а 

( ) ( ) ( ){ }
, , ,

max max , max , maxtt rr rrrr
r t Q r t Q r t Q

u u u C
∈ ∈ ∈

≤
ℓ ℓ ℓ

,    (7) 

то для решения задачи (4)–(6) используем метод дискретной регуляризации. Вычисли-
тельная схема метода представлена в следующем разделе. 

2. Метод дискретной регуляризации 

Рассмотрим конечно-разностную сетку G  в области ,Q
ℓ

 

( ), : ( 1) , ( 1) ,

/ ; / ; 1, 1; 1, 1

i j i jr t r i h t j
G

h R N T M i N j M

τ

τ

 = − = −
= 

= = = + = +
, 

где значение M  не превосходит количества измерений, выполненных для ( )p t  и ( )q t .  

Обозначим , ( , )i j i ju u r t= .  Составим конечно-разностный аналог задачи (4)-(6). С 

этой целью используем конечно-разностное представление частных производных по r  и 
по t  в каждой точке G , предложенное в [22] и рассмотрим множество дискретных 

функций ( ){ },,h i j i jV v r t v= = , заданных на G . Конечно-разностный аналог уравнения 

(4) имеет вид: 

( )
( )

( )2

1, , 1, , 1,, 1 , 1, , , 1, ,

, , ,2 2

1, ,

2

1

i j i j i j i j i ji j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j

i j i j

v v v v vv v v v
c

v v h i h h h

λ λ λ
ρ λ

τ
+ + −+ + +

+

− − +− − −
= + +

− −
 

В отличие от существующих методов, использующих данный шаблон, мы выразим 
из этого уравнения 1,i jv + , что позволит значительно уменьшит влияние неизвестных 

начальных условий на результаты численного решения. Получаем при 2,i N=  и 

1,j M=  

( )
( )

( )
( ) ( )

2

, , , 1 , ,

1, , , 1,

1, , 1, ,

1 1

1 1

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

c i h v v i
v v v v

i i

ρ λ

λ λ τ λ λ
+

+ −
+ +

− − −
= + + −

− + − +
 (8) 

Граничные условия в конечно-разностной форме представлены следующим образом: 

1, 1, 2, 1,j j j j j j j jv u p v u hq p hq= = = + = +    (9) 

Непосредственное использование уравнения (8) не позволяет получать устойчивые ре-
шения задачи (4)–(6), более того, использование уравнения (8) невозможно при 

1j M= + . Поэтому для построения численного решения рассматриваемой задачи ис-

пользуем метод дискретной регуляризации. Суть метода заключается в том, что коэф-
фициенты в уравнении (8) вычисляются по формулам 

( )
, 0 , , 0 , , 0 ,

1, 0 , , ,

, , ,

,

i j c i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

c c k v k v k v

k v v

ρ λ

λ

ρ ρ λ λ

λ λ α λ α+

= + = + = +

= + − = −
   (10) 
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где α  — некоторый параметр регуляризации и шаги дискретизации выбираются согла-
совано с уровнем погрешности, а для вычисления значений , 1i Mv +  используется следую-

щая схема: 

( )
( ) ( )

2

, 1 , 1

1, 1 , 1 , 1 , , 1 , 1 1, 1

1, 1 , 1

1
( )

1 (1 )

i M i M

i M i M i M i M i M i M i M

i M i M

i c h
v v v v v v

i

ρ
λ

λ λ τ σ
+ +

+ + + + + + − +
+ + +

 −
= + − + − + 

− + −   

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
1, , 1, , , , 1,

2

1, 1 , 1

( 1 ) 11

(1 ) 1 1

i M i M i M i M i M i M i M

i M i M

i v v i v v

i h i

λ λ λσ
σ λ λ

+ + −

+ + +

− + − − − −
+ ×

− − − +
,      (11) 

где ( )0,1σ ∈ , а коэффициенты в уравнении (11) также вычисляются согласно форму-

лам (10) и шаги дискретизации также согласуются. 
 

3. Алгоритмические особенности метода дискретной 
регуляризации 

Исследуем устойчивость вычислительной схемы (8)–(10). С этой целью, мы исполь-
зуем подход, принятый в теории регуляризации, см., например, [24]. Введем в рассмот-

рение функции iw  при всех 1,i N= , определяемые формулой: 

1 1, ,
1, 1

max ,i i j i j
j M

w v v+ +
= +

= −  

где ,i jv  удовлетворяет (8)–(10) и определим условия, при соблюдении которых будет 

иметь место неравенство 1Nw Kδ+ ≤ , где K  — некоторая константа.  

Так как значение M  не превосходит количества измерений, выполненных исследо-
вателями для функций ( )p t  и ( )q t , то мы полагаем, что M  и, следовательно, величина 

шага дискретизации τ  по переменной, характеризующей время, нам известна. Выберем 
значения N , характеризующей шаг дискретизации по пространственной переменной и 
параметр регуляризации α  так, чтобы при известном значении M  имело место требуе-
мое неравенство. 

Сначала оценим α  и коэффициенты в (8). Обозначим 
( )
( )

,

,
, ,

1
max

1 | |

i j

i j
i j i j

i

i i v

λ
µ

λ α
−

=
− −

, и 

( )
( )( )

2

, ,

,
1, ,

1
max

1

i j i j

i j
i j i j

c i h

i

ρ
η

λ λ τ+

−
=

− +
. Полагаем α  таким, что при всех 1, 1i N= +  и 

1, 1j M= + выполнено 

( )
,

,
,

min
1 | |

i j

i j
i ji v

λ
α <

−
.    (12) 

Имеем: 

( )
( )

,

, ,

11
1 1,

11

i j

i j i j

i

i i vN

λ

λ α

−
− < <

− −+
   (13) 

тогда 1µ < . С учетом (10) получаем следующую оценку: 

1 , 1 ,
1,

max | |i i j i j i
j M

w v v wη µ+ +
=

≤ − + . 
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Так как нам не известны начальные условия, то мы можем учитывать только огра-
ниченность функции ( , )u r t . Имеем: 

, 1 ,
1,

max | | 2 R T

i j i j
j M

v v e +
+

=
− ≤ Φ . 

Полагая 
1, 1

max j
j M

S q
= +

= , учитывая (9) и выбирая 1N R> + , получаем  

2 2, 1,
1, 1 1, 1

max | | max | | ( ) ,j j j
j M j M

w v v q h h S Sδ δ
= + = +

= − ≤ ≤ + ≤ +  

( )2 2 1 1

1

1
2 ... ( ) 2 ( )

1

R T i i R T i

iw e S e Sη µη µ η ηµ δ µ η δ µ
µ

+ − − + −
+ ≤ Φ + + + + + + < Φ + +

−
,  

при 3, 1i N= + . Тогда 

2

1

1
2 ( ) .

1

R T N

Nw e Sη δ µ
µ

+ −
+ ≤ Φ + +

−
     (14) 

Из (10) следует, что имеет место оценка 
2, 1, 1,

2
, ,

,

max
( 1)

i j i j

i j M
j

N
i

ch

v i

ρ
η

τ α= + =
≤

−
. Отсюда и того, 

что ( ) ( ), , ,1 1i j i j i ji v i vα α λ− − <≤  следует, что для получения устойчивого решения 

необходимо выполнение условия 
( )

2, 1, 1,2, 1, 1,

2
, ,

, , , ,

1
max min

i j

i N j Mi N j M

i j

i j i j i j i j

i vh

c c

α λ
τ ρ ρ= + == + =

−
< < . Учитывая 

эти особенности, получаем, что шаги дискретизации должны удовлетворять соотноше-
нию 

2
,(

2, 1,

)

1, 1
, ,

1
min

2 i N

i jR T

i j
j

i
M

j

h
e

c

λ
δ

τ ρ= + =

+

+

−≤ Φ .   (15) 

Тогда 

2

1 ( ) .
1

N

Nw S K−
+ ≤ + + ≤

−
δ

δ µ δ
µ

 

Принимая во внимание, что при предложенном подходе 1µ < , получаем, что для 

выполнения последнего неравенства необходимо, чтобы величина N, характеризующая 

количество частей разбиения отрезка [ ]0, R , удовлетворяла соотношению: 

1
2 log

1
 ,N K

S
µ

δ
µ δ

  
> + −  − +  

    (16) 

где 
1

1
1

K
S

δ
µ δ

 
− < − + 

. Последнее достигается, если положить 
1

1
1

K
µ

= +
−

.  

Таким образом, соотношение 1Nw Kδ+ ≤  имеет место при известном значении M, ес-

ли выполнено условие (12), (15) и (16). 

4. Локальная устойчивость метода дискретной 
регуляризации 

Выполним оценку погрешностей конечномерных аппроксимаций при известном M, 
выбранном из условия (16) значении N и α, удовлетворяющем  полагая, что коэффици-
ентные погрешности не оказывают существенного влияния на суммарную погрешность 
метода.  
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Используя конечномерные аппроксимации частных производных, получаем, что при 

2, 1i N= +  и 1,j M=  имеет место следующее представление: 

( )
( )

( )
( ) ( )

2

, , , 1 , ,

1, , , 1,

1, , 1, ,

1 1

1 1

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

c i h u u i
u u u u

i i

ρ λ
λ λ τ λ λ

+
+ −

+ +

− − −
= + + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2

, , 1, ,

1, , 1, ,

1 ( ) 1
( ) 2 ( )

1 1

i j i j i j i j

i j i j i j i j

c i h i h
O O h

i i

ρ λ λ
τ

λ λ λ λ
+

+ +

− − −
+ + +

− + − +

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2
21, , , , 2

1, , 1, , 1, , 1, ,

( ) 1 1
( ) ( ) ( )

( )( 1 ) 1 1

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

i h h i h
O h O h O h

u u i i i

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
+

+ + + +

+
− − −

+ +
− − + − + − +

 

Введем в рассмотрение функции is , определяемые формулой: 

, ,
1, 1

max , 1, 1i i j i j
j M

s v u i N
= +

= − = + . 

где ,i jv  удовлетворяет (8)–(10), а ,i ju  является решением задачи (4)–(6). Для исследова-

ния устойчивости необходимо оценить величину 1Ns +  при выбранных значениях M, N и 

α. Имеем: 

( )
( )( )

( )
( ) ,

2

, , ,( )

1

1, ,1, ,

1 1
2 2

11 i j

i j i j i jR T

i i

i j i ji j i j

c i h i
s s e s

ii

ρ λ

λ λλ λ τ
+

+
++

− −
≤ + Φ + +

− +− +
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
2 2

2, , 1, , 1, ,

1, , 1, , 1, , 1, ,

1 ( ) 1 ( ) 1
( ) 2 ( ) ( )

1 1 ( )( 1 )

i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

c i h i h i h
O O h O h

i i u u i

ρ λ λ λ λ
τ

λ λ λ λ λ λ
+ +

+ + + +

− − − − −
+ + + +

− + − + − − +

 

( )
( )
( )

2

, , 2

1, , 1, ,

1
( ) ( )

1 1

i j i j

i j i j i j i j

h i h
O h O h

i i

λ λ
λ λ λ λ+ +

−
+ +

− + − +
    (17) 

Оценим слагаемые в (17). С учетом (14) и (15) имеем: 

( )
( )

2

, , ( )

1, ,

1
2

1

i j i j R T

i j i j

c i h
e

i

ρ
δ

λ λ τ
+

+

−
Φ ≤

− +
     (18) 

Из соотношения (11), определения µ  и того, что ( ), ,| | 1i j i jv iα λ− < , следует  

( )
( )

( )
( ) ( )

1, , , ,

1, , 1, , 1, ,

| | 1 | | 1

1 1 1

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

i h v i h h
h

i i i

λ λ α λ
µ

λ λ λ λ λ λ
+

+ + +

− − −
≤ < <

− + − + − +
  (19) 

Из (6) следует, что 1, ,

1, ,

i j i j

i j i j

k
u u

λ

λ λ+

+

−
=

−
. С другой стороны, из (10) следует, что 

1, , ,i j i j i jvλ λ α+ = − , тогда, полагая ,
1, 1, 1, 1

min i j
i N j M

λ λ∗

= + = +
=  и учитывая (12) и (19), имеем:  

( )
( )

2 2 2
1, ,

1, , 1, , ,

1

1

i j i j

i j i j i j i j i j

i h h k h
k

u u i

λ
λ

λ λ

λ λ λ λ
+

∗
+ +

− −
≤ ≤

− − +
,    (20) 

( )
( ) ( )
, ,

1, , 1, ,

1
1, 1

1 1 1

i j i j

i j i j i j i j

i

i i i

λ λ µ
µ µ

λ λ λ λ+ +

−
≤ ≤ ≤ ≤ ≤

− + − + −
.  (21) 

Из соотношений (7), (17)–(21) следует, что 

( ) 2 2 2 4

1 1 2 3 , 2, .i i

k
s s C Ch C C h i Nλµ η τ µ µ

λ
δ+ ∗

  ≤ + + + + + =  
 

+


 (22) 
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Полагаем 2 2 2 43
k

C Ch C C hλη τ µ µ
λ∗
 

Ψ = + + + 
 

. Из того, что 2 2, 2,
1, 1

max j j
j M

s v u
= +

= − ≤  

0 0

1, 1,
1, 1

max ( )j j j j
j M

u hq u hq Сh h Chδ δ
= +

≤ + − + + ≤ + + , где 0 0

1 ,j ju q  — точные значения соот-

ветствующих функций, а 1, ,j ju q  — приближенные значения, следует, что соотношение 

(22) имеет вид  

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1 2

0

1 2 1 2 1 2 .
i

i k

i i

k

s s sµ µ µδ δ
−

−

+
=

 
≤ + + + + +Ψ 

 
+ + Ψ ≤ ∑  

Тогда при 2,i N=  выполнено  

( ) ( )1

1 2

1
1 2

4

N

Ns h Chµ δ δ δ
µ

−

+

 
≤ + + + + +Ψ 

 
.  (23) 

Из соотношений (15), (16), (23) следует, что устойчивость метода зависит от величи-
ны шагов дискретизации и для получения приближенного решения необходимо выби-
рать достаточно небольшие значения N .  

5. Вычислительный эксперимент 

Основная цель вычислительного эксперимента  заключалась в проверке принципи-
альной возможности построения численного решения во всей области рассматриваемой 
обратной нелинейной задачи  методом дискретной регуляризации и получение соответ-
ствующей граничной функции (4). Кроме того, для получения экспериментальных оце-
нок погрешностей были вычислены величины отклонения найденных граничных функ-
ций от тестовых значений. Основные этапы эксперимента заключаются в следующем.  

На начальном этапе эксперимента находим решение прямой задачи: 

( )
2 2

2

( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) , , .

u u u u u
c u u u u r t Q

t u r r r r

λ
ρ λ λ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + ∈ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
ℓ

   (24) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0, , , , 0, ,u t p t u R t t t Tφ= = ∈     (25) 

( ) [ ],0 0( ) , ,u r f r r R= ∈     (26) 

где коэффициенты определены формулами: 

0 0 0( ) · , ( ) · , ( ) · ,cc u c k u u k u u k uρ λρ ρ λ λ= + = + = +   (27) 

Далее, определяем функцию ( )q t  по формуле 2, 1,
( )

j j

j

u u
q t

h

−
= , а затем находим 

( ),jp tδ  ( )jq tδ  как значения случайных величин, равномерно распределенных на соот-

ветствующих интервалах ( ) ( ),j jp t p tδ δ − +   и ( ) ( ),j jq t q tδ δ − +  . 

На следующем этапе с помощью предложенной вычислительной схемы получаем 
численное решение задачи (4)–(6) для ,p qδ δ ,как внутри области, так и на границе.  

Результаты численного решения задачи (4)–(6) для некоторых тестовых функций 
представлены на нижеприведенных рисунках и табл.1. Так как исходное уравнение (1) 
не содержит дополнительной функции источника, то в качестве тестовых функций ис-
пользовались функции, представимые в экспоненциальном виде. Все рисунки имеют 
одинаковую структуру и используют одинаковые обозначения. На левых рисунках изоб-
ражены графики граничной функции. Обозначение 0u  соответствует графику тестовой 
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функции, а uαδ  — численному решению задачи идентификации граничной функции. 

Многомерные поверхности, представленные на правых рисунках, иллюстрируют реше-
ния прямой задачи (24)–(27) и обратной задачи (4)–(6), полученные во всей области Q

ℓ
. 

Поверхности, имеющие название “Exact solution” соответствуют численному решению 
прямой задачи (24)–(27), а поверхности “Regularized solution” — численному решению 
задачи (4)–(6). 
 

 
Рис. 1. Результаты численного решения нелинейной обратной граничной задачи 

для тестовых функций ( ) ( )0, , tu t u R t te−= =  

 
Рис. 2. Результаты численного решения нелинейной обратной граничной задачи 

для тестовых функций ( ) ( )10, ( ), ,t tu t t e e u R t te− − −= − =  
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Рис. 3. Результаты численного решения нелинейной обратной граничной задачи 

для тестовых функций ( ) ( ) 20, , , 1 ( 1)tu t te u R t t−= = − −  

 

  
Рис. 4. Результаты численного решения нелинейной обратной граничной задачи 

для тестовых функций ( ) ( )1

1
0, , ,

1

t
te

u t t u R t te
e

γ

γ

−
−

−

−
= − =
−

 

 

 
Рис. 5. Результаты численного решения нелинейной обратной граничной задачи 

для тестовых функций ( ) ( ) 1

1
0, , ,

1

t
t e

u t te u R t t
e

γ

γ

−
−

−

−
= = −

−
, где 0γ >  
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С целью получения экспериментальных оценок погрешностей были найдены величи-

ны 
( )0
0,

( )
C T

N u uαδ δ∆ = − , где 0u  — тестовое значение функции ( ),u R t , а uαδ  — чис-

ленное решение задачи (4)–(6). Для краткости изложения в табл. 1 приведены некото-
рые средние значения ( )Nδ∆ , полученные при 0,05δ =  и соответствующей реализации 

условий (5) в тестовых функциях.  

Таблица 1 
Экспериментальные оценки погрешности численных решений 

Тестовые функции N  ( )Nδ∆  

( )
( )
0,

,

t

t

u t te

u R t te

−

−

=

=  

5 0,0377 

6 0,0346 

7 0,0282 

8 0,0252 

9 810,5 10⋅  

10 2085 10⋅  

( )

( )

1

1
0, ,

1

, ,

t

t

e
u t t

e

u R t te

γ

γ

−

−

−

−
= −
−

=

0.05γ =  

5 0,1084 

6 0,1026 

7 0,0805 

8 0,0765 

9 50,5 10⋅  

10 1332 10⋅  

( )

( ) 1

0, ,

1
, ,

1

t

t

u t te

e
u R t t

e

γ

γ

−

−

−

=

−
= −
−

0.05γ =  

5 0,2795 

6 0,2688 

7 0,2556 

8 0,2555 

9 562 10⋅  

10 1230,5 10⋅  

 
Результаты эксперимента свидетельствуют о том, что предложенный метод дис-

кретной регуляризации позволяет с достаточной точностью определять неизвестную 
граничную функцию, а также находить требуемую функцию ( , )u r t  во всей рассматри-

ваемой области при условии согласования величин шагов дискретизации и парамет-
ра α . 

Заключние 

В статье рассмотрена обратная граничная задача для нелинейного параболического 
уравнения с неизвестными начальными условиями. Для численного решения задачи 
предложен метод дискретной регуляризации и проведено исследование устойчивости 
основной вычислительной схемы метода. С целью проверки эффективности предложен-
ного метода и получения экспериментальных оценок погрешностей был проведен вычис-
лительный эксперимент. Результаты эксперимента согласуются с полученными теорети-
ческими оценками и свидетельствуют о том, что метод обладает свойством саморегуля-
ризации. Предложенная вычислительная схема позволяет значительно уменьшить влия-
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ние неизвестных начальных условий и, соответственно, получать численные решения в 
соответствующей подобласти с достаточной точностью. Результаты данного исследова-
ния могут быть использованы при решении прикладных задач, возникающих, например, 
в металлургии, в метрологии, а также при исследовании наноструктур.  

Для уточнения оценок погрешностей предложенного метода в дальнейшем планиру-
ется провести исследование устойчивости полной вычислительной схемы и оценить вли-
яния саморегуляризующих свойств алгоритма на величину погрешностей численных 
решений. 
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