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Построено аналитическое решение задачи о сходящейся ударной волне 
в сосуде с непроницаемой стенкой, описывающее случаи плоской, цилинд-
рической и сферической симметрии. На границе сосуда задана отрицатель-
ная скорость, а скорость холодного идеального газа равна нулю. В началь-
ный момент времени из этой точки начнет распространяться ударная волна 
к центру симметрии. Граница сосуда будет двигаться по определенному за-
кону, согласованному с движением ударной волны. В эйлеровых перемен-
ных она движется, но в лагранжевых переменных её траектория является 
вертикальной линией. Получены уравнения, определяющие структуру те-
чения газа между фронтом ударной волны и границей как функции време-
ни и лагранжевой координаты, а также зависимость энтропии от скорости 
ударной волны. Для всех случаев симметрии найдены показатели автомо-
дельности и соответствующие им значения безразмерных координат для 
широкого диапазона показателей адиабаты. Задача решена в лагранжевых 
координатах и принципиально отличается от ранее известных постановок 
задачи о схождении автомодельной ударной волны к центру симметрии и её 
отражении от центра, которые построены для бесконечной области в эйле-
ровых координатах. 

Ключевые слова: ударная волна; плоская симметрия; цилиндрическая сим-
метрия; сферическая симметрия; идеальный газ; аналитическое решение. 

 
Введение 

Развитие теории размерности и подобия величин механики сплошной среды позволило в 
разные годы ХХ века получить автомодельные решения задачи о фокусировке ударной волны в 
бесконечном идеальном газе [1–9]. Задачи, имеющие аналитическое решение, еще называют 
«эталонными» задачами, так как они используются для верификации математических моделей 
динамических процессов механики сплошных сред. Однако реальные тела имеют конечные раз-
меры. В данной работе рассмотрена задача о сходящейся ударной волне в сосуде с непроницае-
мой стенкой, имеющая точное аналитическое решение, описывающее три типа одномерных дви-
жений – плоские, цилиндрически и сферически симметричные движения. 
 
Постановка задачи 

Рассматривается сосуд с непроницаемой стенкой, в котором находится газ массой 0M  и на-

чальными при 0t t=  параметрами газа ρ0 = const, 0U  = 0, 0P  = 0, 0E  = 0, где ρ – плотность, U  –
 скорость, P  – давление, E  – удельная внутренняя энергия. Лагранжевой координатой является 
масса M . Второй независимой переменной является время t . В точке 0 0,t M  задана скорость 

1 0U < . Таким образом, в этой точке задан сильный разрыв, который при 0t t>  распространяется 

к центру симметрии и в момент ft  фокусируется в точку 0M = . Граница сосуда при 0t t>  дви-

жется в переменных ,r t , но в переменных ,M t  её траектория является вертикальной линией. 
Вообще говоря, все траектории частиц являются вертикальными линиями, вдоль которых сохра-
няется то значение энтропии, которое возникло на ударной волне. Параметры газа между удар-
ной волной и границей определяются системой законов сохранения Эйлера–Гельмгольца. Урав-
нение состояния используются в двух формах: 
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 ( ) ( )1 , ,P E P F s γγ= − ρ = ρ  (1) 

где ( )F s  – функция от энтропии. 

Ударная волна 
Законы сохранения на ударной волне (УВ) при 0 0 0 00, 0, 0, 0U P E F= = = =  имеют вид [10]: 

 ( ) 0 0,w wD U Dρ ρ− − =  (2) 

 0 0,w wDU Pρ − =  (3) 

 2
0

1
0.

2w w w wD E U P Uρ  + − = 
 

 (4) 

Индексом «w» обозначены величины на ударной волне, D  – скорость ударной волны. Преобра-
зуем эти уравнения к виду, содержащему зависимости , , ,w w w wU F Pρ  от скорости ударной вол-

ны в лагранжевых координатах. Лагранжева координата wM  ударной волны в одномерном слу-

чае связана с её эйлеровой координатой wr  уравнением 

 0 ,w w

s
M rµ µρ

µ
=  (5) 

где 

1,плоская симметрия 1,при 1

2,цилиндрическая симметрия , 2 ,при 2

3,сферическая симметрия 4 ,при 3

sµ

µ
µ π µ

π µ

= 
 = = = 
  = 

. 

Скорость ударной волны в лагранжевых координатах есть изменение wM  со временем 

 1
0 .w

w
dM

W s r D
dt

µ
µ ρ −= =  (6) 

Заменим эйлерову координату ударной волны её лагранжевой координатой. Для этого выра-
зим wr  из (5) и подставим в (6) 

 ( )( ) ( )11
0 .wW M s D

µµ µ
µµ ρ−=  (7) 

Выразив в (7) D  через W  и wM  и подставив в (2)–(4), получим с помощью (1) величины на 

ударной волне, содержащие W  и wM : 

 0
1

;
1w

γρ ρ
γ

+=
−

 (8) 

 ( ) ( )( )1 1
0

2
;

1w wU s M W
µ µ µ

µ ρ µ
γ

− −=
+

 (9) 

 ( ) ( ) ( )2 12 2 2
0

2
.

1w wP s M W
µ µµ µ µ

µρ µ
γ

−− −=
+

 (10) 

Из (1), (8) и (10) следует выражение для wF  

 ( )( ) ( ) ( )2 2 12 2
0

2 1
.

1 1w wF s M W
γ

γ µ µ µ µµ
µ

γ ρ µ
γ γ

− − − −−
  −
 =  + +   

 (11) 

В точке 0 0 0 0 0, , ,w w w w w w wt t M M U U P P F F= = = = =  выражения (9)–(11) принимают вид: 

 
( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0

, , .w w w
w w w

M M MW W W
U U P P F F

W M W M W M

µ µ µ µ µ µ− − −
          

= = =          
          

 (12) 

По аналогии с [11, 12] зададим траекторию ударной волны в виде 

 ( )0
n

wM M tϕ= , (13) 

где ( ) ( )0f ft t t tϕ = − − . Продифференцировав wM  по t , получим выражение для скорости 

ударной волны в лагранжевых координатах 
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 1
0

nW W ϕ −= , (14) 
где 

 0
0

0f

M n
W

t t
= −

−
. (15) 

Исключив в (13) и (14) функцию от времени, получим зависимость W от wM  

 
( )1

0 0

n n
wMW

W M

−
 

=  
 

. (16) 

С помощью соотношения (16) исключим W в (12): 

 
( ) ( ) ( )2 2

0 0 0
0 0 0

, , .
n n n n n n

w w w
w w w w w w

M M M
U U P P F F

M M M

µ µ µ µ µ µ− − −
     

= = =     
     

 (17) 

Поскольку wM  и t  связаны уравнением траектории ударной волны, то из (13) и (17) следуют 

зависимости , ,w w wU P F  от t: 

 ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0, , .n n n

w w w w w wU U P P F Fµ µ µ µ µ µϕ ϕ ϕ− − −= = =  (18) 

Величина wF  вдоль траектории частицы с координатой wM  постоянна. Следовательно, зави-
симость энтропии от массы между ударной волной и границей газа имеет вид 

 
( )2

0
0

.
n n

w
M

F F
M

µ µ−
 

=  
 

 (19) 

Из (5) следует зависимость wr  от wM  

 
1

0
0

w
w

M
r r

M

µ
 

=  
 

. (20) 

Выбор траектории УВ в форме (13) определяет характер зависимостей W  и D  от wM . При 

1n W< → −∞ , если 0wM → , при 01 constn W W= = =  и при 1n >  уменьшается при умень-

шении wM . Эти типы зависимостей приведены на рис. 1. Зависимость D  от wM  следует из (7) и 
(20) 

 
( )

0 0

n n
wMD

D M

µ µ−
 

=  
 

. (21) 

Из (21) следует, что при n Dµ< → −∞ , если 0wM → , при 0 constn D Dµ= = =  и при 

0n Dµ> →  при уменьшении wM  (рис. 2). Фактическая реализация одного из этих режимов 
возможна лишь при организации соответствующего течения газа между фронтом УВ и наружной 
границей. 

 

Течение газа за ударной волной 
Параметры адиабатического течения за ударной волной определяются уравнениями, траек-

тории, сохранения массы и движения: 

 0
M

r
U

t

∂  − = ∂ 
, (22) 

 
( )1

2 0
M

r U
s

t M

µ

µ
ρ ρ

−∂∂  + = ∂ ∂ 
, (23) 

 
( )1 0

M

FU
s r

t M

γ
µ

µ
ρ

−
∂∂  + = ∂ ∂ 

. (24) 

Эти уравнения содержат три искомых функции ,r ρ  и U . Величина F  определяется на ударной 
волне и зависит только от M  (17). 
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Перейдём в (22)–(24)  к новым искомым функциям 

 1, .R r C r Uµ µ−= =  (25) 

Рис. 1. Схематическое изображение  
возможных зависимостей W(Mw) 

Рис. 2. Схематическое изображение  
возможных зависимостей D(Mw) 

 
После перехода к функциям R  и C  уравнения (22)–(24) примут вид: 

 0
M

R
C

t
µ∂  − = ∂ 

, (26) 

 2 0
M

C
s

t Mµ
ρ ρ∂ ∂  + = ∂ ∂ 

, (27) 

 ( ) ( )2 1 2 12 0
M

FC
s R C R

t M

γ
µ µ

µ
ρ− −

∂∂  + − = ∂ ∂ 
. (28) 

Из (17), (19) и (25) следуют зависимости wR  и wC  от wM : 

 
( )1

0 0
0 0

,
n n

w w
w w

M M
R R C C

M M

−
 

= =  
 

. (29) 

Уравнения (26)–(28) являются основными для отыскания ,R C  и ρ в области интегрирования 

0wM M M≤ ≤ , 0 ft t t≤ ≤ . 

Перейдём от переменных ,t M  к переменным ( ), ,t t Mξ . С помощью уравнений для произ-

водных 

 ,
M M t tt tt t t M Mξ

   ∂ ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂ ∂ξ         = + =            ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂ ∂ξ ∂            
 

преобразуем уравнения (26)–(28) 

 0
Mt

R R
C

t tξ

ξ µ
ξ

 ∂ ∂ ∂   + − =    ∂ ∂ ∂    
, (30) 

 2 0
M tt t

C
s

t t Mµ
ρ ρ ξ ξρ

ξ ξξ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + =        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
, (31) 

( ) ( )
2

2 1 11
0.

M t tt t t

CC C F
s R F

t t R M M
µ µ γ γ

µ
ξ

µξ ξ ρ ξρ γ ρ
ξ ξ ξ

− − −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       + − + + =             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂              
 (32) 

D0 

0 

1 
0

wM

M
 

0 

0 

n>µ 

n<µ 

n=µ 

D W 

W0 

1 
0

wM

M
 

0 

0 

n>1 

n<1 

n=1 
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Зависимость ( ),t Mξ  зададим так, чтобы на ударной волне было ξ = 1. Из (13) следует, что 

проще всего взять такую зависимость в виде 

 
0

nM

M
ξ ϕ −= . (33) 

Для разделения переменных представим ,R ρ  и C в виде произведений функций от времени 
на функции от ξ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R CR t T t C t Zρα ξ ρ α δ ξ α ξ= = = . (34) 

Поскольку на ударной волне 1ξ = , то значения ( ) ( ) ( )1 1 11 , 1 , 1T T Z Zδ δ= = =  должны быть 

постоянными. Из (29) и (33) следует зависимость ( )wR t   

 0
n

wR R ϕ= . (35) 

Сравнив эту зависимость с (34) на ударной волне, получим выражение для Rα  

 ( ) 1
0 1

n
R t R Tα ϕ −= . (36) 

Аналогично для ρα  и Cα  получаем соотношения 

 ( )1 1 1
0 1 0 1

1
,

1
n

C t C Zρ
γα ρ δ α ϕ
γ

− − − += = − 
. (37) 

Подставив (34)–(37) в (30)–(32) и воспользовавшись (15), получим три уравнения для ,T δ  и 
Z : 
 1T Aξ ′ = , (38) 

 1 1 1 0B Z Zδ ξ δ′ ′− = , (39) 

 1
2

1 1

C
Z C

Z

γ ξξ δ
δ

′ ′− + = , (40) 

где штрих означает дифференцирование по ξ . Коэффициенты уравнений (38)–(40) 1 1 1 2, , ,A B C C  с 
помощью (5), (6), (12) и (23) преобразуются к виду 

 
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 22 12 1
1

1 1 12 2 11
1 1 1 1

2
1

2 12
1 11

2 2
, , ,

1 1

2 1 1 2
.

1

n nZ T T
A T B C

Z T

Z T n Z n
C C

n Z nZ T

µ µ µµ µγ

µ µγ
δ δ ξ

γ γ δ δ

µ µ δ
µ δµ γ

− − +−−

−−
= − = =

+ −

− − −
= − −

+

 (41) 

Уравнения (38)–(40) образуют относительно , ,T Zδ′ ′ ′  систему линейных неоднородных уравне-
ний. Определитель системы равен 

2
1 1B Cγξ ξ∆ = − . 

Если 0∆ ≠ , то решение системы (37)–(39) существует и имеет вид 

 1 1 2 1 2 1, ,
A B C C Z

T Z
δ ξδ

ξ
′ ′ ′= = =

∆ ∆
. (42) 

Интегрирование системы уравнений (42) начинается в точке ξ = 1 (на ударной волне). Расчё-
ты показывают, что существует промежуток значений n  таких, что определитель в ноль не об-
ращается. При некотором значении n∗  определитель обращается в ноль при ξ ξ∗= . В этой точке 

решение существует, если 2C  тоже обращается в ноль. Каждому значению γ  соответствует одно 

значение n∗  (таблицу). В этой же таблице приведены значения ξ∗ , при которых одновременно 

( ) ( )20, 0.Cξ ξ∗ ∗∆ = =  
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В лагранжевых координатах построено аналитическое решение одномерной задачи о сходя-
щейся ударной волне для трех типов симметрии, и для широкого диапазона показателей адиаба-
ты идеального газа найдены соответствующие показатели автомодельности. 

 
Значения n∗  и ξ∗ , соответствующие различным значениям показателя адиабаты γ  

µ   γ  1,1 1,2 4/3 1,4 5/3 
n∗  1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 

1 
ξ∗  4,691312 3,464715 2,828906 2,646222 2,236450 

n∗  1,770501 1,722331 1,684516 1,670651 1,631252 
2 

ξ∗  6,768540 4,873946 3,896265 3,616019 2,990161 

n∗  2,387916 2,271434 2,183068 2,151532 2,065135 
3 

ξ∗  7,959997 5,717071 4,559431 4,227062 3,481885 

 
Статья выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от 

16.03.2013 г.), соглашение № 02.А03.21.0011. 
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ANALYTICAL SOLUTION OF THE PROBLEM OF A CONVERGENT SHOCK 
IN GAS FOR ONE-DIMENSIONAL CASE 
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The analytical solution of the problem of a convergent shock in the vessel with an impermeable 
wall is constructed for the cases of planar, cylindrical and spherical symmetry. The negative velocity is 
set at the vessel boundary. The velocity of cold ideal gas is zero. At the initial time the shock spreads 
from this point into the center of symmetry. The boundary moves under the particular law which con-
forms to the movement of the shock. In Euler variables it moves but in Lagrange variables its trajectory 
is a vertical line. Equations that determine the structure of the gas flow between the shock front and the 
boundary as a function of time and the Lagrange coordinate as well as the dependence of the entropy on 
the shock wave velocity are obtained. Self-similar coefficients and corresponding critical values of self-
similar coordinates were found for a wide range of adiabatic index. Thus, the problem is solved for La-
grange coordinates. It is fundamentally different from previously known formulations of the problem of 
the self-convergence of the self-similar shock to the center of symmetry and its reflection from the cen-
ter which has been constructed for the infinite area in Euler coordinates. 

Keywords: shock wave; planar symmetry; cylindrical symmetry; spherical symmetry; ideal gas; 
analytical solution. 
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