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ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРИ СТЕСНЁННОМ КРУЧЕНИИ 

ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ  

С ЖЁСТКИМ ЗАМКНУТЫМ ПРЯМОУГОЛЬНЫМ КОНТУРОМ 

 

В.Ф. Сбитнев 

 
Излагается метод конечных элементов (МКЭ) в форме метода 

перемещений, разработанный применительно к расчёту на выну-

жденные гармонические колебания тонкостенных конических 

стержней при стеснённом кручении их, имеющих односвязный 

прямоугольный недеформируемый контур. 

Ключевые слова: стержень, конусность, элемент, вынужден-

ные колебания, депланация, угол закручивания, бимомент, кру-

чение, система уравнений, дополнительные связи. 

 

Современное авиа-, судо-, машиностроение и строительные консрукции 

не мыслимы без применения тонкостенные элементов, поскольку они го-

раздо экономичнее других сечений. Они находятся в сложных условиях 

нагружения, подвергаясь изгибу и стеснённому кручению. Известно, что 

тонкостенные стержни закрытого профиля работают на стеснённое круче-
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ние гораздо лучше, чем открытый профиль. В некоторых случаях изгиб и 

кручение можно рассматривать независимо друг от друга, т.е. раздельно. 

В настоящей работе рассматривается вопрос только о стеснённом кручении.  

Теоретические исследования, подтверждённые экспериментальными 

данными, показывают, что действующие на сооружение динамические на-

грузки по сравнению со статическими вызывают гораздо бòльшие дефор-

мации и усилия, которые зависят от частоты действия активной нагрузки. 

Особенно в этом отношении «коварна» нагрузка, изменяющаяся периоди-

чески, например, гармоническая. Иногда малая по величине периодическая 

нагрузка может создать гораздо бòльший эффект, чем аналогичная, но 

бòльшая по величине, и действующая с иной частотой.  

Указанное выше явление ещё в большей степени проявляется в тонко-

стенных конструкциях как при изгибе, так и при стеснённом кручении. 

Рассматривается задача о вычислении динамических усилий в тонко-

стенных слабоконических стержнях, имеющих жёсткое коробчатое сече-

ние и находящихся в условиях стеснённого кручения. В большинстве слу-

чаев решение этой задача в замкнутом виде практически не выполнима из-

за её сложности. Поэтому задача решается приближённо с помощью ЭВМ. 

 

 
Рис. 1. Заданный тонкостенный стержень с нагрузкой 

 
В последние десятилетия для расчёта конструкций с помощью ЭВМ 

широкое распространение получил метод конечных элементов (МКЭ). 

Суть этого метода заложена в его названии. Исследуемую систему разби-

вают на большое количество (число) отдельных частей конечных размеров 

(конечных элементов), имеющих те же физико-механические характери-

стики, что и заданная система. После этого точно или приближённо иссле-

дуют напряжённо-деформированное состояние каждого конечного элемен-

та известными методами строительной механики и теории упругости. 
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В практических расчётах в настоящее время наиболее распространен 

вариант МКЭ, основанный на идее метода перемещений. В дальнейшем 

ограничимся только этим методом. 

Тонкостенный стержень – континуальная система. Следовательно, для 

его расчёта можно было бы применить классический метод разбиения дей-

ствительной системы на треугольные, прямоугольные или какие-то другие 

элементы. В данном случае, чтобы избежать нахождения сотен или тысяч 

неизвестных, в качестве конечного элемента примем более сложный эле-

мент, который называют «суперэлементом» [3]. Это будет узкая полоса 

в виде прямоугольной рамы. Выбор такого конечного элемента обусловлен 

в связи со значительным уменьшением количества искомых неизвестных.  

Основы предлагаемого метода изложены в [4, 5]. Остановимся на осо-

бенностях метода применительно к расчёту на гармоническую  нагрузку. 

Пусть на некоторый конический стержень действует гармоническая на-

грузка с одинаковой частотой F(z,t) = ∑Fi(z)·sinрt (рис. 1). Будем рассмат-

ривать только установившийся режим крутильных колебаний. При этом 

предполагается, что все реакции в дополнительных связях, внутренние 

усилия и перемещения тоже будут изменяться тоже по закону sinрt. 

Обратим некоторый стержень в основную систему (рис. 3b) и прило-

жим к ней неизвестные вибрационные перемещения по направлению вве-

дённых связей Z1….,Zm. Любое неизвестное перемещение Zк(t) = Zк·sinрt и 

любая реакция во введённой дополнительной связи Rkm(t) = Rkm·sinрt. 

Тогда алгебраическое уравнение, используя принцип наложения, запи-

санное в канонической форме, примет вид: 

Rk(t) = Rk1·sinpt + Rk2·sinpt +…+ Rkm·sinpt + Rkq·sinpt = 0. 

Это уравнение подстановкой сводится к каноническому уравнению: 

rk1·Z1 + rk2·Z2 + ···+ rkm·Zm + Rkq = 0,                        (1.1) 

где rkm – амплитудное значение реакции в связи к от единичного вибраци-

онного смещения связи m; Rkq – амплитудное значение реакции в той же 

связи к от внешней вибрационной нагрузки. 

По этому уравнению при к = 1,2,…,m получим m канонических уравне-

ний. Коэффициенты этих уравнений определяются обычными приёмами 

строительной механики из условий равновесия связей. 

Поскольку основная система состоит из стандартных элементов, то по-

строение единичных эпюр от амплитудных значений единичных переме-

щений, а также и от заданной нагрузки не представляют больших затруд-

нений. Их можно привести в табличной форме. Но в данном случае в ос-

новной системе будет использован только один элемент (полоска, защем-

лённая на обоих концах), то при вычислении единичных коэффициентов 

можно воспользоваться, например, данными приведёнными в работах [4, 

5]. При вычислении свободных членов уравнений тоже можно ограничить-
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ся элементом, защемлённым по торцам. Но тогда действующую нагрузку 

нужно будет свести к эквивалентной ей, т.е. прикладываемой только в на-

мечаемых сечениях в виде сосредоточенных сил.  

При определении коэффициентов канонических уравнений приняты 

правила знаков для В и Н, как и в [6]. 

Рассмотрим два смежных элемента к-1 и к на основной системе [4, 5]. 

Пусть i – индекс, который будет присвоен связи, препятствующей депла-

нации контура, j – связи, которая препятствует углу закручивания. Еди-

ничные смещения дополнительных связей  i –2, j –2, i +2, j +2 элементы к-1 

и к не деформируют и, следовательно, в связях i и j реактивных бимомен-

тов и крутящих моментов не вызывают. Тогда канонические уравнения, 

применительно к исследуемому стержню, будут шестичленными, т.е. в ви-

де линейной матрицы.  

В общем виде пара канонических уравнений, отрицающая в заданной 

системе наличие реактивных усилий в связях i и j, запишется так: 

ri,i-1·Zi-1 + ri,j-1·Zj-1 + ri,i·Zi + ri,j·Zj + ri,i+1·Zi+1 + ri,j+1·Zj+1 + Ri,p = 0; 

rj,i-1·Zi-1 + rj,j-1·Zj-1 + ri,j·Zi + rj,j·Zj + rj,i+1·Zi+1 + rj,j+1·Zj+1 + Ri,p = 0. 

В этих уравнениях первый индекс у единичных коэффициентов указы-

вает на связь, в которой возникает реактивное усилие, второй – на связь, от 

смещения которой возникает это усилие. 

При вычислении единичных коэффициентов можно воспользоваться 

табличными данными, приведёнными в [5].Табличные формулы А(z), B(z), 

C(z), D(z), E(z), F(z) – это гиперболо-тригонометрические функции, кото-

рые соответственно равны: 

       µ
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Параметры λ и µ определяются по формулам, приведенным в [2]. 

Закручивающую нагрузку всегда можно разложить на крутящую и 

сдвигающую. Например, изображённую на рис. 2а, нагрузку в виде двух 

сил F, закручивающих стержень моментом Fb, можно представить в виде 

двух нагрузок: крутящего момента, образованного силами F/2 и F1/2, где  

F1 = Fb/а (рис. 2б), и самоуравновешенной сдвигающей нагрузкой, которая 

представляет собой поперечный бимомент Q (рис. 2в). 

Согласно теории усилие Q играет ту же роль, что и поперечная сила 

при изгибе, т.е. при решении задачи можно отыскивать не полный угол  

закручивания, а только его составляющую, вызванную поперечным би-
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моментом. Другую составляющую угла закручивания можно находить  

как перемещение при чистом кручении.  

Для вычисления реактивных бимоментов, крутящих моментов при еди-

ничных смещениях дополнительных связей можно привлечь схемы [4, 5]. 

Расчёт на кручение стержня производят в основной системе (ОС). 

Для выбора основной системы заданный стержень мысленно разбивается 

на несколько элементов конечной длины и во все намеченные сечения вво-

дятся необходимые дополнительные связи, препятствующие депланации 

сечения или углу закручивания. Такой подход к выбору основной системы 

сводит табличные данные, имеющие различные условия закрепления, 

к одному элементу, защемлённому на обоих концах. Каждый элемент ос-

новной системы представляется в виде призмы, имеющей осреднённые 

размеры поперечного сечения, т.е. заданный стержень заменяется на сту-

пенчато-переменную систем. Такая замена приводит к погрешности окон-

чательных расчётов, однако за счёт увеличения числа участков, на которые 

разбивается стержень, указанная погрешность может быть сделана как 

угодно малой. 

 

 
Рис. 2. Разложение нагрузки на крутящую и сдвигающую 

 

Однако надо помнить, что здесь рассматривается случай равновесия де-

формированного стержня в колебательном процессе. Поэтому, кроме крае-

вых условий, стержень испытывает действие распределённых сил инерции. 

Такие функции для рассматриваемых элементов, при различных условиях 

закрепления концов элементов, получены в [2, 4]; эти функции представля-

ются как поправочными множителями к статическим реакциям элементов. 

Они учитывают влияние распределённых сил инерции на величины реак-

ций. Такое представление динамических реакций при наличии таблиц ука-

занных функций позволяет вести расчёт конических стержней по методу 

перемещений в той же канонической форме, какая используется в задачах 

статики. При этом с помощью поправочных функций по методу перемеще-
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ний расчёт конических стержней на кручение можно вести как на вынуж-

денные гармонические колебания, так и на собственные колебания. Харак-

тер эпюр бимоментов и крутящих моментов от единичных динамических 

перемещений, как и правила знаков для них, приняты такими же, как в [6]. 

После определения числового значения единичных и свободных коэф-

фициентов канонические уравнения решаются относительно неизвестных 

перемещений Zi,   Zj. Вычисленные основные неизвестные позволяют най-

ти внутренние усилия В и Н в тех же сечениях. Общие выражения для них 

можно записать в форме: 

ВЛ = Вi,i-1·Zi-1 + Вi,j-1·Zj-1- Вi,i
Л
·Zi - Вi,j

Л
·Zj; 

ВП = Вi,i
П
·Zi - Вi,j

П
Zj - Вi,i+1·Zi+1 + Вi,j+1·Zj+1; 

НЛ = - Нi,i-1·Zi-1 + Нi,j-1·Zj-1- Нj,i
Л
·Zi – Нj,j

Л
·Zj; 

НП = - Нj,i
П
·Zi - Нi,j

П
Zj – Нj,i+1·Zi+1 – Нj,j+1·Zj+1. 

В качестве внешнего воздействия могут быть рассмотрены не только 

внешняя нагрузка, но и смещение связей (осадка опор), температурное 

воздействие. В этом случае, а также при действии вне узловых сил нагруз-

ка должна быть приведена к эквивалентной ей узловой. Это состояние 

представляет заданную систему, нагруженную только узловыми бимомен-

тами и крутящими моментами,  

В качестве иллюстрации предлагаемого метода произведём расчёт ко-

нического стержня, у которого широкий край защемлен, узкий свободный. 

На свободном крае стержень нагружен бимоментом ВО (рис. 3а).  

 

 
Рис. 3. Расчётная схема конического стержня и основная система 
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Пример взят из [7]. Параметры стержня: L = 6,708l, b = l, a = 2l, t = 0,2l, 

G = 0,4E, круговая частота р = 350 1/сек, γ = 7,874 кН/м
3
, g = 9,81551/сек

2
. 

Так как целью задачи является не расчёт стержня, а иллюстрация мето-

да, то стержень разобьём всего на четыре элемента. Основная система по-

казана на рис. 3b. Для отыскания неизвестных составлялась и решалась 

система восьми алгебраических уравнений. При решении задачи, чтобы не 

заслонять существо подхода к проблеме, арифметические выкладки при-

водятся не полностью.  

Введём в намеченные сечения дополнительные связи (по две), таким 

образом чтобы ограничиться при расчёте одним элементом, а защемлен-

ным с обеих сторон. 

Решив алгебраические уравнения, получаем: 

Z1 = - 1,141, Z3 = - 6,812, X5 = -20,436, Z7 = - 59,764; 

Z2 = 0,01547, Z4 = 0,0612, X6 = 1,0637, Z8 = 46,7801. 

По этим данным вычислены В(z), Q(z) и H(z) в тех же сечениях. Срав-

нение результатов динамического и статического расчётов приведены для 

совпадающих сечений в табл.  

 
Таблица 

Сравнение результатов статического и динамического расчётов 
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Анализ полученных результатов расчёта позволяет сделать выводы:  

1. Динамические перемещения и усилия в больше статических. 

2. Качественно изменился характер продольного бимомента. Наиболь-

шее значение его возникает уже в заделке. 

3. Появляется крутящий момент, который необходимо учитывать при 

вычислении касательных напряжений. 
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