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В статье рассматривается задача Дирихле с однородным граничным условием для эллиптического 
уравнения второго порядка с вырождением на всей дважды непрерывно дифференцируемой границе 
двумерной области О. Определяется обобщенное решение этой задачи, которое существует и 
единственно в весовом пространстве ЙДДО). Д ля решения сформулированной задачи разработан метод 
конечных элементов, схема которого построена на основе определения обобщенного решения исходной 
дифференциальной задачи в пространстве ТДДЯ). С этой целью двумерная выпуклая область разбивается 
на треугольники со специальным сгущением к границе. Далее, введено пространство конечных элементов 
V h С W )>a(Q), которое содержит непрерывные функции, линейные на каждом треугольном элементе 
сеточной области Qh и равные нулю на множестве О \ Qh, показана однозначная разрешимость схемы 
метода конечных элементов. Для обобщенного решения и из подпространства ТЁД-ДЯ) пространства 
ТЦДО), используя значения в узлах триангулированной области Qh, строится интерполянт ui € 
V h, устанавливается факт его сходимости по норме ИДДО). Главным результатом работы является 
доказательство сходимости приближенного решения предложенного метода к точному решению в весовом 
пространстве Соболева.

Ключевые слова: краевая задача с вырождением, весовое пространство Соболева, обобщенное решение, 
метод конечных элементов.
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Введение
Сингулярности решения краевв1х задач может 6 bitb ввювана особенноствю исходник 

данник (коэффициентов, праввк частей уравнения и граничнвк условий), геометрией 
границв1 области, внутренними свойствами решения. Краевая задача назвшается задачей с 
силвной сингулярноствю, если ее решение и ф Н 1 {W )) или интеграл Дирихле от функции 
и расходится. Для таких задач, когда решение имеет сингулярности на конечном множестве 
точек на границе области, бвши разработанв1 различив: е методbi конечнвк элементов, 
позволяющие находитв приближенное решение (см. [1-10]). В том случае, когда и £ Н 1 и 
и ф. Н 2 краевую задачу назвшают задачей со слабой сингулярноствю решения. В работе [11] 
была сформулирована краевая задача с ввфождением решения на всей границе области, 
исследовано его существование и единственноств в весовом пространстве С.Л. Соболева. 
В [12-14] изученв1 коэрцитивнвю и дифференциалвнвге свойства решения.

Целвю данной работв1 является построение метода конечнвк элементов (МКЭ) для 
первой краевой задачи для эллиптического уравнения второго порядка с ввфождением 
на всей дваждв! непрервшно дифференцируемой границе двумерной области Q и
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исследование сходимости приближенного решения МКЭ к точному решению в норме 
весового пространства ТН/ДП).

В разделе 1 приведена постановка исходной дифференциальной задачи, 
сформулированы вспомогательные сведения и результаты, из которых следует 
существование и единственность ее обобщенного решения. В разделе 2 описано построение 
схемы МКЭ, первым шагом в осуществлении которого является триангуляция двумерной 
выпуклой области со специальным сгущением треугольных элементов к границе. Далее, 
введено пространство конечных элементов и показана единственность приближенного 
решения МКЭ в нем. В разделе 3 устанавливается сходимость приближенного решения 
построенного метода к точному обобщенному решению задачи по норме весового 
пространства W\a- В заключении сформулированы основные результаты исследования 
аппроксимации решения задачи Дирихле для эллиптического уравнения второго порядка 
с вырождением на границе, указаны области их применения и определено направление 
дальнейшей работы.

1. Постановка задачи
Пусть R2 — двумерное евклидово пространство с произвольной точкой х =  (жцжг) в 

нем и dx =  dx\dx2; П С В2 — ограниченная область с достаточно гладкой границей dQ, 
Q — замыкание области, т.е. Q =  f ill  dfl.

Определим весовую функцию р(х) как расстояние любой точки ж 6 О до границы dfl.
Далее положим, что s £ {1; 2}, 7  — действительное число, удовлетворяющее условию 

1 /2  — s < 7  < 1 / 2 . Через ИДДП) обозначим весовое пространство Соболева функций / ,  
заданных на Q, с конечной нормой

Н/Ниддп) -  ||/||д2(П) +  |/|и7 ДП) (1)

эквивалентной [15] норме

где

(АдДг), к\ >  0, > 0 — целые числа.

| fc | = s

\к| =  к\ +  к2■ При 7 =  0 пространства ИД0(^) и ИД(П) совпадают. 
Введем пространство функций /

И Д ^ )  =  { / : / £ 1К2у П ) ,  f\dQ =  0}

и пространство L2, - i - 7 функций F(x), х £ Q, с конечной нормой

п
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Отметим [15], что верно вложение пространств

w ir/(n) С (3)

при < 1 / 2 , < 7  + 1, 0 < I < s, dfl е С^\ в частности, ИСС̂ ДП) =  L2)7o(H), если s =  I.
Также имеют место неравенства [11]

Н/Нд2(П) < C'i |/Iw2sj7(Q)> l|P_S_7/llL2(n) < C,2|/|w2sj7(Q)> (4)

справедливвю для функций /  из 1Т|7 (0 ), если 9Q е C4So+1), Sq _  наименвшее натуралвное 
число такое, что s +  7  —1 /2  < so < s +  y +  1 / 2 , s < 2so, с константами C 1 , C2, не зависящими 
от / .

В области Q рассмотрим дифференциалвное уравнение

-  Y  +а<ух )и =  F (x ) ’ х G (5)

с краевв1м условием
и|ап=0, д П е С ™ .  (6)

Правая частв уравнения (5) удовлетворяет включению

F g L2)_ 1_«(Q), (7)

т.е. p1+aF  е L2(Q), —1/2 < си < 1/2.
Коэффициентв1 уравнения аш{х) =  Щк(х) (к,1 =  1,2) — дифференцируемые на Q 

функции, удовлетворяют неравенствам

Icifcz(ж)| < С3р~2а(х), (8)

даы{х) даы{х)
дх\ дх2

< С 4р~га~\х), 

функция а(х) — положителвная и подчинена неравенству

а(х) < Сър -2а~2{х).

Предполагается выполненным условие улвтраэллиптичности 

2 2

Y  akl(x)(k(l > с 6р 2а{х) Y &  х е  С6 > О,

(9)

( 10)

( П )
к,1=1 к= 1

где Ci) С2 — любвге действителвнв1е параметры, Сд—Сд — константы, не зависящие от х. 
Введем соответственно билинейную и линейную формв!

г Г 2
E(u, v ) =  Y  akl

О k̂,l= 1

ди dv 
дхк dxi

+  auv dX’ X , r > = j F r ^

Наряду с задачей (5), (6) сформулируем следующую вариационную задачу: найти 
0 1функцию и G Пуо/П), для которой равенство

E(u,v) =  (F,v) (12)
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0 1справедливо для всех v £ W2га(ГД.

Функцию и £ W2га(ГД, обладающую свойством (12 ), назовем обобщенным решением
0 1уравнения (5) в пространстве

Заметим, что в силу соотношений (4), (7), (8), (10), (11) при s =  1, 7  =  а 
(см. [11]) билинейная форма E (u,v ) является непрерывной на пространстве и
^ 2 а(^)"эллиптичн°й> а линейная форма (F,v) непрерывна на этом же пространстве. 
На основании теоремы Лакса—Мильграма [16], существует единственное решение 
вариационной задачи (12 ).

Кроме этого, из работы [13] следует, что если выполнено условие (7), то обобщенное 
решение и £ W la{£l) задачи (5), (6) принадлежит пространству ir fa -i(^ ) -  Ввиду 
соотношения (3) при s =  2 , 7  =  а — 1 , I =  1 , =  а, имеет место вложение пространств
Щ а - т  с  Щ ат .

Для решения вариационной задачи (12) применим метод конечных элементов.

2. Построение схемы метода конечных элементов
Полагая, что область определения решения Q выпуклая, произведем ее 

триангуляцию (рис. 1). Для этого через точки, находящиеся от границы dfl на 
расстояниях, равных &()()r, j  =  0, . . . ,  п, г >  1 (6 < 5q/2, 5q — диаметр вписанной в Q 
окружности, г — параметр сжатия, характеризующий степень сгущения точек), проводятся 
кривые Tj, j  =  0 ,.. .  ,п, разделяющие область Q на слои Q j, j  =  1 ,... ,п. Линия Гга при 
этом делит Q на две подобласти: внешнюю ГД (приграничную полосу) и внутреннюю ГД. 
На каждой кривой 1Д, j  =  0 ,.. .  ,п  (Го =  dfl, Гга =  9ГД) фиксируются Mj равноотстоящих

узлов. Число M j, j  =  I , . . .  ,п, определяется функцией ip(j) = ы Ш г - т г) + 1 )
где lj — длина кривой П/, Mq =  2М\. Соединением сначала последовательно всех точек на 
кривых Tj ломаными линиями, а затем каждого из узлов на T j-i  с ближайшей из узловых 
точек, принадлежащих кривой Tj, j  =  1 , . . . ,п ,  подобласть ГД разбивается на элементы 
треугольного типа со сгущением к границе dfl. Объединение всех треугольников, вершины 
которых являются узловыми точками только кривых Гу_1 и Гу, j  =  1 , . . . ,п ,  обозначим 
через 0^.

Во внутренней подобласти ГД проводится квазиравномерная триангуляция, в 
результате которой имеем конечное число регулярных треугольников с наибольшей 
стороной порядка 1/п. При этом точки разбиения (вершины треугольников) на границе 9ГД 
должны входить в число вершин треугольников на ГД. (На рис. 1 подобласть ГД разделена 
на слои Q i , . . . ,  Q4 и Г4 =  9ГД).

Проведенная триангуляция Т  ̂ области Q удовлетворяет следующим свойствам:
N

1. Q =  Qh U ГУ, где Qh =  |̂ J K mi {К }  =  {К \,. . . ,  К ^ } — множество замкнутых
пг=1

треугольников, называемых конечными элементами, ГУ — объединение сегментов, 
отсекаемых треугольниками К т, хотя бы одна вершина которых принадлежит границе 
дП.

2 .
3.

4.

Общими для треугольников К  могут быть только стороны или вершины.
Наибольшая сторона h в треугольниках К т имеет порядок 1 /п , где п — число слоев в 
приграничной полосе ГД.
sup ьта*<гтп ^ CV) где постоянная CV не зависит от h.TŜ rr П'тгп{̂  )AClh
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Рис. 1 . Построение сеточной области fth

Отметим также, что вершины P i,...,P /v h треугольников К  являются узлами 
триангуляции.

Обозначим через V h С пространство непрерывных функций, линейных на
каждом К ш из триангуляции и равных нулю на Cl\Qh. Для функции и из пространства

N h
определим интерполянт u j(x ) =  u(Pi)(pi(x), где ipiix) — базисная функция,

’ г= 1
которая в точке Pi равна единице, в остальных узлах — нулю и линейна на каждом 
треугольнике из множества {К }.

Построенному конечномерному пространству V h С сопоставим следующую
дискретную задачу: найти функцию щ  G V h, удовлетворяющую равенству

E(uhi vh) — (^  Vh) (13)

ДЛЯ любой функции Vh из V h.
Здесь E(uh,Vh) и (F, гд) — билинейная и линейная формы из задачи (12 ). Согласно 

теореме Дакса—Мильграма [16], задача (13) имеет единственное решение Uh, которое будем 
называть приближенным решением по методу конечных элементов.

3. Сходимость метода конечных элементов в весовом 
пространстве

Рассмотрим семейство (V h) подпространств пространства W2 а(^)> где параметр h (h — 
наибольшая из длин сторон треугольников К  в триангуляциях Т^) в пределе равен нулю. 
Каждому пространству конечных элементов V h поставим в соответствие приближенное 
решение г^, удовлетворяющее условию (13).

Установим сходимость метода по норме W^aX^)-

lim ||и -  uh|| wi (n) =  О, h—>() 2’аУ J
2019, т. 8, № 3 9
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где и — решение задачи (12), иь — решение задачи (13).

Лемма 1. Пусть и — решение задачи (12), — решение задачи (13). Тогда существует
такая положительная постоянная Сд, не зависящая от подпространства Vh, что

и ~ Uh\\wia(ci) < С*8 inf \\и -  Vh\\wia(Cl)-2,а\ / vhe v h 2,“ v 1

0 1 0 1В силу непрерывности на пространстве ТТг21а(П) и llg а(П)-эллиптичности билинейной 
формы E(u,v) последнее неравенство доказывается по аналогии с [17].

Так как inf \\и — гдНцм (п) < \\и — иД^у1 (п), то для того, чтобы установить
vh€ V h 2,аД ' 2,аД '

соотношение (14), покажем, что интерполянт щ  сходится к точному решению и задачи (12).
Введем следующие обозначения:

Ni
Qi = U Кт , где К т — треугольники, вершины которых принадлежат слою Q i из Qi

т =  1
п

{Qi — первый слой деления подобласти 1Д , 1Д =  ]J Qj, п — число слоев), a N\ — число
i=iэтих треугольников;

м2
Д  =  [J Dm, где N2 — число сегментов Dm, ограниченных хордами, соединяющими

т =  1
рядом лежащие узлы кривой Го, и дугами, которыми эти хорды стягиваются;

1 h МзQ]’ =  [J К т, где К т — треугольники из \ Q^, =  (Q \ Q') \ П2, N3 — число
m = N 1-\-l

N
треугольников во всей подобласти а П2 =  [J К т, где К т е Т/,П 0,2, N — общее

m=iV3 + l
число треугольников в сеточной области Oh.

Ввиду того, что u i|п' =  0, имеем

\\и ul\\ŵ a{Vl) (IIй UA\Ŵ a(Q%) “i" IIй UI Hw21ct(n}’'1)^
+  ||« — ul\\wla(Q̂ ) +  \\и\\ща(П'))  ̂ ■ (f^)

Теорема 1. Пусть и G iT22Q,_1(Q) , uj £ Vh — ее интерполянт, построенный по проведенной 
триангуляции области О. Тогда

lim \\и — ui\\w i (п) =  0. (16)
h-ло 2,аЛ '

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие вспомогательные 
утверждения.

Лемма 2. Если выполняются условия теоремы 1, то

liiii \\и -  ui\\w'a(n%) — 0-h—s-0 2’“ ' 2/

Доказательство. Используя неравенства

(17)

и — u iIrKjjnj) < SUp р а (х) \ \ u - m  |щ21(П5),

u\w2(ni)
<  М и д у р ед
~  inf р1- а(х ) ’ 

хеп2
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оценки [17]

\и -  Ul\w i(nh} < Cgh\u\W2(nh}, |и — И/ф2(П£) < Cwh2\u\W2(nh}

и полагая, что sup р~а(х) < Сц  , inf р1~а(х) < Сщ, где Сц, С \2 — постоянные величины,
жепг? х^п2

получаем
\и -  ui\wia(n%) < C i 2,h\u\W2a_pQĥ  (18)

IIй _  ui \\l2(^ )  < Cuh  M w ^ p n j)-  (19)

(Здесь и далее постоянные множители, стоящие перед нормами и полунормами функции и в 
пространствах Соболева, не зависят от нее и h — наибольшей из длин сторон треугольников 
в сеточной области).

Из неравенств (18), (19) следует оценка

\\u ~ ui\\w ia(Д) < C i5h\u\W2a_pQhy

Перейдя к пределу при h —> 0, в результате будем иметь равенство (17). Лемма доказана. □  

Лемма 3. Если выполняются условия теоремы 1, то

lim \\и ui\\wia(Q\’h) ~h-> о
(20)

Доказательство. Так как для всех треугольников К  из верны неравенства

\U~ Ul\w}a(K) < ( SUp р “ (ж) )\u-Ui\Wi(K), 
\хек J

(21)

'"'Itt’K/O <  ы  р . а(х)
М W* ( K )

(22)

хек
и справедливы оценки [17] при р =  q =  2, т =  0,1 для невесовых норм пространств 
Соболева и Лебега

\и -  ui\w i(K) < CiehK\u\w*(K), (23)

\\и ~ ui \\l2(k ) < Cnhx\u\W2(K) (24)

(fix — наибольшая длина стороны треугольника К), то из соотношений (21)—(24) следует

sup р~а(х )
\и -  UllwlJK) < CwhK Х̂ { i -a s M w l^ P K ) ,

хек  v ;

| » -% | | « ,0 < Г 1т ^  inf pl. „ w .
хек

1 кУчитывая, что для предложенной триангуляции области Q1

/ 7  — 1 \ ’■ (!-« )  /  7 \ г—1 1inf р а(х) > С is ' и ^ п  I \
хек п , hk < C  19 -  - ,  г > 1 ,

п/ п
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Сходимость метода конечных элементов для краевой задачи с вырождением на всей...
_  /  j \ - г а  X

sup р а(х) < С20 -  , - -  < а < О,
хек  vnJ 2

/  7 — 1  \ —га  1
sup p a( x ) < c 2i { - ------) , о < а <  - ,
хек \ п / 2

где j  =  2 , . . .  ,п (п — число слоев разбиения подобласти Qi), получаем оценки

| и — Ul |WIJK) < С  22 Т
j  \ 2r(l—а) 1

j  ~  1 ^2 ll̂ ll w i^ ^ K )’ а е \ ~ 2 , °

( 3 \ 2 т  ̂ " X \
— [ )  IIи IIщ а_!(к)’ а е  2 ) ’

/ j \ 2r(l—а) / j \ 2r(l-\-a) 1 / 1 1 '
\U~ Ui \\l2(K) ^ С^ \ ~ y )  ( “ J TylMI Ш1а_,(ку а е ( “ 7Лд)- (25)2 2

В силу того, что ||и||̂ 2 (q) < С25, для любого е >  0 найдется такое 5 >  0, что
£2

1М 1̂ /2 /рд < —- —, где Гд =  {х  е  О: р(х) < 5} есть ^-окрестность границы Го в области 

Q (полоса ширины 5).
Обозначим через пе число слоев Q j ,j  =  l , . . . , n e, содержащихся в Г[). (Ясно, что пе —> 

оо при е —> 0). Таким образом,

\и\
И?,»-! U Q;

. 3  =  1

<
4 026

(26)

Задав е, определим 5, а следовательно, и п£ так, чтобы выполнялось неравенство (26) 
Покажем, что в этом случае имеет место оценка

\u~UlW2 / „ E-i \ < УГ,
w ia[  и Qj ' 2

(27)

T ip  —  1

где U Qj С U Qj-
3=2 3=1

пе — 1
Просуммировав неравенства (25) по всем треугольникам К  из |J Qу- по слоям Q'■

будем иметь

/У  \и ~ Ul\wla(K) -  ^22

3=2

Пе — 1

^ е "и 1Q)3 = 2
2= 2

< ^22 а)\\И 1 х1а_Ж 2) +  . . . +  ( !  +

■? f r(1~Q) 1 |Ы |2 <

1 \ 2r(l—а) 1
<(n£_ l ) 2 ll“ H 2̂V l№ e_1)y -  

< С,2222г(̂ 1 2 (11'и11щ|с,_1((35) +  • • • +  _i)) —

< CWIM)2 / „ е_! X при — 7- < а < 0, (28)
у .U Qj ' 2
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T ip  —  1

5 2  |U щ \ щ ^ к )< С23 ^ (  .^_1) .2 \\и\\ща 1^ )  <
к е \ J 1

3 =  2

3=2

< С'2з22г 2 (ll'ullw‘|ct_1((55) +  • • • +  _ j )  <

< C28\\uf при 0 < а < (29)

О Т - 2  /  7 \ 2 r ( l - a )  / j  \ 2г(1+а) \
5 2  IIU _ ^IIl2(K) ^ ^24 5 2  ( т ц у )  ( “ )  74 l l ^ l l ^ l , -
тге - 1  7 =  2и3 = 2

< С 2422г(1 а) 4( и )  (Hullw|>e,_1(Q5) +  ••• +  llUf e >e,_i(Q£E_i)) -

^ С г э М 2
U Q',3 = 2

1 1 , л 
„Е-1 \ при -  О < а < О- (30)

Принимая во внимание, что

\ \ u -u if , пе_г ч < 2 [Ц и -щ Ц 2 , пе_г , + \ и - щ \2
WIA  У  Q)3=2 М  U Q\3=2

Пр — 1 \ II
WU  и  Q)3=2

и используя неравенства (26), (28)—(30), устанавливаем оценку (27)

в2
\\u-ui\\‘

Щ а( U Q3 = 2
"?т 1  ■  ̂ <  2С*26 2 ’ 01 G V 2 ’ 2

1 1

1 h ™E-1
Аналогично просуммируем неравенства (25) по треуголвникам К  из Q)’ \ |J Q"■ по

слоям Q j  =  п£, . . . ,  п, в резулвтате будем иметв
7=2

/ 7  \U U l\Wla(K) -  ^22 У ,

K e n i y i j 1 Q1
] = П е

j  \ 2r(l—а) 1
TylMlw^ i(Qh) <

3 -  1

< 6 *3 0 (1  +  — - )
V Пе -  1 )

1 \ 2г(1—а) 1 1
2 и “ и /  ~e-i \ , если -  -  < а < 0, (31)

пе vr7jCt_yn ;-h\ и Q )' 2

( j  \ 2г ^

JZT[J У и\\ща-Л<35) -
ктХУЬ1 Q* 3=п£

<  6 3 1(1  н------------ - )V — IJ
1 52г 1 и „9 1 , ч------- 7 “ 2 и /  „Е-1 \ , если 0 < а: < - ,  32

п£ -\ >  п2е ^ ( n ^ U Q j )  2
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Сходимость метода конечных элементов для краевой задачи с вырождением на всей...

кепД\ и Q
3 =  2

V -  || 112 V '  (  j  \2r(-l~aU  j \ 2r(-l+a) 1 „ „2
2 ^  WU- Ui \\l2(K) < C^ } ^  [ j  _ 1) [ n J

j=ne J

< СзгГ1 4--------- r lV n£ 1 /

Так как при n —> oo и ne —> oo, a h —> 0, то из оценок (31)-(33) получаем

1 \2r ( l -a ) /n x 2r(l+a) 1
' ' — IU/ l|ZU

^ n J ni "  ' V 22ct_1(n ;>'i \ rii j 1(3h V  2 2

j4llUllw2%_1(QJ) -

1 1 , , _! \ , если — -  < a < - .  (33)

lim ||д — u i \\2 / „
fc- >0 n;-h\ и q\V 3=2

0.

Значит, для любого e > 0 существует такое ho(e), что неравенство

-2

\и — Ul\\ / п _г
Щ\а[пД\ и Q\

V 3 = 2

£
< У

справедливо для всех h < ho(e), —1/2 < а < 1/2. Ввиду того, что

\и ul\\wi a(nl’h) \и — Д/11 / п _г \ +  11Д — Д/
У2 Q1 )  W,2 , о U Q!

из (27), (34) следует предельное равенство (20). Лемма доказана. 

Лемма 4. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда

(34)

□

Ит || д -  =  0. (35)

Доказательство. Чтобы установить справедливость равенства (35), воспользуемся 
неравенством

IIй ui\\wia{Q>t) — Сгг\\и (Qb) — 2(Уз(IIй + Iй Ul^wia(Q )̂)• (36)

Сначала оценим второе слагаеммое, стоящее в правой части (36). Имеем

Д — Д/|2
WIJQD < 2 (|д 2

И'ЫЗ?) +  М 2
WIJQD (37)

Умножим полунорму | д | г д е  76 — произвольный треугольник из Qi, на
У 1) =  max р(х). Выполнив преобразование переноса начала координат О и поворота

xeKczQi
осей О Х  1 и О Х 2 исходной системы координат таким образом, чтобы ось 0 'Х [  прошла 
через два узла треугольника К, принадлежащие кривой Го, а ось 0 'Х 2 — через тот узел 
К  на Го, который лежит левее (в том случае, когда основанием треугольника К  является 
звено ломаной Го), или так, чтобы начало координат О1 совпало с единственным узлом 
треугольника К  на кривой Го, а ось 0 'Х [  прошла через то звено ломаной Го, левой узловой 
точкой которого этот узел является (в том случае, когда основанием К  является одно 
из звеньев ломаной Г 1), получим новую, локальную систему координат О 'Х [Х 2 (рис. 2). 
(Заметим, что в результате проведенных преобразований координат рассматриваемые нами 
полунормы и нормы остаются неизменными).
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Оценим h^\ui\w i в системе координат 0 'Х [Х 2

h ^ lu r lw i^ K )  =  hW ^ 2 u (P i)(p i
i= 1

<
W 2\a (K )

1/2

<  C 3a \u (x 1, x 2)\( j p  a ( x ) d x 1dx2J  < С з 5 \ и ( х ъ х 2)\р a (x1, x 2), (38)

где (x[, x2) — координаты узла в К, в котором функции u(xf) и p(xf) принимают наибольшие 
значения среди узлов треугольника К. В точке х' =  (х^х^) Е К  из Q\ имеем

Рис. 2. Локальная система координат для треугольника К

\и(х'ъ х'2)р1 “ (ж Д з)! = <1Й,0)„1-«(г;,0)+ f
. иХг,

Получим оценки для слагаемых, стоящих в правой части равенства (39): 

d{u(x'v  ж О /Л Ч Д  4 ) ) ^
/ <9z'0

ди(х'ъ х'2) , , ,
^  Р “ (x i ,x ^ )d x ,2+

+ / ( 1  -  а)и(х[,Х 2)р а(х11,х  '2) др^ 1]Х‘̂  dx'2dxf0
<

< ^ ' ^ ‘- “(4,4)dxf0

(39)

сгД +  Сзб /  I'u(z'1 ,z ,2)p "(z^ z^ ld za , (40)

|w(z'i,0)p1 Q(z i ,0)| =

< ди (А Х ± р,-<,{х,ъЩ
дх[

1

(0 ,0 )р 1_а ( 0 ,0 ) +  J

<1х\ +

<Э(ЦД0)р “ (ж'^О))^,
ал dXl <

(1 -  а)и(хъ 0)р а(х[, 0) df>̂  °'>

<
дх[

dx[ <

dx  ̂+  Сзч J \и(х'ъ 0)p~a(x[,0)\dx[. (41)
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Сходимость метода конечных элементов для краевой задачи с вырождением на всей...

Оценим модули подынтегральных функций интегралов (40), (41), получим

9д(4 ,4 )
дх'о

Л—а (4 ,4) < ди{х']_.
дх'о

Х 0 А —а (4 ,4 ) +
д f  du{t,x '2 
dt I дх'о

A~ot (о 4! dt, (42)

4(4,44 "(4 ,4)1 < 4(4,4 )р "(4 ,4)1 +

если 0 < 4  < 4 ,

^ 4 ( 1 , 4 )р "(t, 4 ) ) dt, (43)

9 4 4 ,0 )  л - а( , 
дх' Р {Xl’ 0)

< ди(х'\,х'2)
дх'л Р1 " (4 ,4 ) +

д ( du(x'v t) л , 
dt V дх[ р { l,t)

dt, (44)

4 4 , о) р "(4 ,о) < 4 4 ,4 4  "(4 ,4 ) + ~ { и ( х А ) р  a(x'1 ,t)) dt, (45)

если 0 < х 2 < х'2.
Проинтегрируем неравенства (42), (43) по х\ £ (0 ,4 ) ,  а неравенства (44), (45) по 

х 2 £ (0, 4 ), будем иметь

du(x'i,x'2) л _а , , ,.
дхH V “"( 4 ,4 ) dx\ <

944 ,4 ) !_а, /
H V  (4 ,4 )9 4 с?4 +

?  9 / Зц(4 ,4 ) 1 , ,
+  l J 9 4  V 9 4  р { ь 2)

dx\, (46)

д -1

J  4(4 ,44“"(4 ,4)44 <
о

< J  4(4 ,4 )р -" (4 ,4 ) | dx\ + 4  J 9
t̂ j (u(4 ,4 )p " (4 ,4 )) dx\, (47)

M 44 l 4 ' “(4 ,°)
(Ж (&4 <

< 9 4 4 , 4
9жP V “"(4 ,4 )

ж2
дн+т '  f 9 / 944 ,4 ) 1 ;dx2 +  x 2J I р (Ж1 ,т 2) с?4, (48)

2̂

J  |44,o)p -"(4 ,o)|d4 <
о

х'2

< J  4 ( 4 , 4 ) р - " ( 4 ,4 )  |̂ 4  + 4 9
^ - ( 44,44  " (4 ,4 )) dx'2. (49)
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Вычислив интегралы в левв1х частях неравенств (46)—(49) и разделив обе части 
неравенств (46), (47) на х'ъ  а неравенств (48), (49) на х 2, исполвзуем неравенство 
Коши—Буняковского для интегралов, стоящих в праввгх частях полученнв1х неравенств, 
и в резулвтате имеем

ди (х [,х2) i_a , ,  ,,
Р { х ъ А )дх'о - д

d2u(x'i,x'2) \ 2 2(1_а)

1/2

+

( / ( 5 0 )

\и{х'ъ х'2)р а{х'ъ х'2)\ < —  /  и2{х'ъ х'2)р 2а(х!ъ х!2)(1х!1

1/2

dx'i I +

+ ^ д х ' )  Р 2a(x,i’x2)dx,i] ( 1 dx'i
1/2

+

1/2

+ ^ J ( - a ) 2u2(x'l ,x 2)p 2(-a+l ) ( x d x ' ^ j  dx' ĵ , (51)

д и { х Щ р1_ а {^  0)
dx\

л 7  / я  , , 2 \ V2 ' ^
< J _  f  f  9 u (X l,X 2) \ n2{l - a ) (^

„I I \ Qx !

+

p2̂ 1 a-) {x1̂, x 2)dx
l /  и

( /  ( ^ Ш г )  ( / м )

1/2

I +

1/2

/ \ \ 2

+

1 /i 'l 'Г>,_ 1/2

) , (52)
о

| ф д ,0)р “ (ж'иО)! < — ( /  ^ (х ^ х ^ р  2а{х'ъ х '2

+ \ ]Ы
о

1/2

(53)

Учитвшая ограниченности частнв1х производнвгх функции р(хг), запишем оценки 
(50)-(53) в следующем виде:
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Сходимость метода конечных элементов для краевой задачи с вырождением на всей...

д и & ^ х 'г )  i _ a
дх'о

\ 1/2

4 +

1/2

ди^ д х ' р 2a(x,i ’ x 2)dx'i) , (54)

1/2 /  Ж1 \ 1/2 
\и{х'ъ х'2)р~а{х'ъ х'2)\ < ( — ) ( /  u2(x'l ,x 2)p~2a(x'l ,x 2)dx'l ] +

+ ( x i ) 1/2( f  Р 2a ( x i , x 2 )d x '^ j  +

+  С'зэ(ж/1 ) 1^2 ( / U2( X i , X 2 )p  2<-"+ 1 ') (ж/1, X 2) d x [

■ о

1/2

1 I , (55)

дцК,0) „ 1 -а ,т /
дх\

- ^ - “ (^1 ,0 ) <  -т-
' ж' 7 ( ^ 1 ^ ) +

О '
2̂ \ 1/2

+  С,4о(ж/2 ) 1 / 2 ^ У ? Р 2a { x 'n xl2 )d x '-}j , (56)

/ 1 \ 1/2Г /  \1/2
| Ф л , 0 )р  " K , 0 )| <  —  ( /  v 2 {x' l , x l2) p  2a(x!1,x!2)dx!2 | +

1/2

+  Ш 1 /2 1  ( 9и(уд ^  р 2a(x,i , x 2)dx2j  +

+  C a i {x '2) 1/2 ( j  и2(х [,х 2)р 2("+ 1)(ж/1, ж/2)(/ж/2 

■ о

1/2

2 I • (57)

Проинтегрируем неравенства (54), (55) по ж2 е (0, ж2), а неравенства (56), (57) по 
ж̂  £ (0,7^) и, применив неравенство Коши—Буняковского для интегралов в правых частях 
полученных неравенств, с учетом того, что С*42ж2 < х\  < ж2 < h ^ \  будем иметь следующие 
оценки:
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ди{х'ъ х 2) 
дх'о Р1 а(х'ъ  х'2)

, х ' \ 1/2
dx 2 < ( —уz — \ FP>'JU -ĵ f  j  j  P2(1 а)К , 4 ) ^ Цд^/ dX'ldX2

' 0 0

1/2

:)2u(x'l ,x '^ x 2 
дх^дх^

1/2

V

1/2

dx\dx2 <

< C43 ( max p2 
V ж'ед \д  S-l /

\д Si+S2=2 <9a;2

+ ^ » « » ( / ^ ( * 0Е ( ^ ) У

2 \  1/2

da;7 I +

1/2

+

(58)

a/2  ̂ ^ 2  /  ^2 Ж1

J  \u(x,1,x ,2)p~a (x,1,x ,2)\dx2 < / /  P~2a {x'i,xl2)u2(xl1,x l2)dxl1dxl2
0 ' 0 0

1/2

+

„/ \ \ 2

V c/a;7.

\ 1/2

52 J +

\ 1/2

+  h{l) I / p 
' Д

< C44^maxp2(a;7) j  ^ J  p 2<-1+"-)(a;7)-u2(a;7)da;7̂  +

Чж0 У ]  ^  P -C sg h ^ ^ J  p~2('1+a\ xl)u2(xl)dxl'SJ , (59)

dÛ 0).p'-o^O)dx[
, x 1 \ 1/2 

dx'i < ( -rf-1- » rv>'
.J jf )

a2(1 а\х[,х'2) ( ди^ ^ Х2>>') dx\dx'2
о 0

+

+ (x 'ix 2 ) 1/2 J J  P2(1 a) (x ' i, x 2 d x 'id x 2 

0 0

+  C i0 (x'iX2)1/2

J1 J

1/2

2 I +

X’ X'° 2 \ I /2
p~2a(a;71 ,a;72) 9M^ ;  ^2^  dx^dx^) <

о 0
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< Е ( ^ )

+ /!< » (  [  1)щ1- а)(х') V  V2
\д Si+S2=2 V0a?/131д х С

1/2 
dx' +

+
(

2 2 \ 1/2

J р~2а(х') y  ( ^ р ) ] > (6°)

J  \и(х[,0)р a(x'1 , 0)\dx'1 < l J  j  P 2a(x i> x'zju2^ ,  x^dx^dx'z j  +
0 2  ̂о 0

+  0 i 4 ) 1/2 f  j  j  P~2a{x 1, 4 ) dx*i dx*2
' 0 0

(
x\ x2

J  J  p~2 1̂+a\x'1 ,X2)u2(x'1 ,X2)dx'1dx'2 j <

< ^maxp2(V )j ( J  p~2<yl+a\ x')v2(x')dx'\ +
' A '

( 2 / \  2 \  1/2 /  \  1/2

j  p~2a{x') Y Y^r)dx> + C4i/i(1) /  p-2(i+“}(Ж,)«2(ж,) ^ / , (si
A  •5 = 1  S  /  \  Д  /

1/2

^  +

1/2

где A — прямоугольник из Qi (рис. 2).
1 /2

Принимая во внимание, что ( maxp2(V )j =  h ^ ,  из оценок (38)-(41) и (58)-(61)\ж'€Д /
устанавливаем

2 C “<aJA dA I/2+j ; f )  < ft<‘ > с „  / р - ( Т )
\  \д  s-l

+  6146^ / >р -2(1+“ )(ж,)и2(ж,)сгж,Ч| +  <647^ f  p~2(-a~l\x') Y  / г ~
\л /  \л si+s2=2 ^ ^ Ж1

,2 , Л х 2 N ^
da;7

Перейдя к системе координат О Х  1X 2, возведем обе части полученного неравенства в 
квадрат, будем иметь

2

Ы 2№1а{к)<з J  (с1ьр 2"(ж) ^ ( ^ ^ )  +
л 5=1

+  С426р 2{l+a\x)u 2{x) +  CllP 2{а l\x) Y  ( д х * ? ^ ?
^1+52—2

dx.

Просуммировав неравенства по всем К  и А из Qi> запишем

\UlY , J Q i )  — ^ 48ll^llWf,a_i(Qi) +  6A9IMII21+a(Qi) +  6I50И̂ '11гг2/ С1((5/) ■ (62)
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Тогда из неравенств (37), (62) следует оценка

\и Ul\ТД(<5?) — 2 ((̂ 4811'и11гг22>с,_1((35‘) +  ^sll^llL.i+oCQ?) +  CblWuWwi^Qhj) . (63)

Так как ll̂ ll wf а_1(о) -  ^25, \и\ ь 2,а(п) <  С*52, U <  С*53,

\и j-Q-j < С54, то для произволвного е >  0 найдутся такие положительные числа

5 i ,. . . ,5 4l что  \\и\\2 г
b 2 ,c c{ i -  о )

е 2 2 ^ е2
<  I 6C 33 ’ ^ ^ Д - з Г * 2) <  24(3*48 ’ 1и 11д2,1+с, ( г ? )  <  24(3*49 ’

|М|2 /ыЩ < дтщг- > гДе г о* =  {ж е р(ж) < Si,i =  1 , . . .  ,4} есть ^-окрестность границы 
**2,а\Х 0 ) 2 4051

Го в области П. Задав е, определим 5 =  miru^ и пе — число слоев Qj, j  =  1 , . . . , п £,
i

пЕ
содержащихся в Tq (Tq =  |̂ J Qj) так, чтобы выполнились неравенства

3 =  1

\и\
( U Q,

. 3  =  1

<
I 6 C 33

\и\
и Q3

. 3  =  1

<
24С*48 ’

\и\
L2,l + a ( U Qj

. 3=1

<
24(3*49

\и\
U Qj

<
24С.51

(64)

Вследствие того, что С  [j Qj, имеем
3 =  1

\и\L.AQ 4) <  1 б с 3з (65)

II - - 2 <Ь || - - 2 <Ь || - - 2 <Ь
M w A A Q D  < 24С ^ ’ M ^ +PQ1) < 2 4 ^ ’ INIwU W  < 24С^'

Тогда из неравенств (63), (66) следует

(66)

\и Ul\ w la{Q4) <  4 С зз - (67)

Теперь перейдем к оценке первого слагаемого правой части неравенства (36). 
Воспользуемся тем, что

Iй UlW2L2AQl) -  2 (И'и11ь2,о(<3?) +  И'и /11ь2,о(<3?))- (68)

Оценим 
(рис. 2) имеем

l 2A Q i Y Для любого К  из Q\ в локальной системе координат О'Х^Х^

Ь2,а{К) У2,и(Рг)Рг < С'55|гб(ж/) |  ̂ [  Р ^(жОйжА < С*56\u(x') \ р1 “ (ж')-
г=1 Р Л К )  \JK J

(Здесь и(х') =  maxu(Pj), р(ж') = maxp(Pj), Pi — узлы треугольника К, г = 1,2,3).
г i

Используя неравенства (39)-(41) и (58)—(61), получаем
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\\u i\\L2,a (K )  <

1/2

+

1/2  /

+ сЦ  /  Р- 2{а- 1){х')
 ̂А

Перейдем к системе координат О Х  1X 2 и, возведя обе части неравенства в квадрат, запишем 
оценку

+С*58
/

— 2(1-\-а) (x')v2(xl)dxl

+
Д -5- 1

+  Cl8p -2(-1+a\x)u 2( x ) +  С!др -2(-а- 1\х) ( dx^dx8* ) ) dx'
si+s2=2 ^ 1 2 /  /

Просуммировав неравенства по всем К  и А из , с учетом того, что Л/1) < h, будем иметь

— h 2 {C(io\\u\\wi jQ h ^  +  C'6l||«||^-2^_i (Qh) +  (~'62\\u\\2L 2'1+a(Q b ))  ■

Отсюда

i™ iî iiL .ода = 0-
Следовательно, для любого е > 0 существует такое ho(e), что неравенство

X
<

x 2,a(QD ~  1 6 С 33

верно для всех h < ЬДе). Из неравенств (65), (68), (69) получим

X
11И “  U I\\l 2,XQi ) <

(69)

4Сзз
(70)

Теперь, используя неравенство (36) и оценки (67), (70), установим предельное
равенство (35). Лемма доказана. □

Замечание 1. Так как справедливо неравенство (64), то приняв во внимание, что
пе

О' с U Qj, будем иметь 
з= 1

IM Iw /jn O  <  £2-

Доказательство теоремы 1. Перейдем к пределу при h —> 0 в равенстве (15). Учитывая 
соотношения (17), (20), (35) и последнюю оценку, получаем требуемое утверждение (16). 
Теорема 1 доказана. □

Теперь установим основной результат работы.

Теорема 2. Пусть коэффициенты аДх)  =  сщ(ж), (k,l =  1,2) и а{х) > 0 удовлетворяют 
неравенствам (8)-(11), выполнено условие (7). Тогда приближенное решение Uh задачи (13) 
сходится при h —> 0 в пространстве к решению и задачи (12 ).
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Доказательство. Чтобы установить справедливость соотношения (14), совершим 
предельный переход при h —> 0 в неравенствах

\\и — UhWwijn) -  v ^ y h IIй — VhWwia(n) — С%\\и — ui\\wia(ci) 

и применим к ним (16). Теорема 2 доказана. □

Заключение
В настоящей работе построен метод конечных элементов для решения задачи 

Дирихле для эллиптического уравнения второго порядка с вырождением на всей дважды 
непрерывно дифференцируемой границе двумерной области Q. Доказано, что решение 
МКЭ сходится в весовом пространстве к обобщенному решению из пространства
1T|q,_i(Q) С 1Т21а(^)- Разработанные и исследованные схемы метода конечных элементов 
с сетками, сгущающимися к границе области, могут быть использованы для решения 
задач гидродинамики, электромагнетизма, диффузии, теории пластичности и др., 
приводящих к краевым задачам для эллиптических уравнений с вырождением на границе. 
В дальнейшем, благодаря сужению пространства B/r|a-i(^)> которому принадлежит 
обобщенное решение поставленной задачи (см. [14]), планируется установить скорость 
сходимости приближенного решения к точному по норме весового пространства Соболева.
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In this paper we consider the Dirichlet problem with homogeneous boundary condition for a second-order 
elliptic equation with degeneration on the entire twice continuously differentiable boundary of two-dimensional 
domain Q. We define a generalized solution of this problem, which exists and is unique in the weighted Sobolev 
space WfaUT). To solve the formulated problem a finite element method is developed, the scheme of which is 
constructed on the basis of the definition of a generalized solution of the original differential problem in the space 
W ) a (tA). For this purpose a two-dimensional convex domain is divided into triangles with special condensation 
to the boundary. Next we introduce a finite element space V h C W falQ ) that contains continuous functions liner 
on each triangular element of grid region Qh and equal to zero on the set Cl\Qh, and show unique solvability of 
the scheme of the finite element method. For the generalized solution и from the subspace W f a_ 1(Q) of the space 
Wi,a(yi), using its values in the nodes of the triangulated domain, an interpolant ui € V h is constructed, and 
the fact of its convergence with respect to the norm W f a (О) is established. The main result o f the work for the 
proposed method for solving the first boundary value problem with degeneration is the proof of the convergence 
of the approximate solution to the exact solution in the weighted Sobolev space.

Keywords: boundary value problem with degeneration, Sobolev weighted space, generalized solution, finite 
element method.
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