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На основе аналитической геометрии в пространстве разрабо-

тана математическая модель зоны резания при многокоординат-

ном фрезеровании. Данная математическая модель позволяет 

производить расчет положения и длины активной части режущей 

кромки при обработке пространственно-сложных поверхностей 

с равномерным и ступенчатым припуском концевыми радиусны-

ми фрезами. 
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Важным геометрическим параметром зоны резания является положение 

и длина активной части режущей кромки. При любых траекториях движе-

ния концевой радиусной фрезы, обрабатывающей пространственно-

сложные поверхности, происходит перемещение и изменение величины 

контакта инструмента с заготовкой вдоль криволинейной режущей кром-

ки. Это происходит из-за наличия трех и более взаимосвязанных движений 

инструмента и заготовки, ее конфигурации и величины ступенчатого при-

пуска (высота, ширина ступенек). 

Наибольшее распространение в промышленности при использовании 

фрез с радиусной частью получил способ обработки строчками. При стро-

чечном фрезеровании можно выделить два различных перехода: фрезерова-

ние паза в сплошном металле (имеет место в начале обработки) и фрезеро-

вание строчки смещенной на величину периодической подачи Sпер  от пре-

дыдущего хода фрезы. Поэтому в дальнейшем будет рассматриваться взаи-

модействие инструмента с заготовкой для перечисленных двух переходов. 

Следует отметить, что большинство деталей машиностроения ограни-

чено достаточно простыми поверхностями, сечения которых состоят из со-

пряжения отрезков прямых и дуг окружностей. К поверхностям, которые 

формируют большинство деталей машиностроения, относятся: плоскость, 

цилиндр, конус, сфера, тор, линейчатая и таблично-заданная поверхности. 

Любую сложную криволинейную поверхность можно аппроксимировать 

набором простых поверхностей. Поэтому в данной работе приведено ис-

следование по аналитическому определению величины и положения ак-

тивной части режущей кромки в каждый момент поворота зуба фрезы при 

обработке такой простой геометрической поверхности, как плоскость, 

произвольно ориентированной в пространстве. 



Наука ЮУрГУ: материалы 67-й научной конференции 

Секции технических наук 

401 

При чистовом фрезеровании деталей пространственно-сложной формы 

наиболее распространена обработка строчками. При строчечном фрезеро-

вании можно выделить два различных перехода: фрезерование паза 

в сплошном металле, что имеет место в начале обработки (рис. 1б) и фрезе-

рование по строке (рис. 1а), смещенной на величину периодической подачи 

Sпер  от предыдущей строки. Введем обозначение «–Sпер » – строка слева, 

«+Sпер » – строка справа. В дальнейшем будет рассматриваться взаимодей-

ствие инструмента и заготовки для перечисленных двух переходов.  

 

 
 

                         а)                                                                 б) 
 

Рис. 1. Фрезерование наклонной поверхности, имеющей ступенчатый припуск: 

а – фрезерование по строке; б – фрезерование паза 

 
На рис. 2 изображено фрезерование паза, где ступенчатую поверхность 

припуска формируют плоскости Пi
2

 и Пi
3
. Система координат XYZ, нача-

ло которой совпадает с центром О радиусной части фрезы, а ось OZ с осью 

вращения фрезы, сориентированы таким образом, чтобы вектор контурной 

подачи S  находился в плоскости ZOY. В этой системе координат углы на-

клона обрабатываемой поверхности обозначены 
 

;90   

,90 п  
 

где   – угол наклона обрабатываемой поверхности относительно горизон-

тальной плоскости в направлении движения подачи; п  – угол наклона об-

рабатываемой поверхности относительно горизонтальной плоскости в на-

правлении перпендикулярном движению подачи. 
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Рис. 2. Расчетная схема обработки 

 
Задача описания «пятна контакта» фрезы с припуском и определение 

длины активной части режущей кромки, проходящей по нему, сводится 

к определению центральных углов в  и н  между осью вращения фрезы и 

крайними точками пересечения лезвия с припуском. 

В данном случае «пятно контакта» представляет собой часть сфе-

рической поверхности фрезы ограниченной плоскостями П1 , Пn
2

 и Пn
3

. 

Из уравнения (1) следует, что угловой параметр н  нижней границы 

активной части режущей кромки проходящей по «пятну контакта» при по-

вороте зуба на угол   зависит только от угла наклона обрабатываемой по-

верхности в направлении движения подачи. Следовательно, уравнение (1) 

справедливо для любой конфигурации обрабатываемой поверхности 
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при любой схеме резания. Зная угловой параметр н  и по формулам (2) и 

(3) определив угловые параметры  1в  и  2в , получим полную информа-

цию о положении и длине активной части режущей кромки в каждый мо-

мент поворота зуба при фрезеровании паза. 

При фрезеровании поверхности по строке (рис. 1а) «пятно контакта» 

дополнительно ограничено цилиндрической поверхностью П4  предыду-

щей строки. Уравнение цилиндрической поверхности предыдущей строки 

П4  смещенной на величину периодической подачи Sпер  от обрабатывае-

мой строки в сферической системе координат имеет вид: 
 

.R)sin)))ctg)90(cos(tgcos(ScosR(cos

sinsinR()))ctg)90(cos(tgsin(ScossinR(

2
пер3в

2

3впер3в
2




     (4) 

 

Подставляя в уравнения (1), (2), (3) и (4) исходные данные (углы, опи-

сывающие положение поверхностей в пространстве, радиус сферической 

поверхности фрезы R, мгновенный угол положения зуба ψ и величину пе-

риодической подачи на строку Sпер ) и решая их относительно угловых па-

раметров н ,  1в ,  2в  и  3в  получим информацию о положении и длине 

активной части режущей кромки в каждый момент поворота зуба при фре-

зеровании по строке. 

Для анализа изменения положения и длины активной части режущей 

кромки рассчитаем значения углов н ,  1в ,  2в  и  3в , и построим диа-

граммы «пятен контакта» при изменении угла , угла θ и положения инст-

румента относительно ступенчатого припуска в направлении подачи с ша-

гом равным подаче на зуб. В полярных координатах, начало которых сов-

падает с осью вращения фрезы, отметим рассчитанные на компьютере зна-

чения граничных точек пересечения лезвия фрезы с припуском при раз-

личных углах поворота зуба ψ от 0° до 180°. Соединив эти точки, получим 

развернутое изображение «пятна контакта» и его положение относительно 

оси вращения фрезы.  

На рис. 3 изображена диаграмма «пятна контакта» при фрезеровании 

поверхности с углами наклона:  

А.  – 30°, θ – 45°, dz=2 мм:  

1) «пятна контакта», получаемые при фрезеровании паза (области ab, 

cdefg); 

2) «пятна контакта», получаемые при фрезеровании по строке  

с Sпер = +1,5 мм (область c34efg); 

3) «пятна контакта», получаемые при фрезеровании по строке  

с Sпер = –1,5 мм (области ab и 1d2). 



Наука ЮУрГУ: материалы 67-й научной конференции 

Секции технических наук 

404 

 

 

Рис. 3. Диаграммы «пятен контакта» фрезы со ступенчатым припуском 

а – =30°; =45°; R=6 мм; dz=2 мм; б – =45°; =60°; R=6 мм; dz=2 мм 

 
 

Б.  – 45°, θ – 60°, dz=2 мм: 

1) «пятна контакта», получаемые при фрезеровании паза (области abc, 

def); 

2) «пятна контакта», получаемые при фрезеровании по строке  

с Sпер = +1,5 мм (области a34 и 56ef); 

3) «пятна контакта», получаемые при фрезеровании по строке  

с Sпер = –1,5 мм (область 1bc2). 

Анализ полученных диаграмм показал, что при перемещении инстру-

мента относительно ступенчатого припуска происходит изменение количе-

ства, положения и формы «пятнен контакта». Поскольку «пятно контакта» 

характеризует взаимное положение инструмента и заготовки, его форма и 

расположение оказывают существенное влияние на положение и длину ак-
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тивной части режущей кромки, а также на количество зубьев одновремен-

но участвующих в работе. Нестабильность геометрии зоны резания за один 

оборот можно наблюдать по этим же диаграммам, где видно как при пово-

роте зуба фрезы на угол ψ значительно изменяются положение и длина ак-

тивной части режущей кромки. 

Из диаграмм видно существенное изменение «пятен контакта» и в пре-

делах малых линейных перемещений фрезы соизмеримых с величиной по-

дачи на оборот даже при фиксированных углах наклона обрабатываемой 

поверхности. С помощью полученных расчетных зависимостей установ-

лено влияние ступенчатого припуска и углов наклона обрабатываемой по-

верхности на геометрию зоны резания, а именно перемещение вдоль зуба 

фрезы активной части режущей кромки и изменение ее длины как за обо-

рот фрезы, так и в пределах малых линейных перемещений. 

Таким образом, проведенные исследования подтвердили, что при обра-

ботке концевыми радиусными фрезами пространственно-сложных поверх-

ностей со ступенчатым припуском, происходит значительное изменение 

геометрии зоны резания. Это объясняется большим количеством возмож-

ных вариантов сочетания взаимосвязанных факторов (углов наклона обра-

батываемой поверхности, размеров инструмента, схем резания, величин 

подач и параметров ступенчатого припуска). Только аналитические зави-

симости, учитывающие кинематику фрезерования пространственно-

сложных поверхностей и взаимовлияние всех факторов обработки, позво-

ляют получить правильную и всеобъемлющую информацию о геометрии 

зоны резания. Полученные математические модели позволяют рассматри-

вать режущую кромку не как непрерывную кривую, а как последователь-

ность точек, имеющих неодинаковые геометрические параметры и условия 

резания. Поэтому они могут использоваться для расчета сил резания и ис-

следования их нестабильности. 
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